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内 容 简 介

本书是根据教育部高等职业教育数学课程的基本要求与课程改革精

神编写而成的．全书共分上、下两册，内容包括：一元函数微分学及其应用、
一元函数积分学、无穷级数、微分方程、空间解析几何、多元函数微分学、线
性代数、概率统计、数学实验．
本书的特色在于：一、保持传统高等数学的知识点；二、增加 Ｍａｔｈ

ｅｍａｔｉｃａ软件操作内容，且每个章节内容中各含一节数学实验；三、采用模
块化设计，补充了线性代数和概率统计，以便于不同专业选用；四、每章后
附有数学家简介；五、习题分两个部分，（Ａ）为基础题，（Ｂ）为提高题．
本书内容充实，体系新颖．特别是增添的“数学实验”，强调理论与实际

相结合，这些都十分有利于高职高专类学生对基础知识的学习和理解，有
利于培养他们借助现代技术手段解决经典数学中的问题和处理实际问题

的能力．
本书可供高等职业技术学院、高等专科学校相关专业的师生使用，同

时也可作为学习数学软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ的入门教材．



序

当前，我国正处于新型工业化时期，对人才的需求呈多元化、多层次的态势，
这为高职高专学校的人才培养带来了新的契机．经济与社会的发展要求高职高
专毕业生具有基础理论知识适度、技术应用能力强、知识面较宽、素质较高等特
点，因此，在培养优秀理论型、研究型人才的同时，对应用型技术人才的培养就成
为高职高专教育的首要目标．瞄准这个目标办好高职高专，既能满足人才市场的
需要，又能促进高职高专学校自身的蓬勃发展．
高等数学是高职高专的一门主要的基础课程，出版一套适合高职高专教学

需要的高等数学教材，无疑是有着重大意义的事情．值得庆幸的是，现在呈现在
读者面前的这套《高等数学》正是这样一套教材．
这套教材与其他教材相比，具有以下几点明显的优势和特色：

１．科学性
这套教材整个体系保持传统高等数学的严谨，涵盖所有必需的知识点．内容

安排上由浅入深，符合认知规律，理论严谨、叙述明确简练、逻辑性强，通过实际
背景引入数学概念，便于学生理解和掌握．
２．先进性
这套教材在遵循教育部《高职高专教育基础课程基本要求》和《高职高专教

育专业人才培养目标及规格》精神的前提下，充分考虑了内容的更新，选入了一
些新颖的、能反映相应学科新思想、新趋势的材料，增加了“数学实验”和“数学家
简介”等部分．特别是“数学实验”部分，不仅充实了教材内容，而且有助于提高学
生的学习兴趣，培养学生运用数学软件处理实际问题的能力．
３．实用性
教材是教师和学生赖以完成教学过程的主要工具．这套教材在概念的引入、

结论的推证、理论体系的完善、材料的安排以及例题、习题的选配等方面，都注重
从教学的实际要求出发，遵循教学活动自身的规律性，从而有利于师生的教
与学．
总之，这套教材编出了新意和特色．相信这套教材在数学教学和教学改革中

一定能发挥巨大的作用，同时也希望它在大家的关爱中不断地得到完善．

２００５年１１月
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前　　言

高职高专教育的根本任务是培养生产、建设和管理第一线的技术应用型人
才．为发挥高等数学在２１世纪培养技术应用型人才中的作用，培养和提高学生
应用数学知识解决实际问题的意识与能力，根据教育部高等职业教育数学课程
的基本要求与课程改革精神，我们组织了一批富有多年教学经验的教师编写了
本套教材．在内容选择、结构体系上力图具有适应２１世纪社会和时代发展需要
的时代特征，具有适应我国社会主义建设对技术应用型人才培养要求的职业教
育特色，能够反映现代教育思想观念、人才培养模式和课程结构改革的丰硕成
果．全套教材共分上、下两册，内容包括：一元函数微分学及其应用、一元函数积
分学、无穷级数、微分方程、空间解析几何、多元函数微分学、线性代数、概率统
计、数学实验．计划课时１５０学时，选修部分另加学时．
本套书的特色在于：
一、保持传统高等数学的知识点．其基本内容是根据高职院校《高等数学课

程教学要求》的纲目来编写的，同时紧扣高职高专的培养目标，选择适当的教学
定位，借助数表和图像，将抽象的数学知识生动直观地表现出来，对高等数学基
本内容的讲解做到了既结构严谨，又通俗易懂．
二、数学软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ的诞生，被视为是一次重大的智力和实践的革

命，因此探索一种以计算机为辅助教学工具展开高等数学教学的全新教学模式
已成为一种新潮．教材在第一章增加了 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件操作内容，并在每个章
节内容中各含一节数学实验（不定积分与定积分合为一节），以提高学生的学习
兴趣，培养学生运用数学软件处理实际问题的能力．
三、教材采用模块化设计，补充了线性代数和概率统计，以便于不同专业

选用．
四、为了扩大学生的视野，使学生了解高等数学创立发展背景，提高学生对

数学源流的认识，在每章后附有数学家简介，对数学创立发展过程中做出过伟大
贡献的著名数学家作了介绍．
五、针对高职高专学生的特点，为使学生更好地掌握所学知识，提高应用能

力，习题分成两个部分，（Ａ）为基础题，（Ｂ）为提高题．



本书内容充实，体系新颖．特别是增添的“数学实验”，强调理论与实际相结
合，这些都十分有利于高职高专类学生对基础知识的学习和理解，有利于培养他
们借助现代技术手段解决经典数学中的问题和处理实际问题的能力．
本书可供高等职业技术学院、高等专科学校相关专业的师生使用，同时也可

作为学习数学软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ的入门教材．
本书由陈誌敏、胡成龙主编．参加编写的人员有：陈誌敏、胡成龙、周振良、

肖家平、陈春秀、魏婉梅、刘裕华、白淑珍，同时倪曼、刘小宁提出了许多宝贵意
见，国防科技大学吴翊教授认真仔细地审查了此书．在此向他们表示衷心的
感谢．
由于编者水平有限，加上时间仓促，本书不妥之处在所难免，恳请读者指正．

编　者
２００６年１月
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第八章　微分方程

高等数学研究的对象是函数，而函数关系一般是不能直接由实际问题得到
的．但根据实际问题的特性，有时可以得到表示未知函数及其导数或微分与自变
量之间的关系式．这种关系式就是所谓的微分方程．微分方程揭示了实际问题的
客观规律性，是一种很重要的数学模型．
本章重点研究常见的微分方程的解法，并探讨其在实际问题中应用的思想

方法．

第一节　微分方程的基本概念与分离变量法

一、微分方程的基本概念

我们学过代数方程———含有未知元的条件等式．在实际问题中，经常会碰到
含有未知函数的导数或微分的方程，这类方程就称为微分方程．如

ｄ２ｓ
ｄｔ２＝－ｇ

，　ｙ′＋ｅｙ＝ｘ２，　ｘｄｘ＋ｙ２ｄｙ＝０，　等等．

微分方程中所含有的未知函数的导数的最高阶数称为微分方程的阶．
当微分方程中所含有的未知函数及其各阶导数全是一次幂时，微分方程就

称为线性微分方程．
在线性微分方程中，若未知函数及其各阶导数的系数全是常数，则称这样的

微分方程为常系数线性微分方程．如

２ｙ″－ｙ′＋３ｙ＝ｃｏｓｘ
为二阶常系数线性微分方程．
使微分方程成为恒等式的函数称为该微分方程的解．如果微分方程的解含

有任意常数，且独立的任意常数的个数与方程的阶数相同，则称其为微分方程的
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通解．不含有任意常数的解称为微分方程的特解．
显然，函数ｙ＝ｘ２＋Ｃ 是方程ｙ′＝２ｘ的通解．而ｙ＝ｘ２＋１是它的一个

特解．
什么是独立的任意常数？函数ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋３Ｃ２ｅｘ 显然是方程ｙ″－３ｙ′＋２ｙ＝０

的解．这时的Ｃ１，Ｃ２ 就不是两个独立的任意常数，因为此时该函数可表示为

ｙ＝（Ｃ１＋３Ｃ２）ｅｘ．
这种可以合并的任意常数只能算是一个独立的任意常数．
定义１　设函数ｙ１（ｘ），ｙ２（ｘ）是定义在区间（ａ，ｂ）内的函数，如果存在两个

不全为零的数ｋ１，ｋ２ 使得ｘ∈（ａ，ｂ），恒有

ｋ１ｙ１＋ｋ２ｙ２＝０
成立，则称ｙ１，ｙ２ 在区间（ａ，ｂ）内线性相关，否则称为线性无关．

由此可见ｙ１，ｙ２ 在区间（ａ，ｂ）内线性相关的充要条件是ｙ１ｙ２
在区间（ａ，ｂ）内恒

为常数．否则ｙ１，ｙ２ 线性无关．
例如ｅｘ 与ｅ２ｘ线性无关，ｅｘ 与３ｅｘ 线性相关．
于是，当ｙ１ 与ｙ２ 线性无关时，函数ｙ＝Ｃ１ｙ１＋Ｃ２ｙ２ 中含有两个独立的任意

常数Ｃ１ 和Ｃ２．
通常，用未知函数及其各阶导数在某个特定点的值作为确定其通解中任意

常数的条件，称为初始条件．求微分方程满足初始条件的特解问题，称为初值
问题．
求解初值问题，通常是先求通解，再由初始条件确定通解中的任意常数从而

求得特解．
例１　一质量为ｍ的物体，从高度为ｙ０ 的某处以初速度ｖ０ 自由下落，求下

落过程中高度ｙ与时间ｔ的函数关系．
解　（图８ １ １）建立坐标系．设时刻ｔ物体的位置为ｙ（ｔ），根据题意有

ｄ２ｙ
ｄｔ２＝ｇ

，　ｙ
ｔ＝０
＝ｙ０，　ｙ′

ｔ＝０
＝ｖ０．

图８ １ １

两次积分后，得方程的通解

ｙ＝１２ｇｔ
２＋Ｃ１ｔ＋Ｃ２．

将ｔ＝０，ｙ＝ｙ０ 代入上式得Ｃ２＝ｙ０．将ｔ＝０，ｙ′＝ｖ０
代入ｙ′＝ｇｔ＋Ｃ１，得Ｃ１＝ｖ０．故下落过程中高度ｙ
与时间ｔ的函数关系为

ｙ＝１２ｇｔ
２＋ｖ０ｔ＋ｙ０．
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二、分离变量法

定义２　形如
ｄｙ
ｄｘ＝ｆ

（ｘ）ｇ（ｙ）

的方程，称为可分离变量方程．
其求解步骤为：

（１）分离变量 ｄｙ
ｇ（ｙ）＝ｆ

（ｘ）ｄｘ．

（２）两边积分 ∫ｄｙ
ｇ（ｙ）＝∫ｆ（ｘ）ｄｘ．

（３）积得通解 Ｇ（ｙ）＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ，

其中Ｇ（ｘ），Ｆ（ｘ）分别是 １ｇ（ｙ）
，ｆ（ｘ）的一个原函数．

这种求解过程，我们称为分离变量法．
例２　求ｙ′＋ｘｙ＝０的通解．

解　方程变形为 ｄｙ
ｄｘ＝－ｘｙ

，

分离变量得 ｄｙ
ｙ ＝－ｘｄｘ　

（ｙ≠０），

两边积分得 ∫ｄｙｙ ＝－∫ｘｄｘ，
求积分得 ｌｎ｜ｙ｜＝－１２ｘ

２＋Ｃ１，

所以

｜ｙ｜＝ｅ－
１
２ｘ
２＋Ｃ１＝ｅＣ１ｅ－

１
２ｘ
２，

即 ｙ＝±ｅＣ１ｅ－
１
２ｘ
２
＝Ｃｅ－

１
２ｘ
２

　（Ｃ＝±ｅＣ１），
所以方程的通解为 ｙ＝Ｃｅ－

１
２ｘ
２

　（Ｃ为任意常数）．

【思考题】
Ｃ可否为零？

例３　设降落伞从跳伞塔下落，所受空气阻力与速度成正比，降落伞离开塔
顶（ｔ＝０）时的速度为零．求降落伞下落速度与时间ｔ的函数关系．
解　（图８ １ ２）设降落伞下落速度为ｖ（ｔ），此时降落伞所受到的空气阻

力为－ｋｖ（ｋ为常数，负号表示阻力与运动方向相反）．同时，降落伞下落还受重

力ｍｇ作用，故由牛顿第二定律及初始条件ｖ
ｔ＝０
＝０，得到初值问题
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图８ １ ２

ｍｄｖｄｔ＝ｍｇ－ｋｖ
，

ｖ
ｔ＝０
＝０

烅

烄

烆 ．

对ｍｄｖｄｔ＝ｍｇ－ｋｖ
分离变量，得

ｄｖ
ｍｇ－ｋｖ＝

ｄｔ
ｍ
，

两边积分

∫ ｄｖ
ｍｇ－ｋｖ＝∫ｄｔｍ，

可得 －１ｋｌｎ｜ｍｇ－ｋｖ｜＝
ｔ
ｍ＋Ｃ１

，

即 ｖ＝ｍｇｋ －Ｃｅ
－ｋｍｔ　（Ｃ＝１ｋｅ

－ｋＣ１），

由ｖ
ｔ＝０
＝０得 Ｃ＝ｍｇｋ

，

于是所求特解为 ｖ＝ｍｇｋ
（１－ｅ－

ｋ
ｍｔ）．

【思考题】
① 什么是微分方程？它与代数方程有何不同？什么是微分方程的阶？

② 什么是微分方程的通解，特解？通解和特解的几何意义是什么？

习题８ １

（Ａ）

１．用分离变量法求解下列方程：

（１）ｄｙｄｘ＝ｘ
２ｙ２； （２）ｄｙｄｘ＝

ｙ
１－ｘ槡 ２

；

（３）ｘｙ′－ｙｌｎｙ＝０； （４）ｙ′＋ｙ－１ｅｙ
２
＋３ｘ＝０；

（５）ｄｙｄｘ＝１０
ｘ＋ｙ； （６）ｙ′＋ｓｉｎｘ＋ｙ２ ＝ｓｉｎｘ－ｙ２ ．

２．求解下列初值问题：

（１）ｄｙｄｘ＝
（１＋ｘ＋ｘ２）ｙ，ｙ（０）＝ｅ；

（２）（ １＋ｘ槡 ２）ｄｙ
ｄｘ＝ｘｙ

３，ｙ
ｘ＝０

＝１；
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（３）ｃｏｓｙｄｘ＋（１＋ｅ－ｘ）ｓｉｎｙｄｙ＝０，ｙ
ｘ＝０

＝π４．

３．一曲线过点（１，０），且曲线上任意点（ｘ，ｙ）处的切线斜率等于该点横坐标的平方，
求曲线方程．
４．曲线在点Ｍ（ｘ，ｙ）处的切线斜率等于该点横坐标与纵坐标的乘积，写出曲线所满
足的微分方程．

（Ｂ）

５．放射性元素的质量随着时间的增加而逐渐减小，这种现象称为衰变．镭的衰变有
如下规律：其衰变速度与现存量ｍ成正比．已知ｔ＝０时，镭的质量为ｍ０，求在衰变过程中
镭的质量随时间变化的规律．
６．用微分方程表示一个物理命题：某种气体的气压ｐ对于温度Ｔ 的变化率与气压
成正比，与温度的平方成反比．

第二节　一阶线性微分方程

定义　形如

ｄｙ
ｄｘ＋Ｐ

（ｘ）ｙ＝Ｑ（ｘ） （８ ２ １）

的方程，称为一阶线性微分方程，其中Ｐ（ｘ），Ｑ（ｘ）为已知函数．
当Ｑ（ｘ）＝０时，

ｄｙ
ｄｘ＋Ｐ

（ｘ）ｙ＝０ （８ ２ ２）

称为齐次线性微分方程．而当Ｑ（ｘ）≠０时，式（８ ２ １）称为非齐次线性微分
方程．

一、一阶齐次线性微分方程的求解

我们先求齐次线性方程（８ ２ ２）的解．将式（８ ２ ２）分离变量，得

ｄｙ
ｙ ＝－Ｐ

（ｘ）ｄｘ．

两边积分得 ｌｎ｜ｙ｜＝∫Ｐ（ｘ）ｄｘ＋Ｃ１ ，
即 ｙ＝Ｃｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ． （８ ２ ３）
这就是（８ ２ ２）的通解．
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例１　求方程（ｘｙ－２ｙ）ｄｘ＋ｄｙ＝０的通解．
解　原方程可化为

ｄｙ
ｄｘ＋

（ｘ－２）ｙ＝０，

这是一阶线性齐次方程，分离变量得

ｄｙ
ｙ ＝ （２－ｘ）ｄｘ，

两边积分

∫ｄｙｙ ＝∫（２－ｘ）ｄｘ，
得

ｌｎ｜ｙ｜＝ （２ｘ－ｘ
２

２
）＋ｌｎ｜Ｃ｜，

即

ｙ＝Ｃｅ２ｘ－
ｘ２
２．

二、一阶非齐次线性方程的解法

一阶齐次线性方程（８ ２ ２）的通解

ｙ＝Ｃｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ （８ ２ ４）
中的Ｃ为常数时，它显然不是方程（８ ２ １）的解，这是因为式（８ ２ １）的右边
是ｘ的函数Ｑ（ｘ）．但是，可设想将常数Ｃ换成待定函数Ｃ（ｘ），则其可能成为方
程（８ ２ １）的解．

令ｙ＝Ｃ（ｘ）ｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ 为非齐次线性方程（８ ２ １）的解，并将其代入式
（８ ２ １）得

Ｃ′（ｘ）ｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ ＝Ｑ（ｘ），
即

Ｃ′（ｘ）＝Ｑ（ｘ）ｅ∫Ｐ（ｘ）ｄｘ，
两边积分得

Ｃ（ｘ）＝∫Ｑ（ｘ）ｅ∫Ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ＋Ｃ．
将其代入ｙ＝Ｃ（ｘ）ｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ 得（８ ２ １）式的通解为

ｙ＝∫Ｑ（ｘ）ｅ∫Ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ ｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ． （８ ２ ５）
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式（８ ２ ４）称为一阶非齐次线性方程（８ ２ １）的通解公式．
上述求解方法称为常数变易法．用常数变易法求一阶非齐次线性方程的通

解的步骤为：

（１）先求出非齐次线性方程所对应的齐次方程的通解．
（２）将所求出的齐次方程的通解中的任意常数Ｃ改为待定函数Ｃ（ｘ），设出

非齐次线性方程的解．
（３）将所设解代入非齐次线性方程，解出Ｃ（ｘ），并写出非齐次线性方程的

通解．

例２　求方程ｙ′＝ｙ＋ｘｌｎｘｘ
的通解．

解　原方程化为

ｄｙ
ｄｘ－

１
ｘｙ＝ｌｎｘ

， （１）

为Ｐ（ｘ）＝１ｘ
，Ｑ（ｘ）＝ｌｎｘ的一阶非齐次线性方程．

方法一　直接用公式（８ ２ ４）

ｙ＝∫ｌｎｘｅ∫（－
１
ｘ）ｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ ｅ－∫（－１ｘ）ｄｘ

＝∫ｌｎｘｄ（ｌｎｘ）＋［ ］Ｃｘ
＝ ｘ２

（ｌｎｘ）２＋Ｃｘ．

　　方法二　首先对方程（１）所对应的齐次方程

ｄｙ
ｄｘ－

１
ｘｙ＝０

（２）

求解，分离变量得

ｄｙ
ｙ ＝ｄｘｘ

，

两边积分得

ｌｎｙ＝ｌｎｘ＋ｌｎＣ，
即 ｌｎｙ＝ｌｎＣｘ．
所以齐次方程（２）的通解为

ｙ＝Ｃｘ．

　　于是，可令ｙ＝Ｃ（ｘ）ｘ为方程（１）的通解，并代入方程（１）．得

ｘＣ′（ｘ）＝ｌｎｘ．
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