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内容简介

本书内容由典型错误与评析、解题方法流程图及其应用两部分组成．第一部

分主要是收集和整理学生在学习高等数学课程过程中，由于对基本概念、定理的

理解不透，逻辑推理不严密，解题思路不清晰，解题方法选择不当等所导致的典

型错误，并以此为案例，进行了总结和评析．第二部分是集高等数学中主要章节

的知识要点、解题方法和技巧、解题的必要步骤于一体，设计了解题方法流程图，

并配置了一些相关的典型例题．以解题方法流程图为工具，结合配置的例题，对

解题思路、方法和技巧等进行剖析、总结和归纳．
本书可作为工科院校各专业本科生学习高等数学课程和报考研究生复习的

参考书，也可供从事高等数学课程教学的教师和数学专业的大学生作为教学和学

习的参考资料．
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前　　言

高等数学是高等学校工科专业极为重要的一门基础课程，在工科专业研究生

入学考试中也是必考的课程之一．该课程具有学时长、内容多、理论性强、难度

大、解题技巧性灵活多样等特点，是衡量工科专业学生数学水平的重要标志．学

好该门课程能够使工科专业学生逻辑思维和推理能力得到训练，分析和解决问题

的能力得到提高，解题技巧和计算水平得到加强，从而为后续课程的学习奠定坚

实的数学基础．为此，我们编写了《高等数学思维训练与解题方法》一书，希望

达到抛砖引玉的效果．
作为长期从事高等数学课程教学的教师，在教学过程中，我们一直在思考和

探索，如何面对高等数学浩如烟海的各种习题，各种抽象的定义和定理等问题，

能给学生一种数学思维训练方法，一种启迪，一种解题思路或模式，使他们在这

种模式下，学会主动学习，掌握高等数学中的基本概念、基本原理和解题方法的

内涵和精髓，做到由此及彼，举一反三，从而在各类考试中得心应手，应对自如．
为了实现这个目标，我们在多年教学研究和总结的基础上，把学生在学习高

等数学时，对基本概念、定理的理解不深，逻辑推理不严密，计算上忽略公式的

先决条件等原因而出现的一些典型错误加以归纳，整理和评析，形成教学案例，

以此帮助学生澄清模糊概念，排除思维障碍，加深对基本概念、定理的理解及计

算方法的正确把握．此外，我们集高等数学内容的相关程度、知识要点、解题思

路，解题方法和技巧于一体，编制了主要章节的解题方法流程图，配置了满足各

个分支条件的典型例题，对此进行分析、总结、归纳和计算．宗旨是使学生从不

同角度、全方位、多层次地寻求解题方法，达到培养数学思维、提高分析问题、

解决问题和计算能力的目的．
本书内容包括两部分．第一部分主要总结和归纳了学生在学习高等数学中常

出现的典型错误，对这些典型错误进行评析，相应地给出正确的解法，并把相关
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的知识点融入到正确的解法和评析之中；第二部分主要介绍了高等数学的教学难

点和学生在解题方法方面遇到的问题，针对高等数学的主要内容，编制了解题方

法流程图，并配备了满足各计算方法的典型例题，以详细介绍如何利用解题方法

流程图进行分析和计算．同时，还对某些例题的解题方法及所应注意的问题进行

必要的延伸、总结和归纳．
在本书的编写出版过程中，我校高等数学教研室唐剑涛教授提出了许多好的

建议，并做了大量的工作，众多同仁给予了大力支持，在此一并表示衷心的感谢！

由于编写时间仓促，作者水平有限，书中不妥和疏漏之处在所难免，敬请读

者批评指正．

编　者

２００６年６月于辽宁工学院
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书书书

第一部分　典型错误与评析

一、极限与函数的连续性

【题目１】　用定义证明ｌｉｍ
ｘ→２
ｘ２＝４．

【错误解法】　对任意给定的ε＞０，要使 ｘ２－４ ＝ ｘ－２ ｘ＋２ ＜ε成立，只要

ｘ－２ ＜ ε
ｘ＋２ ．

因此取δ＝ ε
ｘ＋２

，则当０＜ ｘ－２ ＜δ时，就有 ｘ２－４ ＜ε成立，故

ｌｉｍ
ｘ→２
ｘ２＝４．

【错解评析】　此题属于对函数极限定义理解上的错误．由ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ的＜ε－δ＞定义

不难看出，δ是一个满足“当０＜ ｘ－ｘ０ ＜δ时，就有 ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε成立”的正实数，它与ε
和ｘ０ 有关（一般地讲，ε越小，对应的δ也越小），但与ｘ 无关．所以，上述解法中取

δ＝ ε
ｘ＋２
是错误的．

【正确解法】　对任意给定的ε＞０，由于ｘ→２，不妨限制０＜ ｘ－２ ＜１，从而１＜ｘ＜３，

ｘ＋２ ≤ ｘ ＋２＜５．于是 ｘ２－４ ＝ ｘ－２ ｘ＋２ ＜５ｘ－５ ，要使 ｘ２－４ ＜ε，只要５

ｘ－２ ＜ε，即 ｘ－２ ＜ε５．
由此取δ＝ｍｉｎ １，δ｛ ｝５ ．则当 ０＜ ｘ－２ ＜δ 时，就有

ｘ２－４ ＜ε成立．故ｌｉｍ
ｘ→２
ｘ２＝４．

【题目２】　用定义证明ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
１＋ｘ＝０．

【错误解法】　对任意给定的ε＞０（不妨令ε＜１），要使 ｘ
１＋ｘ－０ ＝

ｘ
１＋ｘ ＜ε成立，只

要 ｘ ＜ε１＋ｘ 成立，又因ε１＋ｘ ≤ε＋εｘ ，故只要 ｘ ＜ε＋εｘ 成立，即 ｘ ＜ ε
１－ε

，

由此取δ＝ ε
１－ε

，则当０＜ ｘ ＜δ时，就有 ｘ
１＋ｘ－０ ＜ε

成立，故ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
１＋ｘ＝０．

【错解评析】　上述证法犯了逻辑推理上的错误，因为ε１＋ｘ ≤ε＋εｘ ，故 ｘ ＜ε＋ε
ｘ 时，不能逆推出 ｘ ＜ε１＋ｘ 成立．

１第一部分　典型错误与评析



【正确解法】　对任意给定的ε＞０，由于ｘ→０，不妨限制 ｘ ＜１２
，则 １＋ｘ ＞１２．

于是

ｘ
１＋ｘ－０ ＝

ｘ
１＋ｘ ＜２ｘ ．

要使
ｘ
１＋ｘ－０ ＜ε

，只需２ｘ ＜ε，即 ｘ ＜ε２
，由此取δ＝ｍｉｎ １２

，ε｛ ｝２ ，则当０＜ ｘ ＜δ

时，就有 ｘ
１＋ｘ－０ ＜ε

成立．故ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
１＋ｘ＝０．

【题目３】　用定义证明ｌｉｍ
ｘ→０

１＋２ｘ
ｘ ＝∞．

【错误解法】　对任意给定的Ｍ＞０，要使 １＋２ｘｘ ＞Ｍ 成立，由于 １＋２ｘｘ ＝ １
ｘ＋２ ≤

１
ｘ ＋２，故只要 １ｘ ＋２＞Ｍ 成立，即 ｘ ＜ １

Ｍ－２．
故取δ＝ １

Ｍ－２
，则当０＜ ｘ ＜δ时，就有

１＋２ｘ
ｘ ＞Ｍ 成立．此即ｌｉｍ

ｘ→０

１＋２ｘ
ｘ ＝∞．

【错解评析】　上述证法犯了逻辑推理上的错误．因为 １＋２ｘｘ ＝ １
ｘ＋２ ≤

１
ｘ ＋２，故

当 １
ｘ ＋２＞Ｍ 成立时，不能逆推出 １＋２ｘｘ ＞Ｍ 成立．

【正确解法】　对任意给定的Ｍ＞０，要使 １＋２ｘｘ ＞Ｍ 成立，由于 １＋２ｘｘ ＝ １
ｘ＋２ ≥

１
ｘ －２，故只要 １ｘ －２＞Ｍ 成立，即 ｘ ＜ １

Ｍ＋２
，因此取δ＝ １

Ｍ＋２
，则当０＜ ｘ ＜δ时，

就有
１＋２ｘ
ｘ ＞Ｍ 成立．此即ｌｉｍ

ｘ→０

１＋２ｘ
ｘ ＝∞．

【题目４】　求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２
＋２
ｎ２
＋…＋ｎ

ｎ（ ）２ ．
【错误解法】　ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ２
＋２
ｎ２
＋…＋ｎ

ｎ（ ）２ ＝ｌｉｍｎ→∞１ｎ２＋ｌｉｍｎ→∞２ｎ２＋…＋ｌｉｍｎ→∞ｎｎ２．
＝０＋０＋…＋０＝０．

【错解评析】　本题由于忽视了极限运算法则是针对有限项和才可使用这一前提条件，所
以造成了计算上的错误．事实上，本题中的求和项数是随着ｎ的增大而增加的，不是有限项，
因此直接应用求极限的加法运算是错误的．

【正确解法】　应首先考虑将表达式求和，然后再利用极限的四则运算法则求其值．

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２
＋２
ｎ２
＋…＋ｎ

ｎ（ ）２ ＝ｌｉｍｎ→∞１＋２＋…＋ｎｎ２
＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
２ｎ
（ｎ＋１）

ｎ２
＝１２．

２ 高等数学思维训练与解题方法



注　（１）像本题这样求ｎ项和的极限的问题，实际上是一类求极限的重要题型．
常用的方法有：①变形求和；②利用夹逼准则；③利用定积分；④利用无穷级数；等等．
（２）类似的问题，如

ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋１（ ）ｎ
ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋１（ ）ｎ · １＋１（ ）ｎ ·⋯· １＋１（ ）［ ］ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋１（ ）ｎ ·ｌｉｍｎ→∞ １＋１（ ）ｎ ·⋯·ｌｉｍｎ→∞ １＋１（ ）ｎ
＝１·１⋯１＝１

也是由于没有注意极限法则的使用条件造成的错误，因为本题中乘积因子的个数是随着ｎ的增大而增加的，

它不是有限个因子的乘积．

其实本题是一个重要的结论：ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋１（ ）ｎ
ｎ

＝ｅ．（可应用单调有界准则证明其存在性）

【题目５】　求极限ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ２ｓｉｎ１ｘ．

【错误解法】　ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ２ｓｉｎ１ｘ＝ｌｉｍｘ→０ｘ

２·ｌｉｍ
ｘ→０
ｓｉｎ１ｘ＝０

·ｌｉｍ
ｘ→０
ｓｉｎ１ｘ＝０．

【错解评析】　此题属于极限运算法则应用上的一个典型错误．事实上，在具体应用

ｌｉｍ［ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）］＝ｌｉｍｆ（ｘ）·ｌｉｍｇ（ｘ）这一极限运算法则时，有一个重要的前提条件，那就
是ｌｉｍｆ（ｘ）及ｌｉｍｇ（ｘ）都必须存在（其他极限运算法则也有相应的条件）．在此题中，由于极

限ｌｉｍ
ｘ→０
ｓｉｎ１ｘ
不存在，所以不能用乘积的极限运算法则．

【正确解法】　由于ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ２＝０，ｓｉｎ１ｘ ≤１，即当ｘ→０时，ｘ２ｓｉｎ１ｘ

是一个无穷小与一个

有界函数的乘积，依定理它仍是无穷小．故ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ２ｓｉｎ１ｘ＝０．

【题目６】　求极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ
ｓｉｎ３ｘ

．

【错误解法】　因ｘ→０时，ｔａｎｘ～ｘ，ｓｉｎｘ～ｘ，故

ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ
ｓｉｎ３ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ｘ
ｘ３

＝０．

【错解评析】　利用等价无穷小代换法则，求两个无穷小之比的极限时，分子分母（或分
子或分母）都可用等价无穷小来代换．更进一步地说，分子或分母的乘积因子可用其等价无
穷小代换，但和或差中的项则不能冒然进行代换，否则可能导致错误．此题的解法正是犯了
这个错误，即用等价无穷小代换了分子中的第一、二项．事实上，当ｘ→０时，ｔａｎｘ～ｘ，ｓｉｎｘ
～ｘ，但ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ并不等价于ｘ－ｘ＝０（常数０是比任何无穷小都更高阶的无穷小）．可证

明，当ｘ→０时，ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ～１２ｘ
３．

【正确解法】　由ｓｉｎｘ～ｘ（ｘ→０），得
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ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ
ｓｉｎ３ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｃｏｓｘ－１

ｓｉｎ２ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２ｃｏｓｘ

．

由１－ｃｏｓｘ～１２ｘ
２（ｘ→０），得

ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ
ｓｉｎ３ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２ｃｏｓｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘ

２

ｘ２ｃｏｓｘ
＝１２．

【题目７】　求极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ２ｓｉｎ１（ ）ｘ
ｘ ．

【错误解法】　因为ｘ→０时，ｘ２ｓｉｎ１ｘ→０
，所以，ｓｉｎｘ２ｓｉｎ１（ ）ｘ ～ｘ２ｓｉｎ１ｘ

，从而

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ２ｓｉｎ１（ ）ｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ２ｓｉｎ１ｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｘｓｉｎ１ｘ＝０．

【错解评析】　上述求极限的过程中，运用了等价无穷小代换：当ｘ→０时，ｘ２ｓｉｎ１ｘ→０
，

所以，ｓｉｎ ｘ２ｓｉｎ１（ ）ｘ ～ｘ２ｓｉｎ１ｘ
；而这个结论事实上是不成立的，这是由于当ｘ→０时，

ｘ２ｓｉｎ１ｘ
能取到零值，例如当ｘｎ＝

１
ｎπ
时， １

ｎ（ ）πｓｉｎ １１
ｎπ

＝１ｎπｓｉｎｎπ＝０．
故本题不能使用等价无

穷小代换的方法来求解，而是应用夹逼准则来考虑本题．

【正确解法】　因为 ｓｉｎｘ２ｓｉｎ１（ ）ｘ ≤ ｘ２ｓｉｎ１ｘ ≤ｘ２，所以有

０＜
ｓｉｎｘ２ｓｉｎ１（ ）ｘ

ｘ ≤ ｘ
２

ｘ ＝ ｘ →０，

从而 ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ２ｓｉｎ１（ ）ｘ
ｘ ＝０．

【题目８】　讨论函数ｆ（ｘ）＝
２
１
ｘ－１
２
１
ｘ＋１

， ｘ≠０

１， ｘ

烅

烄

烆 ＝０

在ｘ＝０点的连续性．

【错误解法】　由于ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

２
１
ｘ－１
２
１
ｘ＋１

＝ｌｉｍ
ｔ→∞

２ｔ－１
２ｔ＋１

＝ｌｉｍ
ｔ→∞

２ｔｌｎ２
２ｔｌｎ２

＝１，而ｆ（０）＝１，所以函

数ｆ（ｘ）在ｘ＝０点处连续．
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【错解评析】　此题解法的错误在于忽视了极限定义中ｘ→ｘ０ 的方式的任意性，即ｘ→０

应该包括ｘ→０－和ｘ→０＋．因此，本题中ｔ＝１ｘ
趋于无穷大应包括ｔ→－∞和ｔ→＋∞．

【正确解法】　注意到 ｌｉｍ
ｔ→－∞

２ｔ＝０，ｌｉｍ
ｔ→＋∞

２ｔ＝＋∞，所以

ｌｉｍ
ｔ→０

－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０
－

２
１
ｘ－１
２
１
ｘ＋１

＝ｌｉｍ
ｔ→－∞

２ｔ－１
２ｔ＋１

＝－１，

ｌｉｍ
ｔ→０

＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０
＋

２
１
ｘ－１
２
１
ｘ＋１

＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞

２ｔ－１
２ｔ＋１

＝１．

可见ｆ（ｘ）在ｘ＝０点的极限ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）不存在，因此函数在ｘ＝０点不连续．

【题目９】　设ｆ（ｘ）＝ｘ
２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１，求极限ｌｉｍ

ｘ→１
ｆ（ｘ）．

【错误解法】　ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１＝ｌｉｍ

ｘ→１
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ［ ］－１ ＝２·ｌｉｍ

ｘ→１
ｅ

１
ｘ－１＝２·∞＝∞．

【错解评析】　此题解法的错误与题目８相同，即在求极限ｘ→１的过程中，没有考虑

ｘ→１－ 和ｘ→１＋．因此，得到了错误的结论．

【正确解法】　由于 ｌｉｍ
ｘ→１

－

ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１＝ｌｉｍ

ｘ→１
－
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ［ ］－１ ＝２·ｌｉｍ

ｘ→１
－
ｅ

１
ｘ－１＝２·０＝０，

ｌｉｍ
ｘ→１

＋

ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１＝ｌｉｍ

ｘ→１
＋
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ［ ］－１ ＝２·ｌｉｍ

ｘ→１
＋
ｅ

１
ｘ－１＝２·∞＝∞，

所以，ｌｉｍ
ｘ→１
ｆ（ｘ）不存在．

注　题目８，题目９提示我们，求极限ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）时，有时需要注意观察当ｘ→ｘ－０ 和ｘ→ｘ＋０ 时函数ｆ（ｘ）

的变化趋势，若趋势不相同，则应先考虑求左右极限ｆ（ｘ－０ ）和ｆ（ｘ＋０ ）．例如，对于函数

ｆ（ｘ）＝
ａｒｃｔａｎ１ｘ

， ｘ≠０

π
２
， ｘ＝０

烅
烄

烆 ，

在求ｘ＝０点的极限ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）时，就需要从计算ｆ（０－）和ｆ（０＋）入手．

二、一元函数的导数

【题目１０】　设ｆ（ｘ）＝
ｘｅｘ－１， ｘ＜０
ｓｉｎｘ－１， ｘ≥
烅
烄

烆 ０
，求ｆ′（ｘ）．

【错误解法】　当ｘ＜０时，ｆ′（ｘ）＝（ｘｅｘ－１）′＝（１＋ｘ）ｅｘ；当ｘ＞０时，ｆ′（ｘ）＝
（ｓｉｎｘ－１）′＝ｃｏｓｘ；当ｘ＝０时，由于ｆ（０）＝－１，所以ｆ′（０）＝（－１）′＝０，从而
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ｆ′（ｘ）＝

（１＋ｘ）ｅｘ， ｘ＜０
０， ｘ＝０
ｃｏｓｘ， ｘ＞０

烅
烄

烆 ．
【错解评析】　在上述解法中，求函数在ｘ＝０点导数的做法是犯了概念性错误．其原因

在于没有正确理解函数在某一点的导数定义．事实上，由

ｆ′（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

可以看出，函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝ｘ０的导数ｆ′（ｘ０），不仅依赖于函数在点ｘ０ 的值ｆ（ｘ０），而且
还依赖于函数在该点足够小邻域（左右两侧）的值．它反映了函数在该点邻近函数值的某种变
化状态，是一种所谓函数在一点的“局部（包括该点及其附近点）的性质”，并非仅是反映函数
在“一点”的性质．上述解法正是犯了导数ｆ′（０）仅与函数在ｘ＝０的值有关这一片面性错误．

【正确解法】　当ｘ＜０时，ｆ′（ｘ）＝（ｘｅｘ－１）′＝（１＋ｘ）ｅｘ；当ｘ＞０时，ｆ′（ｘ）＝
（ｓｉｎｘ－１）′＝ｃｏｓｘ；当ｘ＝０时，利用导数定义计算ｆ′（０）．由于

ｆ－′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
－

ｘｅｘ

ｘ ＝１，

ｆ＋′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
＋

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１，

所以ｆ′（０）＝１．从而

ｆ′（ｘ）＝
（１＋ｘ）ｅｘ， ｘ≤０
ｃｏｓｘ， ｘ＞０

烅
烄

烆 ．
注　求分段函数在分段点的导数是一类比较重要的求导练习，通过它可以加深对导数定义的理解．解

决此类问题的基本思想是：

（１）函数在分段点两侧由同一式子定义，而在分段点的函数值单独定义，这时需要依导数定义求极限．
（２）函数在分段点两侧由不同式子定义，这里需要从单侧导数入手．先分别求出左右导数，若二者相

等，即求出导数；若二者不等，则函数在该点不可导．

【题目１１】　设ｆ（ｘ）＝

ｘ２

２ｅ
， ｘ≤槡ｅ

ｌｎｘ－１２
， ｘ＞槡

烅

烄

烆 ｅ
，求ｆ′（ｅ）．

【错误解法】　当ｘ≤槡ｅ时，ｆ′（ｘ）＝ ｘ
２（ ）２ｅ′＝ｘｅ，故ｆ－′（槡ｅ）＝ｌｉｍｘ→ 槡ｅ－

ｘ
ｅ＝

１
槡ｅ
；

当ｘ＞槡ｅ时，ｆ′（ｘ）＝ ｌｎｘ－（ ）１２ ′＝１ｘ，故ｆ＋′（槡ｅ）＝ｌｉｍｘ→ 槡ｅ＋

１
ｘ＝

１
槡ｅ
．

于是得到ｆ′（槡ｅ）＝１
槡ｅ
．

【错解评析】　在上述解法中有两个方面的错误．其一对分段函数在分段点处讨论可导性
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时，没有先考虑其连续性；其二是把导函数ｆ′（ｘ）在点ｘ 槡＝ ｅ处的左右极限ｆ′（槡ｅ
－
）和

ｆ′（槡ｅ
＋
）当成了函数ｆ（ｘ）在点ｘ 槡＝ ｅ处的左右导数ｆ－′（槡ｅ）和ｆ＋′（槡ｅ），即错误地认为

ｆ′（槡ｅ
－
）＝ｆ－′（槡ｅ）和ｆ′（槡ｅ

＋
）＝ｆ＋′（槡ｅ）；实际上这是两个不同的概念：ｆ′（槡ｅ

－
）＝

ｌｉｍ
ｘ→ 槡ｅ－

ｆ′（ｘ），而ｆ－′（槡ｅ）＝ｌｉｍ
ｘ→ 槡ｅ－

ｆ（ｘ）－ｆ（槡ｅ）
ｘ 槡－ｅ

，对此不难举出例子，函数ｆ（ｘ）在ｘ０ 点是可

导的，但ｆ′（ｘ０）≠ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ′（ｘ）．例如函数

ｆ（ｘ）＝
ｘ２ｓｉｎ１ｘ

， ｘ＜０

ｘ２， ｘ≥
烅
烄

烆 ０
在点ｘ＝０是可导的：ｆ－′（０）＝ｆ＋′（０）＝ｆ′（０）＝０，但导函数

ｆ′（ｘ）＝
２ｘｓｉｎ１ｘ－ｃｏｓ

１
ｘ
， ｘ＜０

０， ｘ＝０
２ｘ， ｘ＞

烅

烄

烆 ０

在点ｘ＝０左右极限ｆ′（０－）＝ｌｉｍ
ｘ→－０

２ｘｓｉｎ１ｘ－ｃｏｓ
１（ ）ｘ 不存在，因而ｆ－′（０）≠ｆ′（０－）．

【正确解法】　先考察函数ｆ（ｘ）在ｘ 槡＝ｅ处的连续性．由于

ｆ（槡ｅ
－
）＝ｌｉｍ

ｘ→ 槡ｅ－
ｘ２

２ｅ＝
１
２
，　　　

ｆ（槡ｅ
＋
）＝ｌｉｍ

ｘ→ 槡ｅ＋
ｌｎｘ－（ ）１２ ＝０，

所以ｆ（槡ｅ
－
）≠ｆ（槡ｅ

＋
），即极限ｌｉｍ

ｘ→ 槡ｅ
ｆ（ｘ）不存在，因此函数在ｆ（ｘ）在ｘ 槡＝ ｅ处不连续，当然

就谈不上可导．
注　本题目告诉我们，尽管ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ′（ｘ）存在，但函数仍然在点ｘ０ 不可导．总之，我们应该分清这样几个

概念：

（１）函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 可导，是指ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

存在，或者说是指

ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

．

（２）极限 ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ′（ｘ）和 ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ′（ｘ）或ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ′（ｘ）分别是指导函数ｆ′（ｘ）在点ｘ０ 的左极限、右极限和极

限．
（３）当导函数ｆ′（ｘ）在点ｘ０ 连续时，才有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ′（ｘ）；
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而当导函数ｆ′（ｘ）在点ｘ０ 左连续时，才有

ｆ－′（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ－０ ）；

当导函数ｆ′（ｘ）在点ｘ０ 右连续时，才有

ｆ＋′（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ＋０ ）．

【题目１２】　设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程

ｘ３＋ｙ３＋（ｘ＋１）ｃｏｓ（πｙ）＋９＝０
确定，求该函数在点ｘ＝－１处的导数．

【错误解法】　令

ｙ＝ｘ３＋ｙ３＋（ｘ＋１）ｃｏｓ（πｙ）＋９， （１）
两边对ｘ求导，得

ｄｙ
ｄｘ＝３ｘ

２＋３ｙ２ｄｙｄｘ＋ｃｏｓ
（πｙ）－π（ｘ＋１）ｓｉｎ（πｙ）ｄｙｄｘ．

整理得 ｄｙ
ｄｘ＝

３ｘ２＋ｃｏｓ（πｙ）
１－３ｙ２＋π（ｘ＋１）ｓｉｎ（πｙ）

．

所以 ｄｙ
ｄｘ ｘ＝－１

＝３＋ｃｏｓ
（πｙ）

１－３ｙ２
．

【错解评析】　在上述解法中有两个方面的错误：其一是令ｙ＝ｘ３＋ｙ３＋（ｘ＋１）ｃｏｓ（πｙ）

＋９，这完全是由于没有理解隐函数概念所产生的错误．实际上，由方程（１）确定的函数与题

中所给的方程确定的函数ｙ＝ｙ（ｘ）是不同的，当然所求结果也谈不上正确．其二是计算ｄｙｄｘ
在

ｘ＝－１点的值时，没有将与ｘ＝－１相对应的ｙ值ｙ（－１）＝－２代入ｄｙｄｘ
的表达式中．因为函

数ｙ＝ｙ（ｘ）是由题中所给方程确定的隐函数，而不是两个相互独立的变量．所以当ｘ＝－１
时，对应的ｙ值ｙ（－１）应由方程

（－１）３＋［ｙ（－１）］３＋（－１＋１）ｃｏｓ（πｙ（－１））＋９＝０
求得，即［ｙ（－１）］３＝－８，或ｙ（－１）＝－２．

【正确解法】　在给定方程两边对ｘ求导，得

３ｘ２＋３ｙ２ｄｙｄｘ＋ｃｏｓ
（πｙ）－π（ｘ＋１）ｓｉｎ（πｙ）ｄｙｄｘ＝０．

整理得 ｄｙ
ｄｘ＝

３ｘ２＋ｃｏｓ（πｙ）
π（ｘ＋１）ｓｉｎ（πｙ）－３ｙ２

．

当ｘ＝－１时ｙ＝－２，所以

ｄｙ
ｄｘ ｘ＝－１

＝ ３·（－１）２＋ｃｏｓ（－２π）
π（－１＋１）ｓｉｎ（－２π）－３·（－２）２

＝－１３．
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【题目１３】　设
ｘ＝ｌｎ（１＋ｔ２）

ｙ＝ｔ－ａｒｃｔａｎ｛ ｔ
，求ｄ

２ｙ
ｄｘ２
．

【错误解法１】　因为

ｄｙ
ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ

＝
１－ １
１＋ｔ２

２ｔ
１＋ｔ２

＝ｔ２
，

所以 ｄ２ｙ
ｄｘ２
＝ｄｄｔ

ｔ（ ）２ ＝１２．

【错误解法２】　

ｄ２ｙ
ｄｘ２
＝

ｄ２ｙ
ｄｔ２

ｄ２ｘ
ｄｔ２

＝

２ｔ
（１＋ｔ２）２

２（１－ｔ２）
（１＋ｔ２）２

＝ ｔ
１－ｔ２

．

【错解评析】　解法１的错误在于将ｙ对ｘ 的二阶导数ｄ
２ｙ
ｄｘ２
理解为一阶导数ｄｙ

ｄｘ
对ｔ的导

数，即错误地理解为ｄ
２ｙ
ｄｘ２

＝ｄｄｔ
ｄｙ
ｄ（ ）ｘ ．事实上，如果我们设由参数方程

ｘ＝φ（ｔ）

ｙ＝ψ（ｔ｛ ）
确定函数

ｙ＝ｙ（ｘ），则ｙ对ｘ的一阶导数

ｄｙ
ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ

＝ψ
′（ｔ）

φ′（ｔ）

是ｔ的函数，而二阶导数ｄ
２ｙ
ｄｘ２
是对自变量ｘ求的，因此应该为

ｄ２ｙ
ｄｘ２
＝ｄｄｘ

ｄｙ
ｄ（ ）ｘ ＝ｄｄｘ

ψ′（ｔ）

φ′（ｔ
（ ））．

这里应把ｔ当成中间变量，即当成ｘ的函数（ｘ＝φ（ｔ）的反函数），于是

ｄ
ｄｘ
ψ′（ｔ）

φ′（ｔ
（ ））＝ｄｄｔψ′（ｔ）φ′（ｔ

（ ））·ｄｔｄｘ＝ｄｄｔψ′（ｔ）φ′（ｔ
（ ））· １ｄｘ

ｄｔ

　　　　

＝ ψ
′（ｔ）

φ′（ｔ
（ ））′· １

φ′（ｔ）
＝ψ
″（ｔ）φ′（ｔ）－ψ′（ｔ）φ″（ｔ）

φ′
３（ｔ）

．

这个二阶导数并不是一阶导数 ψ′
（ｔ）

φ′（ｔ
（ ））对ｔ再求一次导数的结果．

解法２则是盲目地将ｄ
２ｙ
ｄｘ２
理解为ｄ

２ｙ
ｄｔ２
与ｄ

２ｘ
ｄｔ２
之商（可能受到ｄｙ

ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ

的影响）．而由
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ｄ２ｙ
ｄｘ２
＝ψ
″（ｔ）φ′（ｔ）－ψ′（ｔ）φ″（ｔ）

φ′
３（ｔ）

便知ｄ
２ｙ
ｄｘ２≠

ｄ２ｙ
ｄｔ２

ｄ２ｘ
ｄｔ２

，因此解法２是错误的．

【正确解法１】　因为

ｄｙ
ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ

＝
１－ １
１＋ｔ２

２ｔ
１＋ｔ２

＝ｔ２
，

所以 ｄ２ｙ
ｄｘ２
＝ｄｄｘ

ｄｙ
ｄ（ ）ｘ ＝ｄｄｘ

ｔ（ ）２ ＝ｄｄｔ
ｔ（ ）２ ·ｄｔ

ｄｘ

＝ｄｄｔ
ｔ（ ）２ · １

ｄｘ
ｄｔ

＝１２
· １
２ｔ
１＋ｔ２

＝１４ｔ
（１＋ｔ２）．

【正确解法２】　利用一阶微分形式不变性求导．

ｄｘ＝ ２ｔ
１＋ｔ２

ｄｔ，ｄｙ＝ １－
１
１＋ｔ（ ）２ ｄｔ．

于是 ｄｙ
ｄｘ＝

１－ １
１＋ｔ（ ）２ ｄｔ
２ｔ
１＋ｔ２

ｄｔ
＝ｔ２

，ｄｄｙｄ（ ）ｘ ＝１２ｄｔ
，

ｄ２ｙ
ｄｘ２
＝
ｄｄｙｄ（ ）ｘ
ｄｘ ＝

１
２ｄｔ

２ｔ
１＋ｔ２

ｄｔ
＝１４ｔ

（１＋ｔ２）．

注　求三阶乃至更高阶导数，同样都需要注意本题所出现的问题．

三、函数极限的洛必达法则及函数的性质

【题目１４】　求极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２ｓｉｎ１ｘ
ｓｉｎｘ ．

【错误解法】　因当ｘ→０时，
ｘ２ｓｉｎ１ｘ
ｓｉｎｘ
是０
０
型未定式，所以，由洛必达法则得
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