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前 言

高等数学!或称大学数学"是所有高等学校一年级大学生通修的基础课#江苏
省普通高等学校非理科专业高等数学竞赛委员会每两年组织一次全省性的高校非

理科专业高等数学竞赛!仅第一届和第二届间隔三年"#参赛学校有东南大学#南京
航空航天大学#河海大学#南京理工大学#南京邮电大学#南京工业大学#解放军理
工大学#南京农业大学#南京林业大学#南京财经大学#南京审计学院#南京工程学
院#扬州大学#苏州大学#江苏大学#江南大学#中国矿业大学#南通大学#三江学院#
晓庄学院$各重点高校的二级学院$各类职业技术学院#技术师范学院$各地方工学
院#职业大学#高等专科学院等共-’所$参赛考生在’((/年达..((多人$涉及本
科一级#二级#三级#民办本科以及专科等类别#南京大学不参加全省的高等数学竞
赛$校教务处曾组织过多次全校性的大学数学竞赛#
高等数学竞赛的宗旨是贯彻教育部关于本科要注重素质教育的指示$加强普

通高校的数学教学工作$推动高等数学的教学改革$提高教学质量#高等数学竞赛
能激励大学生们学习高等数学的兴趣$活跃思想$它要求学生比较系统地理解数学
的基本概念和基本理论$掌握数学的基本方法$并具有抽象思维能力#逻辑推理能
力#空间抽象能力和综合运用所学知识分析问题和解决问题的能力#
本书汇集了江苏省普通高校非理科专业自!""!年以来共八届高等数学竞赛

试题#南京大学历年大学数学竞赛试题和莫斯科大学等国外高校大学生高等数学
竞赛试题$逐题详细解析$并对重要题目进行深入分析研究$总结解题方法和技巧#
这些竞赛试题中既含基本题$它们有益于基本技能的练习%又含很多具有较高水平
和较大难度的试题$它们构思绝妙$方法灵活$技巧性强#编者希望通过对它们的解
析$能指导大学生求解竞赛试题$并做到举一反三$触类旁通$提高高等数学学习水
平%对于复习准备全国硕士研究生入学考试的大学生$本书也能助你一臂之力$大
大提升你的应试能力#本书最后一篇是思考题#
本书在编写和出版过程中$得到南京大学姚天行教授#许绍溥教授#姜东平教
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第 一 篇

江苏省普通高等学校非理科专业

历届高等数学竞赛试题与解析



第一届!$%%$年"竞赛试题与解析

第一届本科竞赛试题

一#填空题"每小题.分#共.(分$

$!函数"#789$%789$% 其中%$%" &( )’ 的反函数为!!!!!
!!当$#(时"2$&0789$’789$:;7$与$(为同阶无穷小"则(# !!!!!
)!在$#!时有极大值/"在$#2时有极小值’的最低幂次多项式的表达式
是!!!!!

&!设)($)# <
(

<$(
(!&$*)("其中*"(为正整数"则)(!)# !!!!!

*!$
&
’

&&’

($’:;7($’))789$<$# !!!!!

’!函数+($)#=9(!&$&’$’)关于$的幂级数展开式为!!!!"该幂级
数的收敛域为!!!!!

#!已知微分方程",#"$ ’!
$( )" 有特解"# $

=9%$%
"则!($)# !!!!!

(!直线
$#’-"

"#, !
绕-轴旋转"得到的旋转面的方程为!!!!!

%!已知!为单位向量"!’2"垂直于-!&.""!&0"垂直于-!&’""则向量!
与"的夹角为!!!!!
$"!曲线.为$’’"’’-’ #/’ 与$’-#/的交线"从原点看去.的方向

为顺时针方向"则$.
"<$’-<"’$<-# !!!!!

二#"-分$已知数列,(0(-收敛"%
>

(#’
((0(&0(&!)也收敛"求证&%

>

(#!
0( 收敛!

三#"-分$一向上凸的光滑曲线连接了1(("()"2(!"0)两点"而)($"")为

曲线上任一点"已知曲线与线段1) 所围区域的面积为$
0
2"求该曲线的方程!

四#"!’分$求由曲面$’’"’#3-"$’&"’#40’"$"#45’和-#(围成
区域的体积(其中0"5"3为正实数)!
五#"!’分$一点先向正东移动04"然后左拐弯移动064(其中(&6&!)"

如此不断重复左拐弯"使得后一段移动距离为前一段的6倍"这样该点有一极限位

*#*第一届!!""!年"竞赛试题与解析



置"试问该极限位置与原出发点相距多少米.
六#"!’分$已知+($)在/("’0上二次连续可微"+(!)#("证明&

$
’

(
+($)<$ " !27

其中7 # 4?@
$’/("’0

+8($)!

第一届本科竞赛试题解析

一#填空题

$!解析 当("$" &’
时""#789’$"789$#槡" (("""!)"所以$#

?A:789槡" (("""!)#当&&’"$"(时"#&789
’$(&!"""()"所以789’$#

&""789$#& &槡 ""$#?A:789 & &槡( )" #&?A:789 &槡( )" (&!"""()!
于是所求反函数为

"#
?A:789槡$" ("$"!#

&?A:789 &槡( )$ " &!"$"
(
)

* (

注 若利用公式789’$#!&:;7’$’
"类似的分析可得所求反函数为

"#

!
’?A::;7

(!&’$)" ("$"!#

&!’?A::;7
(!’’$)" &!"$"

(

)

*
(

!!解析 因$#(时"应用马克劳林公式"有

789$#$&!21$
2’!.1$

.’9($.)

#$&!/$
2’ !
!’($

.’9($.)

789$*:;7$# !’789
(’$)

#$&’2$
2’’!.$

.’9($.)

于是

2$&0789$’789$*:;7$# !!($
.’9($.)

*$* 高等数学竞赛题解析



即$#(时"原式为.阶无穷小"故(#.!
)!解析 因$#!"$#2时"取极值"所以",在$#!与$#2处等于(!故
令",#0($&!)($&2)"积分得

"#0$($’&0$’2)<$#0 !
2$

2&’$’’2( )$ ’.
因"(!)#/""(2)#’"代入可求得0#2".#’"故所求最低幂次的多项式为

"#$2&/$’’"$’’

&!解析 因为

(!&$*)( # (!&$)(*(!’$’$’’’’$*&!)(

令:($)#(!&$)(";($)#(!’$’’’$*&!)("应用莱布尼兹公式"因:(!)#
:,(!)# ’ #:

((&!)(!)#(":
(()(!)# (&!)((1"所以

)(!)#;
(()(!):(!)’(;

((&!)(!):,(!)’’’;(!):
(()(!)

#(’(’’’(’*((&!)((1 # (&!)(*(*(1

*!解析 因为$789$为偶函数":;7($’)789$为奇函数"应用奇!偶函数在对称
区间上定积分的性质"知

原式#’$
&
’

(
$789$<$#&’$

&
’

(
$<:;7$

#&’($:;7$&789$)
&
’

(
#’

’!解析 因为=9(!&:)#&%
>

(#!

!
(:

("&!":&!"所以

=9(!&$&’$’)#=9(!’$)’=9(!&’$)

#%
>

(#!

(&!)(’!

( $(&%
>

(#!

!
(
(’$)(

#%
>

(#!

(&!)(’!&’(
( $(

收敛域为&!&$"!与&!"’$&!的交集"即 &
!
’
"/ )!’ !

#!解析 因",#=9%$%&!(=9%$%)’
"代入微分方程得

=9%$%&!
(=9%$%)’ #

!
=9%$%’!

(=9%$%)

*%*第一届!!""!年"竞赛试题与解析
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令=9%$%#<"得!(<)#
<&!
<’ &!< #

<&!&<
<’ #&!<’

"故

!($)#&
!
$’

(!解析 在所求曲面上任取点)($"""-)"过点)作平面垂直于-轴"该平
面与直线交于点=($(""("-)"与-轴交于点7(("("-)"则%)7%’#%=7%’"

即$’’"’ #$’(’"’("由于
$( #’-"

"( #!, "
所以所求旋转曲面的方程为

$’’"’&0-’ #!

%!解析 !为单位向量"故%!%#!!因两向量垂直的充要条件是它们的数量
积为("所以

(!’2")*(-!&.")#-%!%’’!/!*"&!.%"%’ #("
(!&0")*(-!&’")#-%!%’&2(!*"’)%"%’ #, (

即

!/!*"&!.%"%’ #&-"

2(!*"&)%"%’ #, -

由此可解得!*"# !’
"%"%’ #!"于是

2!""3#?A::;7 !*"
%!%%"%#

?A::;7!’ #
&
2

$"!解析 记" &$’-#/ ($’’"’’-’ "/’)"取上侧")#""=#-"
/#$"应用斯托克斯公式"有

!! 原式#+
"

#/
#"&

#=
#( )- <"<-’ #)

#-&
#/
#( )$ <-<$’ #=

#$&
#)
#( )" <$<"

#&+
"

<"<-’<-<$’<$<"

#&+
"

!
槡’
’(’!

槡( )’ <>
#&槡’+

"

<>#&槡’& 槡’’( )/ ’

#&槡’’&/
’! 圆" 的半径为槡’’( )/

二#解析 因为级数的部分和

*&* 高等数学竞赛题解析



%
(’!

?#’
?(0?&0?&!)#%

(’!

?#’
?0?&%

(’!

?#’
?0?&!

#%
(’!

?#’
?0?&%

(

?#!

(?’!)0?

# ((’!)0(’!&0!&%
(

?#!
0?

所以

%
(

?#!
0? # ((’!)0(’!&0!&%

(’!

?#’
?(0?&0?&!)

因为数列,(0(-收敛"所以((’!)0(’!#2 ((# >)#因为级数%
>

(#’
((0(&0(&!)收

敛"所以其部分和%
(’!

?#’
?(0?&0?&!)#@ ((# >)!这里2"@均为常数"故

%
>

(#!
0( #2&0!&@

故级数%
>

(#!
0( 收敛!

三#解析 设所求曲线为"#"($)"由题意可得

$
$

(
"($)<$&!’$"

($)#$
0
2"!("$"!

两边对$求导得微分方程

",&!$"#&
)
2$

&’2"!(&$"!

且"(()#("此为一阶线性方程"其通解为

"#$ .&)2$$&
.
2<( )$ #.$’0$

!
2

由于"(!)#0"代入上式可得.#("于是所求曲线为"#0
2
槡$!

四#解析 题中/个曲面关于"-平面对称"关于-$平面也对称""-平面与-$平
面将该区域分为0块等体积区域"将第一卦限的一块投影到

$"平面上得区域A!其中区域12@1记为A!",21@#$#区

域1@.1记为A’",21.记为%(如图所示)!
42@"4@."4.B的

极坐标分别为

&
’
! # 0’
:;7’’

"&
’
’ # ’5’
789’’

"&
’
2 # &0

’

:;7’’

*’*第一届!!""!年"竞赛试题与解析



因此立体区域的体积为

!!!C #0+
A

!
3
($’’"’)<$<"#0$

&
’

(
<’$

&(’)

(

!
3&

2<&

# 03$
$

(
<’$

&!(’)

(
&
2<&’

0
3$

%

$
<’$

&’(’)

(
&
2<&’

0
3$

&
’

%
<’$

&2(’)

(
&
2<&

# !3$
$

(

00

:;7’’’
<’’!3$

%

$

050

789’’’
<’’!3$

&
’

%

00

:;7’’’
<’

#0
0

’3B?9’$&
’50

3:;B’’
%

$
’0

0

’3B?9’’
&
’

%

由于&!($)#&’($)"&’(%)#&2(%)"所以

B?9’$#’5
’

0’
"B?9’%#&

’5’
0’

于是
C #0

’5’
3 &’5

0

3 &0
’

’5’&
0’
’5( )’ ’00’3(’’5

’

0( )’
# 030

’5’

五#解析 设出发点为坐标原点1(("()"移动(次到达点($(""()!根据移动
规则得$! #0"$’ #0"$2 #0&06’"$0#0&06’"$.#0&06’’060"$/#
$."$- #0&06’’060&06/"$) #$-"’"归纳得

$’(&! #0&06
’’060&’’(&!)

(&!06
’((&!)"!$’( #$’(&!

于是
=84
(#>
$’(&! #=84(#>$’( #

0
!’6’

同样根据移动规则得"! #(""’ #06""2 #"’""0 #06&062"". #"0"

"/ #06&062’06.""- #"/"’"归纳得

"’( #06&06
2’’’(&!)(&!06

’(&!"!"’(’! #"’(

于是
=84
(#>
"’( #=84(#>"’(’! #

06
!’6’

故极限位置为 0
!’6’

" 06
!’6( )’ "它与原点的距离为

D# 0
!’6( )’ ’

’ 06
!’6( )’槡

’

# 0
!’6槡 ’
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六#解析 +($)在$#!的一阶泰勒公式为

+($)#+(!)’+,(!)($&!)’!’1+8
(()($&!)

’

其中$’ /("’0"(介于$与!之间!上式两边积分得

!!$
’

(
+($)<$#+,(!)$

’

(
($&!)<$’!’$

’

(
+8(()($&!)

’<$

#+,(!)!’
($&!)’

’

(
’!’$

’

(
+8(()($&!)

’<$

# !’$
’

(
+8(()($&!)

’<$

故

$
’

(
+($)<$ " !’$

’

(
%+8(()%($&!)

’<$"7’$
’

(
($&!)’<$

#7’
*!
2
($&!)2

’

( #
!
27

第一届专科竞赛试题

一#填空题"每小题.分#共0(分$

$!函数"#789$%789$% 其中%$%" &( )’ 的反函数为!!!!!
!!已知*"(为正整数"则=84

$#&

789*$
789($ # !!!!!

)!已知$"%为常数"+($)可导"=84
’$#(

+($’$’$)&+($&%’$)
’$ #!!!!!

&!当$#(时"C$’=9(!&$)&!与$( 是同阶无穷小"则(# !!!!!
*!在$#!时有极大值/"在$#2时有极小值’的最低幂次多项式的表达式
是!!!!!

’!$
!

&!
$(!’$!""!)(C$&C&$)<$# !!!!!

#!已知微分方程",#"$ ’!
$( )" 有特解"# $

=9%$%
"则!($)# !!!!!

(!设)($)"=($)"+($)都是连续函数"已知"8’)($)",’=($)"#+($)
有三个特解$"C$"C&$"则此微分方程的通解为!!!!!

二#")分$判别级数%
>

(#!

(&!)(’!
((1)’
(’()1
的敛散性(包括发散"条件收敛和绝对

收敛)!

*)*第一届!!""!年"竞赛试题与解析



三#")分$设$!#!"$(’!’ !&$槡 ( #("试证明数列,$(-收敛"并求=84
(#>
$(!

四#")分$求一连接1(("()"2(!"!)两点的向上凸的连续曲线"使其上任
一点)($"")到1的直线1) 与该曲线所围区域的面积为$2!
五#"!’分$设+($)在/("’>)上有定义"在(("’>)内可导"E($)在

(&>"’>)内有定义且可导"E(()#!"又当$-(时

+($)’E($)#2$’’
+,($)&E,($)#!

+,(’$)&E,(&’$)#&!’$’’!

求+($)与E($)的表达式!
六#"!’分$设+($)为/("’>)上单调减少的连续函数"试证明&

$
$

(
($’&2<’)+(<)<<.(

七#"!’分$设0!"0’"’"0( 为常数"且

%
(

?#!
0?789?$ "%789$%

%
(

F#!
0(&F’!789F$ "%789$%

试证明&

%
(

?#!
0? "

’
(’!

第一届专科竞赛试题解析

一#填空题

$!解析 (同第一届本科级试题一的第!题"这里从略)

!!解析 令$&&#<"则

!!!!!=84
$#&

789*$
789($ #=84<#(

789*(&’<)
789((&’<)

#=84
<#(

789*&:;7*<’:;7*&789*<
789(&:;7(<’:;7(&789(<

#=84
<#(

(&!)*789*<
(&!)(789(<

#=84
<#(

(&!)**<
(&!)((< #

(&!)*&(*(

**!* 高等数学竞赛题解析



)!解析 应用导数的定义"有

!!=84
’$#(

+($’$’$)&+($&%’$)
’$

!!! #=84
’$#(

(+($’$’$)&+($))&(+($&%’$)&+($))
’$

!!! #$=84
’$#(

+($’$’$)&+($)
$’$ ’%=84

’$#(

+($&%’$)&+($)
&%’$

!!! #$+,($)’%+,($)# ($’%)+,($)

&!解析 应用C$"=9(!&$)的马克劳林公式"有

C$ #!’$’!’1$
’’!21$

2’9($2)

#!’$’!’$
’’!/$

2’9($2)

=9(!&$)#&$&!’$
’&!2$

2’9($2)

于是
C$’=9(!&$)&!#!’$’!’$

’’!/$
2

!&$&!’$
’&!2$

2&!’9($2)

#&!/$
2’9($2)

故原式是$的2阶无穷小"(#2!
*!解析 (同第一届本科级试题一的第2题"这里从略)

’!解析 因$(C$&C&$)为偶函数"$*$!""!(C$&C&$)为奇函数"应用奇!偶函
数在对称区间上定积分的性质得

原式#’$
!

(
$(C$&C&$)<$#’$

!

(
$<(C$’C&$)

#’$(C$’C&$)
!

(
&’$

!

(
(C$’C&$)<$

#’C’!( )C &’(C$&C&$)
!

(
# 0C

#!解析 (同第一届本科级试题一的第-题"这里从略)

(!解析 应用线性方程解的性质"令"!#$""’#C$""2#C&$"记原方程为
(!)"它所对应的齐次方程为(’)!则"’&"! #C$&$""2&"!#C&$&$是(’)的
两个解"且C$&$与C&$&$是线性无关的"所以方程(!)的通解为

"#.!(C$&$)’.’(C
&$&$)’$

*!!*第一届!!""!年"竞赛试题与解析
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