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实数与函数第 章

中学时学习的数学是初等数学 初等数学的研究对象主要是常量 而高等数学则以变量

为其主要研究对象 反映各变量之间相互依赖关系的函数是高等数学最重要的基本概念之一

高等数学中对函数的研究主要是在实数范围内进行的 本章在学习与实数有关的基本知识的

基础上 进一步介绍函数的概念 性质 初等函数和常见的经济函数

预备知识

实数及其几何表示

人类最早知道的数是正整数 全体正整数通常用 表示 由于做加法逆运

算的需要 人们又增添了零和负整数 从而将正整数扩充为一般整数 通常用 表示全体整

数 乘法的逆运算又导致了分数的产生 而分数又称为有理数 通常用 表示全体有理数 也

就是说 任何有理数都可以写成 的形式 其中 且

公元前 年 古希腊人发现等腰直角三角形的腰与斜边没有公度 从而证明了 不

是有理数 这样 人类首次知道了无理数的存在 后来人们又发现了更多的无理数 如

以及 与 等 我们知道 有理数又可以表示成有限小数或无限循环小数 因此

可以认为无理数是无限不循环小数

有理数与无理数统称为实数 通常用 表示全体实数

笛卡尔 引入了坐标的概念 把实数集合与一条直线上的点集合建立了一一对应的关系

正像中学所学过的 我们把规定了原点 方向和单位长度的直线称为数轴 引入数轴概念以

后 数轴上的任何点都可以看作一个实数 反之 实数也可以看作数轴上的一个点 所以

我们常常把实数集合 与数轴等同 把实数与数轴上的点等同 并把实数 称为点

数轴上表示有理数的点称为有理点 表示无理数的点称为无理点 有理点具有稠密性

即数轴上任意两个有理点之间一定存在无穷多个有理点 同样 无理点也具有稠密性

实数的绝对值及其基本性质

定义 设 为一实数 则 的绝对值定义为

古希腊有个毕达哥拉斯学派 他们认为任意两条直线段都有公度 亦即对于任意给定的长度分别为 与

的线段 总存在一条长度为 的线段 使得 其中 均为正整数

笛卡尔 法国数学家
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高等数学 经管类

的绝对值 在数轴上表示点 与原点 的距离 若 为任意实数 则点 与点 间的

距离可用数 或 的绝对值来表示

绝对值有以下基本性质

设 为任意实数 实数 则

的充分必要条件是

的充分必要条件是 或

这里仅证性质 和 其余性质可由定义 很容易证得 把它们留给读者作为练习

证 性质 在此仅就 来证明 由性质 有

两式对应项相加 可得

再由性质 即得

证 性质 由性质 有

因此

将上式中 与 的位置互换可得

即

从而可得

即



区间与邻域

设 且 根据变量 取值范围的不同 表 给出了各种区间的名称 符

号 意义及区间在数轴上的几何表示

表 中 实数 与 分别叫做区间的左端点和右端点 右端点与左端点的差 叫做

区间的长度 长度有限的区间叫做有限区间 长度无限的区间叫做无限区间 数轴上的实点

记号 表示该区间包含端点 空点记号 表示该区间不包含端点

今后当讨论的问题与是否包含区间端点无关 或与区间是否有限无关时 通常以 区间

或用一字母 如 区间 来表示各种区间 而并不一定仅指开区间

表

名称 符号 意义 几何表示

有

限

区

间

开区间

闭区间

半开区间

半开区间

无

限

区

间

开区间

开区间

半开区间

半开区间

开区间

邻

域

的 邻域

去心邻域

−δ δ

−δ δ

以后我们还会经常遇到一种以某点为中心的特殊的开区间 称为点的邻域 确切地说

设 且 则称满足不等式 的实数 的全体称为点 的 邻域 记作

即

其中 称为该邻域的中心 称为邻域的半径

由不等式 易知 邻域 是以 为中心 以 为长度的开区间

有时还会遇到把中心 去掉的邻域 这种邻域叫做去心邻域 确切地说 设

且 则称满足不等式 的实数 的全体称为点 的去心的 邻域 记作
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高等数学 经管类

即

易知 写成区间形式为

例如点 的 邻域就是满足不等式 的实数 的全体 即

亦即开区间 它表示点 的邻近不超过 的范围 而点 的去心的 邻

域则指满足不等式 的实数 的全体 亦即开区间

值得一提的是 邻域的半径虽然没有规定其大小 但它一般总是取很小的正数 如果无

需指明邻域的大小 则用 与 分别表示 的邻域与去心邻域

函数的概念

常量与变量

人们在观察自然现象和社会现象的过程中 经常会遇到各种不同的量 其中有的量在过

程中保持不变 只取某个固定的数值 这种量叫做常量 还有一种量在过程中不断变化 可

以取不同的数值 这种量叫做变量 比如商店在一天的营业活动中 各种商品的价格一般为

常量 而销售量 营业额和商品库存量等均为变量

一个量是常量还是变量 要辩证地看 要具体问题具体分析 例如 由于气温的变化会

引起机器上的轴热胀冷缩 当气温变化引起轴的变化不大时 如果在一般机器 比如自行车

上 通常把轴长看作常量 如果在精密仪器上 尽管轴长变化不大 但也会影响机器的精密

度 这时就应该把轴长看作变量 再如重力加速度 在地球的纬度变化不大时可看作常量

在纬度变化较大时则应看作变量

通常用字母 表示常量 用字母 表示变量

如果将变量看作是可以在一非空数集中任意取值的量 则常量可看作是在单元素集合中

取值的变量 从这个意义上讲 常量可以看作变量的特例

函数的定义

在研究同一事物或现象的过程中 涉及的变量往往不止一个 这几个变量并不是孤立地

变化 而是彼此联系并遵循着一定的变化规律 这种变量之间的相互依赖关系就是数学上要

讨论的函数关系

例 圆的面积 与半径 有着确定的依赖关系 即对于 内任意一个确

定的值 即半径 按照把半径平方再乘以 的运算方法 便确定了相应的圆的面积

例 某化肥厂生产某种化肥 每吨售价 元 如果一次销售量不超过

则按此价格出售 如果销售量超过 则对超出部分打 折出售 此时销售总收入 元



与销售量 之间的关系可表示为

当 在 内任意取定一个数值时 由此关系式便可确定出 的相应的值

例 设表 提供了某公司产品 各年度的产量资料

表 单位

年份

产量

则对 年期间任一年份 按照表 都能确定当年产量 的值

从上面的例子中可以看出 尽管各例中所涉及问题的背景不同 反映变量之间相互联系

的表达式不同 但它们却有着相同的本质 即在某个变化过程中的两个变量是相互联系的

其中一个变量的变化将会引起另一个变量的变化 变量之间的这种相互依赖关系抽象出来就

是函数的概念

定义 设有变量 与 是一个给定的实数集合 如果对于每一个数 变量

按照一定的法则 或对应规则 总有唯一确定的值与之对应 则称 是 的函数 记作

其中 叫做自变量 叫做因变量 实数集 称为函数的定义域 记作

对于 所对应的 的数值称为函数 在点 处的函数值 记作 或

当 取遍 的各个数值时 对应的函数值的全体组成的集合称为函数 的值域 记作

即

函数 中的 反映自变量与因变量的对应法则 对应法则也可改用其他字母表示 如

等 那么函数也就可相应地记作 等 但要强调的是 同

一问题中的同一函数不能用不同的字母表示其对应法则 比如在同一问题中 与 表

示的一定是两个不同的函数

有时为简化符号 也将函数关系记作 此时等式左边的 表示因变量 右边的

表示对应法则

确定函数的两个要素

由定义 可知 函数 是由定义域与对应法则所确定的 定义域与对应法则完全

相同的函数 本质上是同一函数 至于同一函数中自变量与因变量用什么字母表示是无关紧

要的 所以定义域与对应法则是确定函数的两个要素

例 判定下列各组函数是否相同

与

与
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高等数学 经管类

与

解 由于 与 的对应关系不同 所以 这两个函数

不相同

由于 两个函数的定义域不相同

所以 这两个函数不相同

由于 这两个函数的定义域与对应法则都相同 所以是同一函数

定义域既然是自变量允许取值的范围 那么当所讨论的问题具有某种实际意义时 就要

根据实际问题来确定定义域 例如 例 的定义域为 例 中年份 只能取

中的正整数

对于那些不代表任何实际意义 仅由解析表达式表示的函数 其定义域应指使该解析表

达式有意义的自变量的取值范围 这种定义域也称为函数的自然定义域 求这种自然定义域

时 必须掌握一些常用的函数表达式有意义的条件 例如 负数不能开偶次方根 分式的分

母不能为零 对数的真数必须为正数 反正 余 弦函数符号下的式子的绝对值不能大于

等等

例 求函数 的定义域

解 要使函数有意义 必须使

得

由此可得函数的定义域为

例 求函数 的定义域

解 要使函数有意义 必须使

得
或

综上可得函数的定义域为 图

− − −

图

函数的表示方法

函数的表示方法通常有三种 即图示法 表格法和公式法

图示法是用坐标平面上的曲线表示纵坐标 是横坐标 的函数的方法 例如 通过自动

测温记录仪画出一昼夜的温度变化曲线 它表示了气温 与时间 的 函数关系 这条曲线也

称为函数 的图形 图 这种表示法的最大特点是明显 直观 便于分析

表格法是用一系列自变量的值与对应的函数值列成表格表示函数的方法 例如 例 表



示函数的方法就是表格法 数学工具书中的对数表 三

角函数表等也都是用表格法表示函数用这种方法表示函

数 优点是方便 省时 而且可以表示那些难以知道表

达式的函数 缺点是往往因为表格所列数据不全 不便

于进行理论研究

公式法是用数学公式的形式表示函数与自变量关系 图

的方法 例如 例 和例 就是用公式法表示的函数 这种表示方法清晰 准确 便于进行

理论分析 是最常用的函数表示方法

在此必须指出的是 在用公式法表示函数时 有时会遇到一个函数在其定义域的不同范

围内要用不同的解析式来表示的情形 如例 这种在函数定义域内用多个解析表达式表示

的函数称为分段函数

对分段函数 应注意以下问题

绝对不能因为分段函数在不同的区间段内由不同的表达式表示 而误认为是几个函

数 不论一个分段函数的表达式有几个 它总归是一个函数

在求分段函数的函数值时 要注意自变量所在的区间 自变量在哪个区间取值 就

要用该区间所对应的表达式来计算其函数值

分段函数的定义域是函数各分段区间的并集

例 已知函数

在 处函数是否有定义 为什么

求 的定义域 并找出其分段点

求

画出函数 的图形

解 由于 不在函数 的定义域内 所以函数 在 处没有定义

由于分段函数的定义域是各分段区间的并集 故函数 的定义域为

分段点为 与

由于 在区间 上 所以函数值应由表达式 确定 因此

由于 在区间 内 所以函数值由

确定 因此

由于 在区间 内 所以函数值由

确定 因此

函数的图形如图 所示

− −

图
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