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第二十一章 二次根式

一、本章目标定位

１知识目标定位
（１）了解二次根式的概念及其加、减、乘、除运算法则（不要求分母有理化）．
（２）会用法则进行有关实数的简单四则运算．
（３）能用有理数估计一个无理数的大致范围，即近似值．
２能力目标定位
（１）对于二次根式，要明确被开方数必须是非负数．
（２）能进行二次根式的化简及运算，并能解决实际问题．
（３）进一步体会代数式在表示数量关系方面的作用．
（４）能够比较两个无理数的大小．
二、本章学法指导

（１）根据二次根式的意义解题．
（２）利用公式进行二次根式的运算．
（３）在进行二次根式的化简与运算时，一般遵循以下做法：

①先将式中的二次根式适当化简．
②二次根式的乘法可以参照多项式乘法进行，运算中要运用公式槡ａ·

槡ｂ＝槡ａｂ（ａ≥０，ｂ≥０）．
③对于二次根式的除法，通常是先写成分式的形式．有时可以利用约

分，有时可以利用公式槡ａ
槡ｂ
＝ ａ槡ｂ（ａ≥０，ｂ＞０）．

④二次根式的加减法与多项式的加减法类似，是在化简的基础上去括
号与合并被开方数相同的二次根式．

⑤运算结果一般要化成最简二次根式．
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员援二 次 根 式

二次根式的意义

１二次根式的定义
一般地，我们把形如槡ａ（ａ≥０）的式子叫做二次根式．它是二次根式的描述性

定义，可以从以下几个方面理解它：

（１ 槡）从形式上来看，二次根式必须含有根号“ ”，如槡３， ａ２槡 ＋１， ３槡 ｍ

（ｍ≥０）等都是二次根式，像槡４，槡２５， ａ槡 ２等仍然是二次根式．
（２）被开方数ａ可以是数，也可以是代数式．ａ如果是数，必须是非负数；如果

ａ是代数式，则这个代数式的值必须是非负数，否则槡ａ无意义．如槡－２，

－ｘ２槡 －１就不是二次根式．
（３）式子槡ａ（ａ≥０）既是二次根式，又表示非负数ａ的算术平方根，因此它一

定是非负数，也就是说，式子槡ａ包含两个非负数：①被开方数ａ是非负数，即ａ≥０
（这是使槡ａ有意义的条件）；②槡ａ本身是非负的，即槡ａ≥０（这是算术平方根的意
义所要求的）．
形如 槡ｂａ（ａ≥０）的式子也是二次根式，它表示ｂ与槡ａ的乘积．

如 槡５７表示 槡５×７，－１３槡３
表示－１３ 槡×３．

如果ｂ是带分数，必须写成假分数的形式．

如－２２３ 槡×５应写成－８３槡５
，而不能写成－２２３ 槡×５．

２二次根式中被开方数的取值范围的确定
根据二次根式的定义，式子槡ａ中，被开方数ａ必须是非负数，即ａ≥０，由此，

可以确定被开方数中字母的取值范围．
例如：求函数ｙ＝ ｘ槡 －１中ｘ的取值范围，就是把ｘ－１看作ａ．∴ｘ－１≥０，

ｘ≥１．

３二次根式的基本性质 槡（ ）ａ
２＝ａ（ａ≥０）， ａ槡 ２＝ａ（ａ≥０）

二次根式的计算，离不开二次根式的基本性质．其性质应理解为：因为开方与
乘方互为逆运算，当ａ≥０时，槡ａ表示ａ的算术平方根，因此有 槡（ ）ａ

２＝ａ．
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如果把公式 槡（ ）ａ
２＝ａ（ａ≥０）倒过来，就得到ａ＝ 槡（ ）ａ

２（ａ≥０），运用公式，
可以把任何一个非负数或式子写成一个数或式子的平方的形式．

Ａ Ｄ

Ｂ Ｃ

图２１１１

情景 ２００６年教师节来临之际，市政府实施“安居工
程”也提前竣工，数学李老师满怀欣喜购置了一套住房，

圆了多年的住房梦．李老师兴奋地对同学们说：“我家的

住房正在装修，其中客厅是面积为３５ｍ２的长方形，宽和
长的比为５∶７，如图２１１１所示．准备铺设规格为８０ｃｍ
×８０ｃｍ或６０ｃｍ×６０ｃｍ的正方形瓷砖的其中一种，若
要最大面积地铺设这种瓷砖，且不切割它，周围可用其他边角石材铺设，保

持美观．”
思考 应买哪种规格的瓷砖？共买多少块？

探究 由宽和长的比为５∶７，设宽为５ｘ，长为７ｘ，则５ｘ·７ｘ＝３５．ｘ２＝１，

ｘ＝１．可求得客厅长为７ｍ，宽为５ｍ，将两种规格的瓷砖分别按要求最大
面积地铺设８０ｃｍ×８０ｃｍ地砖长满足８０×８＝６４０＜７００，宽满足８０ｃｍ×６

＝４８０＜５００．占面积３０７２ｍ２，可铺设６×８＝４８（块）．而６０ｃｍ×６０ｃｍ瓷

砖可铺设８×１１＝８８（块）．占面积３１６８ｍ２．
我的发现 应选择买６０ｃｍ×６０ｃｍ瓷砖，共买８８块．
思维火花 要使铺设面积最大，而又不切割瓷砖，长和宽必须都最大．

探究问题既要抓住要点，又要面面俱到．

数数数学学学乐乐乐园园园

无理数是怎样发现的

公元前５８５到４００年间，在希腊有一个毕达哥拉斯学派，创始人是毕达哥拉
斯，他发现了直角三角形的两条直角边的平方和等于斜边的平方，这一性质西方

都叫它毕达哥拉斯定理（我国叫作勾股定理）．
毕达哥拉斯学派十分关心能形成直角三角形三边的三个整数的组成，在研究

中他们发现了有些比不能用整数比表达（例如：正方形对角线与其一边之比），他

们把那些能用整数之比表达的称作可公度之比，即相比的两个量分别可用公共度

量单位量尽；而把不能这样表达的比称作不可公度之比．
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一、根据二次根式的意义解题
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（２００５·黑龙江）函数ｙ＝ ３－槡 ｘ中，自变量ｘ的取值范围是

．
解析 由槡ａ中ａ≥０，得到３－ｘ≥０．即ｘ≤３．此类题一般依据二次根

式意义解决．
答案 ｘ≤３．
典例剖析 （１）利用二次根式的意义槡ａ（ａ≥０）解题，必须抓住ａ≥０

即３－ｘ≥０．这里的“ａ”是指一个代数式“３－ｘ”．（２）若改为ｙ＝ １
３－槡 ｘ
还

必须考虑３－ｘ≠０．总之要使一个式子有意义，哪怕有一个数使它无意义
也要去掉．所求范围应恰当．

发散１ 看一看，你能选出正确答案吗？
（２００５·湖北黄冈）已知实数ｘ，ｙ，且 ｘ槡 －１＋３（ｙ－２）２＝０，则ｘ－ｙ的值为

（ ）

Ａ３ Ｂ－３ Ｃ１ Ｄ－１
解析 ∵ ｘ槡 －１≥０，３（ｙ－２）２≥０，而他们的和为零，

∴ 只有每一个式子为零， ｘ槡 －１＝０且３（ｙ－２）２＝０．
答案 Ｄ．
发散２ 想一想，填什么最准确？
（１）（２００５·福建厦门）已知函数ｙ＝ －３ｘ槡 槡－１－２ ２，则ｘ的取值范围是
，若ｘ是整数，则此函数的最小值是 ．

解析 由二次根式意义，－３ｘ－１≥０，ｘ≤－１３
，若要函数值最小，必须

－３ｘ槡 －１最小，而ｘ为整数， －３ｘ槡 －１≥０，∴ｘ＝－１．

答案 ｘ≤－１３
， 槡－２．

九年级数学（上）４



（２）当ｘ满足 的条件时， －２槡ｘ 在实数范围内有意义．
解析 这里把－２ｘ

看作“ａ”，那么－２ｘ≥０
，而ｘ≠０，∴ｘ＜０．

答案 ｘ＜０．

发散１ 已知ｙ＝ ｘ槡 －１＋ １－槡 ｘ＋２，求 ｘ槡ｙ．
解析 要求 ｘ槡ｙ的值，必须分别求出ｘ和ｙ的值，但这里不能解方程，要从

二次根式的意义入手，也就是说，ｙ要有意义，必须 １－槡 ｘ和 ｘ槡 －１均要有意义，
从而求得ｘ和ｙ．

答案 据题意
１－ｘ≥０，

ｘ－１≥０｛ ．
∴

ｘ≤１，

ｘ≥１｛ ．
即 ｘ＝１．

当ｘ＝１时，ｙ 槡 槡＝ １－１＋ １－１＋２＝２．

∴ ｘ槡ｙ 槡 槡＝ １×２＝２．

发散２ 已知 （２ｘ－３）槡 ２＝３－２ｘ，化简：｜２ｘ－５｜＋｜２－ｘ｜．

解析 ∵ （２ｘ－３）槡 ２＝｜２ｘ－３｜＝３－２ｘ，∴ｘ≤３２
再由ｘ≤３２

，判断２ｘ－５与２－ｘ的符号．

答案 由 （２ｘ－３）槡 ２＝３－２ｘ，得到ｘ≤３２．

∴２ｘ－５＜０，２－ｘ＞０．
∴｜２ｘ－５｜＋｜２－ｘ｜＝５－２ｘ＋２－ｘ＝７－３ｘ．

发散题 （２００５·湖北武汉）已知ａ＜ｂ，化简二次根式 －ａ３槡 ｂ的正确结果是
（ ）

Ａ－ａ －槡 ａｂ Ｂ－ 槡ａ ａｂ

Ｃ 槡ａ ａｂ Ｄａ －槡 ａｂ

解析 解决本题的关键是找到ａ与ｂ的符号，要使 －ａ３槡 ｂ有意义．必须ａ

与ｂ异号，而ａ＜ｂ，∴ａ＜０，ｂ＞０，ａｂ＜０．又根据 －ａ３槡 ｂ为非负数，故可排除

Ｂ、Ｃ、Ｄ．
答案 Ａ．
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二、根据二次根式的性质解题
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化简： （－１２）槡 ２＋ １０槡 －２．

解析 由 ａ槡 ２＝ａ（ａ≥０），可知 （－１２）槡 ２＝ １２槡 ２＝１２．

而１０－２＝ １（ ）１０
２
， １０槡 －２＝ １（ ）１０槡

２
＝１１０．

答案 １２１
１０．

典例剖析 二次根式的化简，必须依据二次根式的性质进行即

槡（ ）ａ
２＝ａ（ａ≥０）， ａ槡 ２＝ａ（ａ≥０）．

发散１ 计算下列各式．

（１） 槡（ ）１３
２．（２）槡（ ）３７

２

．（３） ２ａ槡（ ）＋３
２．

解析 解本题的依据是应用性质 槡（ ）ａ
２＝ａ（ａ≥０）．

答案 （１） 槡（ ）１３
２＝１３．（２）槡（ ）３７

２

＝３７．
（３） ２ａ槡（ ）＋３

２＝２ａ＋３．

发散２ 计算 －３２槡（ ）２
２
的结果是 （ ）

Ａ－３ Ｂ３ Ｃ－９２ Ｄ９２

解析 本题应运用积的乘方（ａｂ）２＝ａ２ｂ２的性质，先将 －３２槡（ ）２
２
化为

－（ ）３２
２
× 槡（ ）２

２再计算． －３２槡（ ）２
２
＝ －（ ）３２

２
× 槡（ ）２

２＝９４×２＝
９
２．

答案 Ｄ．

点评 －３２槡２
表示 －（ ）３２ 槡×２，不同于带分数３１５＝３＋

１
５．

发散３ 已知长方形的面积为５４ｃｍ２，宽与长的比为２∶３，求长方形的周长．
解析 在解题过程中，若遇到“比”可根据比值设ｋ，通常叫“逢比设ｋ”，可设

长方形的宽为２ｋ，长为３ｋ．那么由面积可求ｋ的值，也就可求长方形的周长．
答案 据题意，设长方形的宽为２ｋ，长为３ｋ．
则２ｋ·３ｋ＝５４，∴ｋ２＝９．
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∵ｋ＞０，∴ｋ＝３．
∴ 长方形的长为３×３＝９．
宽为２×３＝６，长方形的周长为（９＋６）×２＝３０．

１ ２ ３ ４ ５ ６

１
２
３
４
５
６

Ｏ ｘ

ｙ Ａ

Ｂ

Ｃ

图２１１２

发散４ △ＡＢＣ在如图２１１２所示的直角坐标
系内根据顶点在图中的位置．
（１）写出Ａ、Ｂ、Ｃ三点坐标．
（２）求出△ＡＢＣ的周长．
解析 （１）直接观察Ａ、Ｂ、Ｃ 三点可写出三点

坐标．
（２）由勾股定理求出各边长．
答案 （１）Ａ（３，６），Ｂ（１，４），Ｃ（１，０）．

（２）ＡＢ 槡＝２２，ＢＣ＝４，ＡＣ＝ ２２＋６槡 ２ 槡＝２ １０，

∴ △ＡＢＣ的周长为 槡 槡２２＋２ １０＋４．
发散５ １６－槡 ｎ是整数，求自然数ｎ的值．
解析 若要 １６－槡 ｎ为整数，必须满足１６－ｎ为完全平方数，而ｎ又为自然

数，∴１６－ｎ＝１６，９，４，１那么就可以求出相应的ｎ的值．
答案 据题意：１６－ｎ＝１６，９，４，１．
∴ｎ＝０，７，１２，１５．

发散１ 若ｘ、ｙ为实数且ｙ＜ ｘ槡 －１＋ １－槡 ｘ＋１２．
化简：｜１－ｙ｜

ｙ－１
．

解析 要化简｜１－ｙ｜
ｙ－１
，关键在去掉分子中绝对值的符号，也就是说，要根据

已知条件，确定出１－ｙ的正或负．
答案 对于实数ｘ、ｙ，为使二次根式 ｘ槡 －１，１－槡 ｘ有意义，

则有
ｘ－１≥０，

１－ｘ≥０｛ ．
即
ｘ≥１，

ｘ≤１｛ ．

∴ｘ＝１，当ｘ＝１时，不等式ｙ＜ ｘ槡 －１＋ １－槡 ｘ＋１２
中，ｙ＜１２．

∴１－ｙ＞０．

∴｜１－ｙ｜
ｙ－１

＝１－ｙ
ｙ－１

＝－１．

０ａｃ ｂ
图２１１３

发散２ 已知实数ａ、ｂ、ｃ在数轴上的位置如图

２１１３．求代数式 ａ槡 ２－｜ａ＋ｃ｜＋ （ｃ－ｂ）槡 ２－
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｜－ｂ｜的值．
解析 从图中找出字母的符号是解答本题的关键．数形结合是数学的重要思

想方法．
答案 根据ａ、ｂ、ｃ在数轴上的位置，得：ａ＜０，ｃ＜ａ，ｂ＞０．
∴ａ＋ｃ＜０，ｃ－ｂ＜０，ｂ＞０，－ｂ＜０．
∴ 原式＝｜ａ｜－｜ａ＋ｃ｜＋｜ｃ－ｂ｜－｜ｂ｜

＝（－ａ）－（－ａ－ｃ）＋（ｂ－ｃ）－ｂ
＝－ａ＋ａ＋ｃ＋ｂ－ｃ－ｂ
＝０．

发散３ 实验得知：跳水运动员跳下的高度ｈ（ｍ）与所用的时间ｔ（ｓ）之间的
函数关系式为ｈ＝４９ｔ２，
（１）若跳水运动员从１０ｍ高台上跳下．求跳水运动员从起跳到入水所用的
时间．
（２）某著名跳水运动员能在０２ｓ内完成一个动作，并且距水面３６ｍ处开始
入水准备，不能做动作，那么该跳水运动员在１０ｍ高台跳水中能否完成５个动
作？为什么？

解析 （１）直接由关系式求出时间．
（２）将５个动作所需时间算出，再看运动员完成这５个动作时所下落的距离．
从而算出此时运动员跳水面的距离，若大于３６ｍ就可以完成，若小于３６ｍ则
不能完成．

答案 （１）当ｈ＝１０时，ｔ２＝ｈ４．９＝
１００
４９＝

１０（ ）７
２
，ｔ＞０，∴ｔ＝１０７

（ｓ）．

（２）∵ 一个动作需要０２ｓ，∴５个动作需要０２×５＝１（ｓ），当ｔ＝１时，

ｈ＝４．９ｔ２＝４９，１０－４９＝５１＞３６（ｍ）．∴ 能完成５个动作．

发散１ 当ｘ满足什么条件时， １－２槡（ ）ｘ
２＝ （２ｘ－１）槡 ２成立？

解析 １－２槡（ ）ｘ
２成立的条件是１－２ｘ≥０，即ｘ≤１２

，而 （２ｘ－１）槡 ２中，

（２ｘ－１）２≥０，即无论ｘ取何值时， （２ｘ－１）槡 ２总有意义．∴ 本题中，只需考虑式

子 １－２槡（ ）ｘ
２有意义即可．

答案 由 １－２槡 ｘ有意义，得１－２ｘ≥０，∴ｘ≤１２．

当ｘ≤１２
时， １－２槡（ ）ｘ

２＝１－２ｘ， （２ｘ－１）槡 ２＝｜２ｘ－１｜＝１－２ｘ．
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∴ 当ｘ≤１２
时， １－２槡（ ）ｘ

２＝ （２ｘ－１）槡 ２．

发散２ 一位养鱼专业户承包了一块正方形的鱼塘，鱼塘四角有四棵果树，
他不想搬动果树，而想把鱼塘面积增加一倍，并使扩大后的鱼塘还是正方形，你能

帮他设计吗？如果把原鱼塘面积看成１，新的鱼塘边长是多少？
解析 若要原来的鱼塘四角的果树不搬动，那么这四棵果树只能在新正方形

鱼塘的四边上，又要新正方形是原正方形面积的２倍，所以这四棵树必须为新正
方形四边的中点．

Ｈ

Ｄ

Ｆ

Ａ

ＣＢ

ＧＥ

图２１１４

答案 如图２１１４所示，设原正方形鱼塘ＡＢＣＤ，Ａ、

Ｂ、Ｃ、Ｄ为四棵果树．过Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ作正方形ＥＦＧＨ，使ＥＢ
＝ＢＦ＝ＦＣ＝ＣＧ＝ＧＤ＝ＤＨ＝ＨＡ＝ＡＥ．则 ＳＥＦＧＨ＝
２ＳＡＢＣＤ．
若ＳＡＢＣＤ＝１，则ＡＢ＝ＢＣ＝ＣＤ＝ＡＤ 槡＝１＝１．
又ＡＥ２＋ＢＥ２＝ＡＢ２

∴ＡＥ２＝ＢＥ２＝１２＝
２
４＝

槡２（ ）２
２

∴ＡＥ＝ＢＥ＝槡２２ ∴ＥＦ＝ＦＧ＝ＧＨ＝ＨＥ 槡＝２．

ＳＥＦＧＨ＝（槡２）２＝２．

点评 运用二次根式的意义［槡ａ（ａ≥０）］和二次根式的性质［ ａ槡 ２＝

ａ（ａ≥０）与（槡ａ）２＝ａ．（ａ≥０）］是求范围和化简的基本方法，这里“ａ”是代表一个
式子．同时，要善于挖掘题中的隐含条件，注重数形结合思想．

这这这些些些知知知识识识你你你应应应该该该掌掌掌握握握 ———

想一想，填什么最准确？

１（２００４·山东潍坊）函数ｙ＝ １
槡ｘ－１
的自变量ｘ的取值范围是 ．

２（２００４·青海湟中）若｜ｘ＋ｙ＋４｜＋ （ｘ－２）槡 ２＝０，则３ｘ＋２ｙ＝ ．
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３计算．

（１）槡（ ）ｂ
２＝ ． （２） －槡（ ）１３

２

＝ ．

（３） （ ）１２槡
２
＝ ． （４） （－０２）槡 ２＝ ．

（５） １０槡 －２＝ ． （６）－ （－π）槡 ２＝ ．
（７）（ 槡３３）２＝ ． （８）（ 槡－２２）２＝ ．
４（２００５·吉林长春）如图２１１５在数轴上点Ａ 和点Ｂ之间表示整数的点
有 个．

Ａ Ｂ

－ ２ %%７

图２１１５

５观察下列各式 １＋槡 １
３＝２槡１３， ２＋槡 １

４＝３槡１４， ３＋槡 １
５＝４槡１５⋯⋯

请你将猜想到的规律用含自然数ｎ的式子表示出来是 ．
看一看，你能选出正确答案吗？

６（２００５·四川）函数ｙ＝－ 槡ｘｘ－１
中的自变量ｘ的取值范围是 （ ）

Ａｘ≥０ Ｂｘ＜０且ｘ≠１ Ｃｘ＜０ Ｄｘ≥０且ｘ≠１

７（２００５·山东烟台）如果等式（ｘ＋１）０＝１和 （３ｘ－２）槡 ２＝２－３ｘ同时成立，
那么需要的条件是 （ ）

Ａｘ≠－１ Ｂｘ＜２３
且ｘ≠－１

Ｃｘ≤２３ Ｄｘ≤２３
且ｘ≠－１

８（２００５·湖北荆门）如果代数式 －槡 ｍ＋ １
槡ｍｎ
有意义，那么直角坐标系中

点Ｐ（ｍ，ｎ）的位置在 （ ）

Ａ第一象限 Ｂ第二象限 Ｃ第三象限 Ｄ第四象限

Ａ Ｆ

Ｐ

Ｄ

Ｂ Ｏ Ｃ

Ｈ

Ｉ

Ｋ Ｊ Ｏ１

Ｏ２
Ｏ３

Ｏ４

Ｇ

图２１１６

９如图２１１６，是由两个正方形组成的长方形花坛ＡＢＣＤ，小明从顶点Ａ
沿着花坛间小路走到长边中点Ｏ，再从中点Ｏ走到
正方形ＯＣＤＦ的中心Ｏ１，再从中心Ｏ１走到正方形

Ｏ１ＧＦＨ的中心Ｏ２，又从中心 Ｏ２ 走到正方形

Ｏ２ＩＨＪ的中心Ｏ３，再从Ｏ３走到正方形Ｏ３ＫＪＰ的

中心Ｏ４，一共走了 槡３１２ｍ，则长方形花坛ＡＢＣＤ的
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周长
獉獉
是 （ ）

Ａ３６ｍ Ｂ４８ｍ Ｃ９６ｍ Ｄ６０ｍ

１０（２００５·广 东 广 州）用 计 算 器 计 算 ２２槡 －１
２－１
， ３２槡 －１
３－１
， ４２槡 －１
４－１
，

５２槡 －１
５－１
，⋯，根据你发现的规律，判断Ｐ＝ ｎ１槡 －１

ｎ－１
与Ｑ＝

（ｎ＋１）２槡 －１
（ｎ＋１）－１

（ｎ为

大于１的整数）的值的大小关系为 （ ）

ＡＰ＜Ｑ ＢＰ＝Ｑ ＣＰ＞Ｑ Ｄ与ｎ的取值有关

１１下列各式中，一定是二次根式的是 （ ）

槡Ａ －４ Ｂ３ ２槡ａ Ｃ ｘ２槡 ＋２ Ｄ ｘ槡 －１

１２使式子 槡ｍ
４－｜ｍ｜
有意义的ｍ 值为 （ ）

Ａｍ≠４且ｍ≠－４ Ｂｍ≥０且ｍ≠４
Ｃｍ≥０ Ｄｍ≥０，ｍ≠４，ｍ≠－４

我们一起来解答！

１３用代数式表示：
（１）正方形面积为Ｓ，用Ｓ表示边长．
（２）矩形面积为Ｓ，且两条邻边的比为２∶５，用Ｓ表示矩形边长．
（３）圆的面积为Ｓ，用Ｓ表示圆的半径．
１４已知直角三角形的两直角边长为ａ和ｂ，斜边长为ｃ．
（１）如果，ａ＝３，ｂ＝４，求ｃ．
（２）如果ａ＝３，ｃ＝４，求ｂ．
（３）如果ａ＝５，ｂ＝１２，求ｃ．

ｙ

ｘ

４
３
２
１

－１－２－３－４ Ｏ

Ｂ

Ａ
Ｃ

图２１１７

１５若 １２槡 ｎ是整数，求正整数ｎ的最小值．
１６如图２１１７在平面直角坐标系中，△ＡＢＣ三个
顶点坐标分别是Ａ（－２，１）、Ｂ（－２，３）、Ｃ（－３，２）．
（１）判断△ＡＢＣ的形状．
（２）如果将△ＡＢＣ沿着边ＢＣ旋转一周，求所得旋转
体的体积．

１７用长８ｃｍ，宽６ｃｍ的长方形贺岁卡拼成一个正方形至少要多少张贺岁
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卡？３００个这样的贺岁卡能拼成一个正方形吗？

Ｃ Ｂ

Ａ

图２１１８

１８如图２１１８所示，直角△ＡＢＣ中，∠Ｃ＝９０°．
（１）若ＡＣ＝５，ＢＣ＝３设以ＡＣ为半径的圆的面积为Ｓ１，以

ＢＣ为半径的圆的面积为Ｓ２，以ＡＢ为半径的圆的面积为Ｓ３，问

Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３有怎样的数量关系，并说明理由．
（２）若ＢＣ＝ａ，ＡＣ＝ｂ，ＡＢ＝ｃ，试问（１）中的结论还成立吗？
并说明理由．
１９请你将两个不同的物体自由落下，发现它们会同时落地，
故称为自由落体运动．通过观察测量，可以得到物体下落的时间，与物体下落的高
度有关，张明同学所在的数学课外活动小组，测试得到物体下落的时间与高度存

在数据关系如下表：

物体高度ｈ（ｍ） ５ １０ １５ ２０ ⋯

下落时间ｔ（ｓ） １ １４ １７ ２ ⋯

同学们由此推出ｈ与ｔ的关系为ｔ≈ ｈ槡５．
（１）你认为这个关系式对吗？请你与你的伙伴协作，证实你的结论．
（２）若一武装直升机在离地５００ｍ高空扔下炸弹，问炸弹落地时大约需要几
秒钟？

课课课本本本课课课后后后习习习题题题答答答案案案，，，你你你需需需要要要吗吗吗？？？

习题２１１（课本第８～９页）

１（１）ａ≥－２；（２）ａ≤３；（３）ａ≥０；（４）ａ≤０．

２（１）５；（２）０２；（３）０６；（４）２３．

３（１）ｒ＝ Ｓ槡π；（２）提示 设矩形两条邻边的长为２ｋ和３ｋ，那么２ｋ·３ｋ＝
Ｓ，ｋ＝ Ｓ槡６，∴ 两条邻边的长分别是２ Ｓ槡６和３ Ｓ槡６．
４（１）ｃ＝ ａ２＋ｂ槡 ２＝ １２２＋５槡 ２＝ １３槡 ２＝１３；

（２）ｂ＝ ｃ２－ａ槡 ２＝ ４２－３槡 ２ 槡＝７；

（３）ａ＝ ｃ２－ｂ槡 ２＝ １０２－９槡 ２ 槡＝ １９．

５πｒ２＝π·２２＋π·３２，∴ｒ２＝２２＋３２，ｒ 槡＝ １３．
６当正方形的四个顶点均在圆周上时，这个正方形的面积最大，∴ 正方形的对
角线长应等于圆的直径，设正方形边长为ａ，则４２＝ａ２＋ａ２，ａ２＝８．∴ａ 槡 槡＝８＝２２．
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７（１）∵ １８－槡 ｎ是整数，∴１８－ｎ为完全平方数．
又∵１８－ｎ≥０，∴ｎ≤１８，而ｎ为自然数．
那么１８－ｎ＝４２，３２，２２，１２，０．∴ｎ＝２，９，１４，１７，１８．
（２）∵ ２４槡 ｎ是整数，ｎ又为正整数，

∴２４ｎ为完全平方数，那么２４ｎ＝２２·６·ｎ，

∴ｎ的最小值为６．
８（１）∵Ａ（２，３），Ｂ（２，１），Ｃ（３，２），

∴ＡＢ∥ｙ轴，ＡＢ＝｜３－１｜＝２，过Ｃ作ＣＤ⊥ＡＢ于Ｄ，则Ｄ点坐标为（２，２），

∴ＣＤ＝｜３－２｜＝１，ＢＤ＝｜２－１｜＝１．
那么ＢＣ 槡＝ ２，而ＡＤ＝｜３－２｜＝１．∴ ＡＣ 槡＝ ２，∴ ＡＣ２＋ＢＣ２＝ＡＢ２，

∴ △ＡＢＣ为等腰直角三角形．
（２）如果将△ＡＢＣ沿着边ＡＣ旋转，那么所得的旋转体为圆锥体，且底面半径

为ＢＣ 槡＝２，高为ＡＣ 槡＝２，其体积为Ｖ＝１３π
·ＢＣ２·ＡＣ＝ 槡２２

３π．

圆援二次根式的乘除

一、二次根式的乘法

１积的算术平方根的性质
积的算术平方根等于积中各因式的算术平方根的积．用式子表示为槡ａｂ＝

槡ａ·槡ｂ（ａ≥０，ｂ≥０）．
（１）在这个性质中，ａ、ｂ可以是数，也可以是代数式．无论是数还是代数式，都
必须满足ａ≥０，ｂ≥０，才能用此式进行计算或化简，如果不满足这个条件，等式右
边就没有意义，等式也就不成立了．
如 （－３）（－５槡 ），若写成 （－３）（－５槡 ） 槡 槡＝ －３× －５，等式的右边就没有意

义，而应写为 （－３）（－５槡 ） 槡 槡 槡＝ ３×５＝３×５．
（２）这个公式的作用是化简二次根式．如果一个二次根式的被开方数中有的

因式（或因数）能开得尽方，可以利用积的算术平方根的性质及公式 ａ槡 ２＝
ａ（ａ≥０），将这些因式（或因数）开出来，从而将二次根式化简．因此化简二次根式

第 二 十 一 章 １３



时，一般先将被开方数进行因式分解或因数分解．

如：槡１００８＝ ４２×３２槡 ×７＝ ４槡２× ３槡２ 槡 槡×７＝１２７，

又如： （ｘ＋１）３·ｘ槡 ３（ｘ＞０）， （ｘ＋１）３·ｘ槡 ３＝ （ｘ＋１）２·（ｘ＋１）·ｘ２·槡 ｘ＝

（ｘ＋１）槡 ２· ｘ槡 ２· （ｘ＋１）槡 ｘ＝ｘ（ｘ＋１） ｘ（ｘ＋１槡 ）．

特别注意的是 ｘ２槡 ＋１不能写成 ｘ２槡 ＋１＝ ｘ槡 ２ 槡＋ １＝ｘ＋１．这样做就
错了．
２二次根式的乘法
把积的算术平方根的性质：槡ａｂ＝槡ａ·槡ｂ（ａ≥０，ｂ≥０）倒过来，便可得到二

次根式的乘法运算的公式：槡ａ·槡ｂ＝槡ａｂ（ａ≥０，ｂ≥０）．

如：槡 槡 槡 槡２×３＝ ２×３＝６，槡ｘ· ｘ槡 ３＝ ｘ·ｘ槡 ３＝ ｘ槡 ４＝ｘ２．
二、二次根式的除法

１商的算术平方根的性质

（１）商的算术平方根的性质为： ａ槡ｂ＝槡ａ槡ｂ（ａ≥０，ｂ＞０）．
这就是说，商的算术平方根等于被除式的算术平方根除以除式的算术平

方根．
（２）利用商的算术平方根的性质，进行二次根式的计算或化简．
（３）化去二次根号内的分母．

例如：槡１３＝槡１×３槡３×３
＝槡３３．

２二次根式的除法

二次根式相除，把被开方数相除，根指数不变，用式子表示为槡ａ
槡ｂ
＝ ａ槡ｂ

（ａ≥０，ｂ＞０）．
三、最简二次根式

１最简二次根式的定义
满足下列条件的二次根式，叫最简二次根式．
（１）被开方数的因数是整数，因式是整式；
（２）被开方数中不含开得尽方的因数或因式．
２对最简二次根式定义的理解
（１）被开方数中不含分母；
（２）被开方数中每一个因数或因式的指数都小于根指数２，即每个因数或因
式的指数都是１．
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例如：槡２、槡ｘ、槡ａｂ、 ｘ２槡 ＋２等都是最简二次根式，但槡４，槡１２， ８ｘ槡 ３，

ｘ槡ｙ、 ｘ２槡 ｙ． （ａ－ｂ）槡 ２等都不是最简二次根式．

３化最简二次根式的步骤
（１）把根号下的带分数或绝对值大于１的小数化成假分数．把绝对值小于１
的小数化成分数．
（２）被开方数是多项式的要进行因式分解．
（３）使被开方数不含分母．
（４）将被开方数中能开得尽方的因数或因式用它的算术平方根代替后移到根
号外面．
（５）化去分母中的根号．
（６）约分．

情景 观察下列各式：

（１）２槡２３与 ２＋槡 ２
３．

（２）３槡３８与 ３＋槡 ３
８．

（３）４ ４槡１５与 ４＋４槡 １５．
（４）５ ５槡２４与 ５＋５槡 ２４．

思考 请你通过计算判断各个式子的大小关系．
探究 针对上述各式反映的规律，写出用ｎ（ｎ为任意自然数，且

ｎ≥２）表示的关系式，并给出证明．

我的发现 上述各式都是相等的关系，用ｎ表示的关系式为ｎ ｎ
ｎ２槡－１

＝ ｎ＋ ｎ
ｎ２槡 －１

．

证明 右边＝ ｎ（ｎ２－１）
ｎ２－１ ＋ ｎ

ｎ２槡 －１
＝ ｎ３
ｎ２槡－１

＝ ｎ２· ｎｎ２槡 －１
＝ｎ ｎ

ｎ２槡－１
（ｎ≥２）．

∴ 左边＝右边，原等式成立．
思维火花 此类问题是通过特殊的几个关系式而发现出一般规律，从

而推出一般关系式．这就要求学生掌握观察问题和思考问题的能力，以及
演绎归纳能力．
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