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摘要: 本文从输入输出的角度研究带有动态反馈不确定性系统的类梯度性。所考虑的系统由正向通道的线性时不

变稳定系统与反馈通道的不确定动态特性所构成的闭环系统。反馈通道的不确定性由输入导数满足积分二次约

束( IQC) 的非线性算子描述。借助于 L�空间上算子的可逆性及有界性，给出了输入输出框架下系统类梯度性的
讨论。将系统类梯度问题转化为鲁棒稳定性问题，并利用积分二次约束下闭环系统稳定性的频域判据，给出了

闭环系统类梯度性的频域判据。
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Abstract: The paper studies the gradient-like property of the systems with feedback uncertainties from an input output 

point of view. The system consists of a stable linear time invariant system in its forward loop and dynamic uncertainties 

in the feedback loop, which can be described by an uncertain operator with its input time derivative satisfies integral 

quadratic constraints. By using the invertibility and boundedness of the operators in L� space, the discussion of 

gradient-like of the system characterized by input output description is given. The problem of gradient-like property of 

systems is converted to that of robust stability, and then by making use of frequency criterion for robust stability of the 

closed system under integral quadratic constraints, a frequency criterion for the gradient-like property of the closed 

system is presented. 
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1 引 言

    现实世界中大多数实际的工程及物理系统都

是多平衡态的非线性系统。对于这样一类系统我们

既要研究系统在某一平衡位置附近的动力学性质，

如该平衡位置是否渐近稳定，同时我们更关心系统

的总体动力学性质。系统的类梯度性就是刻画系统

总体动力学性质的重要特性之一。它是单平衡态全

局渐近稳定性在多平衡态情况下的重要推广。粗略

地说，一个系统是类梯度的系指系统的所有解收

敛。对于单平衡态系统而言，系统在平衡点附近的

动力学性质与系统全局动力学性质具有同一性，其

全局渐近稳定性已得到充分的研究并已建立了较

为完善的理论。对于多平衡态系统的类梯度性，目

前的研究是在绝对稳定性理论框架下进行的。所考

虑的系统是由一个线性时不变系统加上静态非线

性反馈环节所构成的闭环系统，利用状态空间分析

的 Lyapunov方法结合 KYP引理来建立频域判据。

在这方面俄罗斯学者[1�2]做出了系统的研究工作。 

现代系统理论将系统看成为具有输入和输出

的动力学装置，而且在系统刻画，建模，辨识时往

往带有一定的不确定性。一方面这种不确定性通常 
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是非线性非静态的，另一方面又很难用带有微分结

构的状态空间模型来加以刻画。通常只能给出其输

入输出的近似描述。这就需要我们从输入输出的角

度来研究系统的类梯度性质，这方面的研究工作目

前还没有见到。 

本文从输入输出的角度来研究系统的类梯度

性，所考虑的系统是由一个线性时不变系统和一个

输入导数满足积分二次约束的不确定非线性反馈

环节所构成的不确定系统。利用输入输出方法，将

系统看成是局部平方可积信号空间上的算子，通过

算子的可逆性及有界性来建立系统的类梯度性的

频域判据。 

2 预备知识

本节我们首先引入一些文中常用记号，然后

介绍一下积分二次约束下反馈系统鲁棒稳定性的

频域判据。该结果是建立系统类梯度性的基础。 

R 及 C 分别表示实数及复数集合。用 R+ 表

示非负实数集合，并记 R＝R∪{∞}。m×n 实(复)

矩阵集合记为 R m×n (C m×n)。用 RH∞ ( RH∞( C m×n)) 

示真的稳定的传递函数(传递函数矩阵)集合。设

),0[2 ∞nL 表示平方可积实向量函数 f : R+ → R n空

间，其上范数定义为: 
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定义 L2扩展空间(局部平方可积空间)为： 
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e
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e LLH 为因果的，系指

∀T ≥ 0，有 PTHPT  = PTH. 

考虑如下带有反馈不确定性的系统 
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图 1  带有反馈不确定性的闭环系统 
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其中 ),0[),0[: 22 ∞→∞ l
e

m
e LLG 为带有传递函数

G(s) ∈ RH∞(C m×l) 的 线 性 时 不 变 系 统 ，

),0[),0[: 22 ∞→∞∆ m
e

l
e LL 为满足一定约束的不确

定因果有界算子。 

定义 1 (Megretski and Rantzer [3]) 设Π：jR → 

C(l+m)×(l+m)是取值为Hermite矩阵的有界可测矩阵函

数，并设 
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其中“�”表示 Fourier变换。称有界算子 ∆ 满足

由Π定义的积分二次约束(IQC)，系指 

σΠ(v, ∆(v)) ≥ 0，∀v∈ ),0[2 ∞lL         (5) 

定义 2 称系统(4)为适定的系指 (I −G∆) 为

),0[2 ∞m
eL 上可逆算子，此外，称系统(4)为 L2稳定

的，系指(I −G∆)−1在 ),0[2 ∞m
eL 有界。 

定理 1 (Megretski and Rantzer [3]) 设 G(s)∈  

RH∞(C m×l )，∆为因果有界算子，假定 

1) ∀τ∈[0，1]，G与τ∆的反馈互联适定； 

2) ∀τ∈[0，1]，τ∆满足由Π定义的 IQC； 
3) ∃ε > 0，使得 
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则 G与∆的反馈互联稳定。 

 

3 主要结果

考虑如下带有非线性反馈不确定性系统，假定

该系统有一个以上平衡态。
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其中 A∈ R n×n，B ∈ R n×m，C∈ R m×n，是线性时不

变系统的矩阵, 使得 (A, B)可控，且( A, C) 可观测，

e(t) = CeAtx0 是由初始状态 x( 0) = x0 引起的暂态

过 程 。 非 线 性 反 馈 不 确 定 性 ∆:
),0[),0[ 22 ∞→∞ m

e
m

e LL 为满足一定约束条件的因

果有界算子.

在该系统中当我们不考虑外部输入的影响时，

系统的行为完全由系统的初始条件以及系统本身
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的性质决定，因而系统的类梯度性可定义如下

( Leonov[1,2]) .

定义 3 称系统 ΣN 为类梯度的,系指其所有解

(x(t), u(t)) 当 t→ +∞ 时收敛.
设 G 为系统的线性部分, 并带有传递函数

G(s) = C(sI-A)−1B，则系统 ΣN 可用输入输出方法

表示如下 (见图 2 )，
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图 2  系统的反馈互联 

为了讨论多平衡态系统的类梯度性, 并利用

输出 y 关于时间 t 的导数的约束, 我们需要对系

统进行某种变换.

引理 1 设 G(s) 具有如下最小实现





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0
)(

C

BA
sG ，

而且 G(s)在 0 没有极点和不变零点, 则存在矩阵

F∈ R m×m，使得 det (I − FG(0)) = 0。

证明：由 (A, B) 可控及 (A, C) 可观，则一定

存在一个矩阵 F∈ R m×m，使得 det(A + BFC) = 0。

注意到 det A−1≠ 0，可得

det(I − FG(0)) = det(I + FCA−1B) 

= det(I + BFCA−1) = det(A + BFC)det A−1 = 0   

引理 2 假定引理 3 的条件满足，并设 

H(s): = (I − G(s)F)−1G(s) = G(s)(I − FG(s))−1  (8) 

则 

i) H(s)在 0 有一个极点； 

ii)H(s) 有一个可控且可观测实现(A + BFC, B,C )； 

iii) H(s) 在 0 没有不变零点。 

证明：由引理 3，i) 显然。现证明 ii) 和 iii)。 

H(s) = C(sI − A)−1B(I − FC(sI − A)−1B)−1 

= C(sI − A)−1(I − BFC(sI − A)−1)−1B 

= C(sI − (A+BFC))−1B 

因而 (A+BFC, B,C)是 H(s) 的一个实现。注意到，

对任意的 s∈C 有 
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及  (A,B) 的可控性和 (A,C) 的可观测性，易知 

(A+BFC, B)可控且(A+BFC, C) 可观测。这就证明

了 ii)。最后注意到，定常状态反馈不改变不变零

点，从而可得 iii)。                          

现设 P = A + BFC， Fyyy −∆=∆ )()( ，则系

统ΣN可以写为 
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其中，(P,B) 可控，(P,C) 可观测，并且 det P = 0. 

假定 rank P = r (r < n)，且 T∈ R n×n非奇异，使得 
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其中 A11∈ R r×r 非奇异。作线性变换 
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则系统 Σ�N 的线性部分变换为 
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进而，我们有 
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设 A
~

= A11，B
~

= B1，C
~

= (C1A11+ C2A21)，D
~

= (C1B1 

+ C2B2)，z =z1，δ = e�，及 f = −Fe，原系统可写为 
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系统 NΣ ′′ 的线性部分的传递函数由下式给出 
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~

)
~

(
~~

)( 1−−+=         (11) 

易证 K(s) = sH(s)，因而 det K(0) ≠ 0。反馈方框图

如图 3所示。 
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图 3  变换后的反馈互联 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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由上述 A
~
， B

~
，C

~
的定义，易证( A

~
, B

~
) 可

控，且 ( A
~

,C
~

) 可观测，K(s) 有最小实现： 
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为节省符号，将∆记为 ∆ 则我们将要研究的输入

输出模型为 
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假定 K 为一个带有传递函数 K(s)∈RH∞(C m×m)的

线性时不变算子，而δ指定为 ),0[2 ∞mL 中的信号。

这是因为当 A
~
稳定时 

00

~~
xCPezeC pttA ==δ ∈ ),0[2 ∞mL     (13) 

类似地，可将 f 和 f� 指定为 ),0[2 ∞mL 中的。 

假定非线性算子 ∆ 满足下列约束： 

1) ( y�,v) 满足由 Π1 定义的 IQC， 

2) 若 y�＝0，则 v�＝0，且( y�, v�) 满足由 Π2 定义

的 IQC。 

约束 1) 说明 ∆ 满足导数输入的 IQC，而约

束 2) 说明 ∆ 满足导数输入导数输出的 IQC。在

这种假设下，系统线性部分输出 y 的导数被用于

非线性反馈约束，这使得我们有可能讨论多平衡态

反馈系统的类梯度问题。 

设 
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则在 y�(0) = 0 的假设下，我们有： 

),(),( ��vyvy ��� Π′Π = σσ         (15) 
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因而我们可以等价地说，输入输出偶 ( y�, v) 满足

由 21 Π′λ+Πγ ，∀γ ≥ 0，∀λ≥ 0，定义的 IQC。将

定理 1用于系统 ioΣ ，我们可得下列定理。 

定理 2 设 K(s) ∈RH∞(C m×m)，并设 ∆ 为因果

有界算子。若： 

i) 对任意的 τ∈[0,1]，K与 τ∆ 的反馈互联适定； 

ii) 对任意的 τ∈[0,1]， λ ≥ 0， ( y�,τv)满足由 

21 Π′λ+Π 定义的 IQC； 

iii) 存在 ε >0，λ ≥ 0使得 
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则, 系统 ioΣ 是类梯度的.

证明：将 IQC 定理 (定理 1) 用于系统 ioΣ ，
易 知 ( y�, u)∈ ),0[),0[ 22 ∞×∞ mm LL ， 由 于 u∈ 

),0[2 ∞mL ，因而u�有界。注意到 δ++= uDzCy
~~� ，

我们可得 y��同样有界。这意味着 )(ty� 在 ),0[ ∞ 上关
于 t一致连续。因而可以断定 

+∞→→ tty as,0)(�  

由 0)( →ty� 可知 y(t) 有界,再由系统 NΣ ′′ 的可观测
性知 z(t)有界。从而ω-极限点的集合Ω非空。由集
合Ω出发的任意轨迹将只包含ω-极限点。因而, 对
于集合Ω中的任意轨迹将有 0)( =ty� ，这将导致 

const)( 0 == yty ， 

对于系统 NΣ ′′ 位于Ω中的轨迹 (z(t), y(t))，显然有
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注意到前述假设 det A
~ ≠ 0，及 det K(0) = det( D
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由此得到： 

z0 = 0， ∆(y0) = 0. 

这说明Ω等于平衡点集 Λ= {(zeq, yeq) | zeq=0，∆ (yeq) 

= 0}。若 t → ∞ 时解(z(t)，y(t))不收敛到集合Λ，
那么将存在ε > 0，及一个时间序列 {tk}，当 t→＋
∞ 时 tk→＋∞ 使得 
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由于(z(t), y(t))有界，则存在子序列{�kt }，使得 
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(z(�kt ), y(�kt ))→(z0, y0)∈Ω， 

因此 

2
]),,dist[( 00

ε≥Λyz  

并且(z0, y0) 不属于Λ这与Ω = Λ 这一事实矛盾，从

而定理得证。                           � 

注 1 该定理给出了系统Σio 鲁棒类梯度性的

频域判据。频域不等式(17)的检验可通过 KYP引理
[4]转化为线性矩阵不等式的可行解的求取问题。 
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混杂系统中的混沌控制：脉冲时延反馈控制方法 
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摘要: 论文分三部分，第一部分简单回顾混沌控制中的一些重要课题及其研究进展，如不稳定周期轨道的镇定、

混沌控制中的参数辨识问题、用于不稳定周期轨道镇定的时延反馈控制和广义时延反馈控制方法，以及该类方

法的“奇数限制”及其完全刻画。第二部分考虑混杂系统中的混沌动力学及其控制。第三部分介绍镇定混杂系

统中不稳定周期轨道的脉冲时延反馈控制方法。  

关键词: 控制混沌，时延反馈控制，脉冲控制，周期轨道，混杂系统 

Controlling Chaos in Hybrid Systems:                      
Impulsive Delayed Feedback Control Approach 

Yu-Ping Tian 

(Southeast University,Nanjingi,210096) 

 

Abstract: This paper consists of three parts. In the first part, we give a brief review of some important topics and 

related results in control of chaos, such as stabilization of unstable periodic orbits (UPOs), identification of parameters 

in chaos control, odd number limitation and full characterization of the limitation of delayed feedback control and 

generalized delayed feedback control for stabilization of UPOs, etc. In the second part, chaotic dynamics and 

controlling chaos in hybrid systems are considered. In the third part, we introduce a new control technique � impulsive 

delayed feedback control - for stabilizing UPOs in hybrid systems.   

Key words: controlling chaos, delayed feedback control, Impulsive control, periodic orbits, hybrid systems  

 

 

1  Control of chaos: a brief survey  

Stabilizing unstable periodic orbits (UPOs) 

embedded in chaotic dynamics has drawn much 

attention recently and become a very active 

multidisciplinary research area. The first chaos 

control, known as the OGY method proposed by Ott, 

Grebogi and Yorke, stabilizes UPOs using small 

discontinuous parameter perturbations [14]. In the 

language of control theory, OGY method is 

essentially a switching control with a sliding mode, 

which suppresses the system state on a local stable 

manifold around the target point. Further extensions 

based on the OGY method [5,6] and using the 

concept of invariant manifolds have been developed 

[21,22]. When a chaotic system contains some 

uncertain parameters, adaptive control mechanism 

can be useful. However, unlike conventional 

adaptive control problems, in order to stabilize the 

system at the target UPO, which is dependent of the 

uncertain parameters, parameter estimation in 

adaptive control for chaotic systems should usually 

converge to the true value of the parameter. In this 

context, the ergodicity of chaotic signals is very 

important for meeting the persistence excitation 

condition [22,24]. 

While conventional control methods are applied 

to control of chaos, they require information about 

inherent UPOs, which are very difficult to derive by 

mathematical means or to implement by electronic 

circuits due to the unstable nature of the inherent 

UPO. Pyragas proposed a delayed feedback control  
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(DFC) method for stabilization of inherent UPO in 

chaotic systems, that requires only a period constant 

instead of the exact information of the orbit to be 

stabilized [16]. A dynamical version of the 

time-delayed feedback control using output 

information was presented in [25].  

For chaotic discrete-time systems, Ushio  used 

the DFC to stabilize unstable fixed points and found 

a limitation [31], called odd number limitation, 

which can be stated as follows: if the system Jacobi 

about the target fixed point has an odd number of 

real eigenvalues greater than unity, then the system 

is not stabilizable by DFC. A similar limitation 

exists in control of chaotic continuous-time systems 

[12]. Nakajima and Ueda further proved that the 

odd number limitation holds for a generalized 

delayed feedback control including extended 

time-delayed auto-synchronization, exponential 

DFC among others [13]. In [25], Tian and Chen 

showed the limitation is inherited in an 

observer-based dynamical DFC for continuous-time 

systems. To overcome the  odd number limitation, 

various extensions of the method have been 

investigated [10,17,23,26,35]. 

The odd number limitation actually describes a 

necessary condition for stabilizability via DFC. The 

problem of finding necessary and sufficient 

conditions has attracted much attention and 

remained open for a long time [8,9]. For the 

first-order and second-order discrete-time systems, 

Ushio obtained necessary and sufficient conditions 

using Jury’s stability test [31]. In paper [32], Ushio 

and Yamamoto extended DFC to the nonlinear 

estimation case, and reduced the stabilization 

problem to solving linear matrix inequalities (LMIs). 

But the solvability of the LMIs was not addressed. 

Recently,   it was proved that 

nAI 2)(det 0 <−< is a necessary and sufficient 

condition of stabilizability via DFC for an n -order 

system with Jacobi A  [36]. This result shows that 

the odd number limitation actually only 

characterizes the lower bound of )(det AI − . But 

the upper bound has not been pointed out before. In 

another recent paper [29], the stabilizability 

problem for discrete-time systems under the 

generalized delayed feedback control (GDFC) is 

solved. It is proved that mnAI +<−< 2)(det 0  is 

a necessary and sufficient condition of 

stabilizability via m -step GDFC for an n -order 

system with Jacobi A . This result shows that the 

upper bound in the above condition can be 

arbitrarily enlarged by increasing the number of 

delays in the feedback.  In other words, a system 

which can not be stabilized by the conventional 

DFC may still be stabilized by GDFC, while early 

results show that GDFC has no advantage over the 

conventional DFC in overcoming the odd number 

limitation [13]. 

2 Chaos and control in hybrid systems 

Hybrid systems are systems which involve both 

continuous-time dynamics and discrete events. 

Hybrid behaviors arise in many situations both in 

man-made systems and in nature. Continuous-time 

systems, which have a phased operation, such as 

walking robots, nonlinear electronic circuits, 

biological cell growth, are well-suited to be 

modeled as hybrid systems, as are the 

continuous-time systems which are controlled by a 

discrete logic, for example, chemical plant 

controlled with valves and pumps, aircraft with a 

switching controller.  

Because of the coupling and interaction of 

discrete and continuous-time phenomena, behaviors 

of hybrid systems can be extremely complex. Even 

relatively simple hybrid systems, such as piecewise 

linear systems, may exhibit very rich and typical 

nonlinear dynamics such as bifurcations and chaos. 

A well-known example of piecewise linear chaotic 

systems is the Chua’s circuit and its extensions [3]. 

There are many other examples. For instance, Chua 

and Lin showed that chaos and fractal phenomena 

could occur in a second-order piecewise linear 

digital filter [4]. Ushio and Hsu [30], and Yu [34] 

analyzed chaotic dynamics in switching control 

systems. Chase et al. [2] analyzed chaotic and 

periodic dynamics in a switched flow model which 
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