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基于特征结构配置的最优结构主动控制及其在土木工程中的应用 
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(哈尔滨工业大学 控制理论与制导技术研究中心，哈尔滨 150001) 
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摘要：考虑了具有最优控制的结构主动控制问题，目的是在系统满足闭环特性的前提下，设计状态反馈控制器
使得系统性能泛函极小化。利用特征结构配置方法提供的自由度，给出了性能泛函的显示参数化表示，从而该
问题转化为带有约束条件的优化问题，参与优化的变量仅为一组参量。并给出了求解该优化问题的算法，该算
法直接基于结构系统矩阵，故其简单性为工程应用提供方便。地震作用下对三层剪切结构建筑模型进行仿真分
析，结果表明本文所提具有结构主动控制方法的有效性。 
关键词：结构系统；主动控制；特征结构配置；地震控制；优化. 

Optimal structural active control based on eigenstructure        
assignment and its applications in civil engineering 

 
Wang Guo-sheng，Duan Guang-ren 

(Center for Control Theory and Guidance Technology, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001) 
 

Abstract: The design of structural active control with minimum control effort is investigated. The aim is to design a 
state feedback controller, such that the closed-loop system has desired eigenvalues and a system performance function is 
optimized. By utilizing design degrees of freedom offered by parametric eigenstructure assignment, a parametric 
expression for the system performance index is presented. Thus the optimization problem is changed into a 
minimization problem with some constraints and the optimized variables are a group of parameters. An algorithm is 
proposed for this minimization and utilizes the original system data, and thus it is simple to use in applications. A 
three-story shearing model under earthquake excitation is analyzed by using the proposed algorithm and the simulation 
results show the effect of this algorithm. 
Key words: Structural system; active control; eigenstructure assignment; earthquake control; optimization. 

 
 

1  引 言  

自从 1972年美国 Yao[1]结合现代控制理论，提
出了土木工程结构振动控制的概念，开创了结构振
动的主动控制研究的历程，结构振动控制从理论到
应用都取得了很大进展。结构振动控制方法按照控
制系统有无能源输入分为主动控制、被动控制、半
主动控制和混合控制等，其中主动控制是一种积极
的抗振手段，具有效果好，适用范围广等优点，成
为国内外相关领域研究的前沿课题[2,3]。近 30年来
应用和发展起来的、适用于土木结构的主动控制算
法主要包括二次型最优控制、独立模态最优控制、
极点配置和滑动模态控制等。极点配置或特征结构
配置作为土木工程结构的主动控制算法之一，虽然
很早被提出，但在土木结构领域中的应用却很少，
可查到的文献仅有[4]。 
本文则把特征结构配置参数化方法[5, 6]和最优
控制问题相结合，引入土木结构领域中，考虑了具
有最优控制力的结构主动控制问题，其目的是设计
状态反馈控制器，使得闭环系统具有希望的极点

                                                        
  基金项目：国家杰出青年基金项目(69925308);  

外，还使得系统性能泛函极小化。利用特征结构配
置方法提供的自由度，给出了性能指标参数化表达
式。把优化问题最终转化为含有约束条件的极小化
问题，参与优化的变量为特征结构配置方法提供的
自由参量。给出了解决该优化问题的方法，该方法
直接基于结构系统矩阵，不涉及系统增广或变换，
其简单性为工程应用提供了方便。最后，应用该算
法设计了地震作用下三层剪切结构建筑模型的状
态反馈控制器，仿真结果表明了本文所提方法的有
效性。 

2  结构系统状态空间模型 

考虑在水平地震地面运动加速度 )(txg�� 作用下 

n自由度的层间剪切型结构模型，其运动方程为 

 )()()()()( 1 txMItHutKXtXCtXM gn �����
×−=++  (1) 

式中 )(tX ， )(tX� 和 )(tX�� 分别为各楼层相对于地面
的位移、速度、加速度向量； )(tu 为 r维控制力向

量； gx�� 为地震地面运动加速度；M , C和K 分别

为结构系统的 nn × 阶质量矩阵、阻尼矩阵和刚度
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矩阵；H 为控制力作用位置矩阵； 1×nI 为 n行元素

均为1的列向量。要求M 和 H 均为满秩，且矩阵
对 ),( 11 HMCM −−− 可控，即 

 nHMsICM nn =−− −
×

− ][rank 11 ， C∈∀s  (2) 

系统(1)的等价状态方程为 

 )()()()( txEtButAZtZ g��� −+=  (3) 

式中 
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选取状态反馈控制律 
 )()()( 10 tFZtXFtXFu =+= � ， ][ 10 FFF =  (4) 

式中 F为 nr 2× 的反馈增益矩阵，反馈控制作用是
状态变量(速度和位移)的线性组合，此时闭环系统
为 
 )()()( txEtZAtZ gc ��� −= ， BFAAc +=  (5) 

3  特征结构配置控制算法 

因非亏损矩阵较亏损矩阵对系统参数扰动具
有良好的鲁棒性，故本文仅考虑闭环系统矩阵 cA

的特征值为互异且自共轭情形，记特征值为
C∈is ， ni 2,,2,1 �= ，其对应的特征向量分别为 iv ，

ni 2,,2,1 �= ，则有 
 icii vAvs = , ni 2,,2,1 �=  (6) 

记 
 ),,,(diag 221 nsss �=Λ , ][ 221 nvvvV �=  (7) 

则方程(6)等价于 
 Λ= VVAc 或 Λ=+ VBFVAV  (8) 

因矩阵对 ),( 11 HMCM −−− 可控，故对矩阵

][ 11 HMsICM −− −− 进行初等变换，可得 nn × 阶单
模阵 )(sP 和 )()( rnrn +×+ 阶单模阵 )(sQ 满足下

式： 

 ]0[)(][)( 11 IsQHMsICMsP =−− −− ， C∈∀s  (9) 

对 )(sQ 进行如下分块： 
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其中 )(11 sQ 为 rn × 阶矩阵。从而有下述定理，它给
出了方程(8)中增益阵 F的参数化表达式，其证明
过程详见文[5，6]。 
定理 1 给定二阶动力学系统(1), 那么 

1) 若矩阵对 ),( 11 HMCM −−− 可控，则矩阵对

),( BA 仍可控的充要条件是存在 nn × 阶单模阵
)(sH 和 )()( rnrn +×+ 阶单模阵 

 







=

)()(

)()(
)(

2221

1211

sLsL

sLsL
sL  (11) 

其中 )(11 sL 为 rn × 阶矩阵，满足下式 

 ]0[)(])()()([)( 11
1

12 nIsLsQsIKMsPsQsH =−+− − ， (12) 

2) 若上述条件成立，那么满足(8)的状态反馈增益
阵 F可如下给出： 

 1−= WVF  (13) 

式中 
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222121
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其中 ig , ni 2,,2,1 �= 是一组 1×r 阶参量，需满足 
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和 

 ji ss = ⇔  ji gg = ， nji 2,,2,1, �=  (17) 

综合上述特征结构配置参数化结果，其优越性
可以归纳为如下几点： 
1) 该方法给出了满足方程(8)的所有状态反馈增
益阵和闭环特征向量矩阵的参数化表示，其含有的
参量可进一步用来满足系统设计中其它性能指标，
如鲁棒性等； 
2) 该方法计算过程中只涉及层间剪切型结构模
型(1)中矩阵M ，C，K和H ，并不涉及增广系统
(3)中矩阵 A和 B，故便于工程应用。 

4  最优结构主动控制设计 

本文考虑的具有最优控制力的结构主动控制
设计问题可如下描述: 给定层间剪切建筑结构系
统 (1)以及一组自共轭且互异的复数 C∈is ，

ni 2,,2,1 �= ，确定形如 (4)的状态反馈控制律
)(tFZu = ，对于任意正定对称矩阵 R，满足下述条

件: 
1) 闭环系统矩阵 cA 的特征值为 C∈is ，

ni 2,,2,1 �= ； 
2) ))((min FPtr ; 

其中正定矩阵 P是下述 Lyapunov方程的解： 

 RFFPAPA T
c

T
c −=+ . (18) 

不难发现，上述优化问题等价于极小化下述二次型
性能指标函数 

 dttRutuI T )()(
0∫
∞

= . (19) 

为求解问题ESA，我们首先给出如下结论：给
定系统 (1)以及一组共轭互异的复数  is , 

ni 2,,2,1 �= , 若矩阵对 ),( 11 HMCM −−− 和 ),( BA

均可控，那么对于任一正定对称矩阵 rrR ×∈ R , 方
程(18)中矩阵 P的解为 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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式中 

)()()()()()( 11
1

222121 iiiiii sKLMsPsQsLsQsM −+=  
 (21) 

矩阵V 由(14)决定； r
ig C∈ , ni 2,,2,1 �= ,为一组

满足(16)和(17)的自由参量。 
若记 )( igVV = ，由(20)易知 

 ))2,,2,1,((tr))(tr( nigPFP i �==  (22) 

式中 )2,,2,1,( nigP i �= 由 (20)给出，从而问题

ESA转化为 
))2,,2,1,,((trmin nisgP ii �= ,s. t. (16)和(17) (23) 

综上分析，问题 ESA 的求解过程可归纳为如
下步骤，我们称之为特征结构配置方法(以下简称
算法 ESA)。 
1) 计算满足(9)的单模阵 )(sP 和 )(sQ ，如(10)对

)(sQ 进行分块； 

2) 计算满足(12)式的单模阵 )(sH 和 )(sL ，如(11)

对 )(sL 进行分块； 

3) 设定 ig ， ni 2,,2,1 �= 的参量表示，根据(14)

和(15)分别计算矩阵V 和W 的参量表达式； 
4) 求解优化问题(23)，确定满足(16)和(17)的一组
参量 ig ， ni 2,,2,1 �= ，将其代回上步计算矩

阵V 和W ； 
5) 根据(13)计算状态反馈增益阵 F。 

5  数值仿真分析 

ABS
 

图1 三层剪切型建筑结构模型 
 

考虑如图 1 所示三层剪切型结构模型[2,3], 该
模型的结构参数取自三层 Benchmark模型，但与标
准 Benchmark 不同的是采用在底层和中间层设置
两个主动拉索控制装置，结构系统矩阵为 

)kg(

981

981

981
















=M ，

s/m)(N

3.43763.26.61

63.27.4563.57

6.613.577.382

⋅
















−
−−

−
=C ， 

(N/m)10

333.1624.1369.0

624.1021.3641.1

369.0641.1741.2
6×

















−
−−

−
=K , 















 −
=

00

10

11

H  

假 设 待 配 置 的 特 征 值 为 is 1432,1 ±−= ，

is 4364,3 ±−= ， is 7296,5 ±−= ，根据算法 ESA 有

如下结果。 
1) 由奇异值分解易算得满足(9)的单模阵 )( isP 和

)( isQ ， 6,,2,1 �=i ，并如(10)对 )( isQ 进行分块; 

2) 由奇异值分解易求得满足(12)的单模阵 )( isH 和

)( isL ， 6,,2,1 �=i ，并如(11)对 )( isL 进行分块; 
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4) 由 matlab 优化工具箱中函数 fmincon 算得优化
问题(23)的优化参数为 
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将其代入第三步，易得矩阵V 和W 。 
5) 根据(13)算得状态反馈增益阵为 
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图 2  Elcentro波作用下无控和 F控制的结构响应比较 

 

 
图 3  Elcentro波作用下无控和 F控制的各层速度比较 

 

为进一步验证算法有效性，选取输入地震波为
El Centro(S00E)波。图 2、3和 4给出了无控和 F控
制结构系统的各层位移、速度和加速度反应曲线，
图 5 给出了相应的控制力时程曲线。仿真结果表
明，El Centro地震输入下本文所提算法对结构的位
移、速度和加速度响应均能起到良好的控制作用。 

 
图 4  Elcentro波作用下无控和 F控制的各层加速度比较 

 
图 5  Elcentro波作用下 F控制的各层控制力时程 

6  结 论 

本文将现代控制理论中的特征结构配置方法
引入土木结构中，考虑了结构系统的最优控制问
题，利用特征结构配置的一种参数化方法，将该问
题转化为含有约束条件的优化问题，并给出了一种
简单有效的算法。最后，将利用该算法设计的控制
器应用于地震作用下的三层剪切结构建筑模型并
进行了仿真分析，仿真结果表明，El centro地震输
入下本文所提算法对结构的位移、速度和加速度响
应均能起到良好的控制作用。 
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探讨用最优控制方法解力学问题 

叶庆凯  刘才山 
（北京大学 力学与工程科学系 北京 100871） 

 

摘要：力学原理有微分类原理和变分类原理两大类。微分类原理的数学表现形式是微分方程，而变分类原理是

一种极值性原理。将力学中的变分类原理与变分法中的直接方法结合起来，就有可能产生一种求解力学问题的

新方法。这种方法完全与微分方程无关。结合平面接触力学问题讨论了这种新方法的实现方案并比较了它与传

统的有限单元方法的优缺点。 

关键词： 接触，优化 

 

The Discussion about Using Optimal                            
Control Method to Solve Mechanical Problems 

 

Ye Qing-Kai  Liu Cai-Shan 
(Department of Mechanics and Engineering Science, Peking University, Beijing 100871, China) 

 

Abstract: The mechanical principals have two kinds of classification in classical mechanics: differential principals and 

variation principals. The mathematic expressions of differential principals are differential equations, and the variation 

principals can be expressed in the form of searching for the extremum of one mathematic function. Combining the 

variation principals in mechanics with the direct methods of variation theory in mathematic, a new method that has no 

any relationship with the differential equations of mechanical system may be induced. To illuminate the scheme of this 

new method implement in mechanical problems, the plane contact problem is discussed in this paper.  Finally, the 

advantages and disadvantages of this new method compared with the traditional finite element method mostly applied 

to solve these complicated mechanical problems are presented. 

Keywords: Contact Problem, Optimization, Variation Method 

 

                                   

1  引 言 

在自然界和工程技术中，物质机械运动的表

现形态是多种多样的。但从力学学科来看，这么

多的错综复杂的机械运动只不过是由为数不多的

几个“基本规律”所制约。也可以这样说，客观

实际中表现出来的如此复杂的机械运动只是为数

不多的几个“基本规律”的逻辑结果。当我们把

力学学科逻辑推理的出发点缩小到最小程度之

后，这个出发点就是我们所理解的“公理体系”，

或简称为“原理”。 

 存在着多种多样的力学原理。它们主要可以

区分为两大类：微分类原理和变分类原理。微分

类原理的数学表现形式是微分方程（常微分方程

或偏微分方程），例如牛顿三定理。物体的真实运

动是这些微分方程的解。因而为获得物体的实际

运动，我们需要在给定的初始条件（对于常微分

方程）或边界条件（对于偏微分方程）下求出这

些微分方程的解。变分类原理是一种极值性原理，

例如最小位能原理，最小作用量原理等。按照这

种原理，力学系统的实际运动（包括静态平衡）

比起与它邻近的某种可能的运动来说，总是使某

种函数或某种泛函取极值。 

 很早以前，就有用变分原理来解力学问题的

研究，并取得了许多著名的成果。例如：圆环上

两点间的最短距离[1]；超音速流动时的最小阻力

形状[2]；共轴放置的两个环支撑的肥皂膜的形状[2]

等。但是，在那个时期，人们对微分方程性质的

本文得到教育部博士点基金资助（20010001011）。 
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了解要比对变分问题的了解深刻得多，而且只在

微分方程形式下才能得到精确的分析解，因而虽

然用的是变分原理，但在解具体的力学问题时，

还是先通过变分法中的 Euler 方程将变分问题转

换成微分方程形式再求解的。这样，事实上，在

那个时期，不论从变分类原理出发，还是从微分

类原理出发，结果都是归结为求解微分方程（常

微分方程或偏微分方程）。 

 但是，实际情况下，处理微分方程的边值问

题一般是困难的，能够得到精确分析解的情况并

不多。可以说，把变分问题归结为微分方程的边

值问题，往往反而把问题复杂化了。 

 二十世纪 60年代以后，随着数字计算机的普

及，一般矢量空间中极值问题求解方法的深入探

讨，非线性领域中快速且可靠的计算方法的提出，

使得变分问题有可能按其原有形式进行处理比转

换为微分方程后再进行处理更方便一些。由此发

展了完全不依赖于 Euler 方程而直接以极小问题

为讨论对象的变分法中的直接方法。 

 将力学中的变分类原理与变分法中的直接方

法结合起来，就有可能产生一种求解力学问题的

新方法。这种方法完全与微分方程无关。由于变

分法中的直接方法最早是在最优控制领域中发展

起来的，这种方法称为用最优控制方法解力学问

题。曾用这种方法求解平板中心有小孔时的应力

集中问题[3]，谐波减速器中柔轮的应力问题[4]，喷

管中的跨音速流动问题[5]。得到了比较理想的结

果。 

 本文以上述几个问题为依托来探讨用最优控

制方法解力学问题的基本步骤并将它与力学问题

的传统解法（有限单元法等）进行比较。 

2  力学中的变分原理 

 对于一个由 N个质点组成的质点系而言，分

析力学的普遍原理是 

0)(
3

1

=−∑
=

iii

N

i
i xmF δ��  

其中 Fi是作用在质点系上的给定力，包括非理想

的约束力；-mi ix��是质点系的惯性力； iδ 是质点

系约束组π 的微变线性空间 ( )πε 中的任一元素，

亦即是任一可能的微位移。如果考虑的是平衡问

题，而且假定作用在质点系上的诸力均是有势的，

则上述原理转化为最小位能原理：在静止的平衡

力学系统的所有容许位移中，真实的位移将使位

能的变分为零。将此原理应用到弹性体这一具体

情况，就有：对一个有势力作用下的保守，完整

的力学系统的平衡问题而言，真实的位移将使位

能的变分为零，即 

δ V = 0 

若平衡是稳定的，则位能 V应取最小值。 

 一般地说，一个弹性体中的总的位能由三部

分组成。一部分是贮存于整个弹性体中的形变能

V1；第二部分是作用在弹性体上的体积力产生的

位能 V2；第三部分是作用在弹性体表面的表面力

产生的位能 V3。 

V = V1 + V2 + V3 

当体积力与表面力给定时，它是位移 u及其梯度

xu ∂∂ / 的泛函。可见，弹性体的平衡问题乃是索
伯列夫空间中的极值问题，它有可能用最优控制

中的计算方法来求解。为了套用最优控制中的直

接方法，希望将指标泛函 V表达为位移 u的函数。

为此我们需要将 xu ∂∂ / 表示成 u的函数。这可以

将弹性体所占据的体积划分为若干个小单元，并

在这些小单元中定义位移 u所服从的变化规律来

达到。对于我们所处理的平面问题，通常可取三

角形单元，并假定在这些单元内部位移 u服从线

性变化规律。 

当然，与有限单元方法不同，这里将弹性体

所占据的体积划分为若干个小单元只是为了将

xu ∂∂ / 表示成 u的函数，而不是为了求解偏微分

方程。 

3  最优控制中的共轭梯度方法 

 从上面的讨论可知，一个平面力学问题可以
提成为一个索伯列夫空间中的带有约束的极值问

题。可以用最优控制中的共轭梯度方法来求解。

其具体步骤如下： 

(1) 在索伯列夫空间中给定一组满足约束的

位移 u0，v0。并置 i = 0；ε >0。 

(2) 计算 V(u0，v0) 及其梯度 u∇ V(u0，v0) 和

v∇ V(u0，v0)。 

(3) 若 [ | u∇ V(u0，v0)|2 + | v∇ V(u0，v0)|2 ]1/2 

<ε ，仃止；否则，令 
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== ’
0

’
0 gh - u∇ V(u0，v0)， 

== ’’
0

’’
0 gh - v∇ V(u0，v0)。 

(4) 进行单维搜索，即计算 *λ >0使得 

{ }),(min),( ’’’’’*’*
i

i
i

i
i

i
i

i hvhuVhvhuV λλλλ
λ

++=++

令 ui+1 = ui+ *λ ’
ih ，vi+1=vi+ *λ ’’

ih  

并计算梯度 u∇ V(ui+1，vi+1) 和 v∇ V(ui+1，vi+1)。 

(5)  若 [ | u∇ V(ui+1，vi+1)|2 + | v∇ V(ui+1，vi+1)|2 ]1/2 

<ε ，仃止；否则，令 

=+
’

1ig - u∇ V(ui+1，vi+1)， =+
’’

1ig - v∇ V(ui+1，

vi+1) 

’’
1

’
1 iii hgh γ+= ++ ， ’’’’

1
’’

1 iii hgh γ+= ++  

              其中: 

’’’

’’’’
1

’’
1

’’
1

’
1 ),(),(

ii

iiiiii

gg

gggggg

+
−+−

= ++++γ  

(6) 置 i =i+1，进行(4)。 

在上述迭代过程中，每次求得位移 ui，vi后，

为保证其满足指定的约束，应在其上作用约束算

子；每次求得搜索方向 ’
ih ， ’’

ih 后，为保证搜索过

程中不破坏约束，应在其上作用投影算子。 

为实现上述计算，需要给出的是在给定了位

移 ui，vi后计算势能及其梯度的方法，以及约束

算子（亦即如何强制位移 ui，vi满足约束）和投

影算子（亦即如何改变共轭梯度方向以保证搜索

过程中不破坏约束）的形式。 

4  新方法的优缺点分析 

(1) 要能使用上述方法，所解的力学问题必

须能表示为某个泛函的极值问题。 

(2) 传统的有限单元方法是一种微分方法，

而新方法是一种积分方法。微分方法给出每一个

局部应满足的方程；而积分方法给出力学系统整

体上应满足的方程。因而用积分方法求出的结果

有可能在某些局部有较大的误差，而其整体性质

却是完全可信的。 

(3) 微分方法归结为求解微分方程（常微分

方程或偏微分方程），因而必须事先给定边界条

件。积分方法归结为求解有约束的极值问题，因

而必须事先给定约束条件，但不必事先给定边界

条件，这特别适用于无法事先给定边界条件的接

触问题和跨音速问题。 

(4) 求解微分方程在采用有限单元方法离散

化后归结为求解线性代数方程组，因而需要求矩

阵的逆。在矩阵维数庞大且为稀疏的时候，为使

其逆仍是稀疏矩阵，必须对有限单元方法中的节

点编号进行精心设计，这成为使用有限单元方法

时的一个极具技巧的问题。求解有约束的极值问

题时，在离散化后归结为反复进行矩阵相乘。即

使矩阵维数庞大且为稀疏，由于我们只须储存矩

阵中的非零元素就可以了，因而对离散化时节点

的编号没有任何要求。 

5  结 论 

 力学原理有微分类原理和变分类原理两大

类。微分类原理的数学表现形式是微分方程，而

变分类原理是一种极值性原理。将力学中的变分

类原理与变分法中的直接方法结合起来，就有可

能产生一种求解力学问题的新方法。这种方法完

全与微分方程无关，而归结为求解有约束的极值

问题，因而必须事先给定约束条件，但不必事先

给定边界条件。这特别适用于无法事先给定边界

条件的接触问题和跨音速问题。 
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Suboptimal LQR Problem:Controller Uncertainty   
and Static Output Feedback Controller    

Xu Xiaojie  
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Abstract: This paper considers the connection between controller uncertainty and static output feedback controller for 
suboptimal LQR problem.Necessary and sufficient conditions for the existence of the suboptimal LQR controller with 
controller uncertainty are given. Based on this , this paper shows how to use the result of suboptimal LQR problem with 
controller uncertainty to solve the static ourput feedback suboptimal LQR problem, and gives necessary and sufficient 
conditions for the existence of the static output feedback LQR controller   
Key words: Optimal control, controller uncertainty, static output feedback. 

 

1  INTRODUCTION  

This paper considers the connection between 
suboptimal LQR problem with controller uncertainty 
and static output feedback (SOF) LQR problem. The 
SOF problem is practically important and theoretically 
appealing (Bernstein 1992, Blondel et al. 1995 and 
Syrmos et al. 1997). Recently, several approaches have 
been made for the SOF problems (Geromel et al. 1996, 
Moheimani et al. 1996, Geromel et al. 1998, Cao et al. 
1998, Cao et al. 1999, Crusius et al. 1999, Benton et al. 
1999, Fridman et al. 2000, Kim et al. 2000,Leibfritz 
2001,Garcia et al. 2003, Leibfritz et al. 2003).   

Xu (2003) presented analytical necessary and 
sufficient conditions for the existence of static output 
feedback  controller.The result of Xu (2003) leads to a 
central solution of the admissible SOF controllers. 

It should be noted that Kucera et al. (1995) presented 
a necessary and sufficient condition for static output 
feedback stabilizable.In Kucera et al. (1995), using the 
algorithm of Geromel and Peres (1985), an admissible  
SOF controller is yielded.However,the convergence for 
the algorithm of Geromel and Peres (1985) remained to 
be proved. 

Also, we note that Keel et al. (1997) showed  that, 
relatively small uncertainties/perturbations in controller  
parameters could even destabilize the consider closed- 
loop system. In order to design controller to be able to  
tolerate some lever of  uncertainty in  its  parameters, 
Yang  et al. (1999) ,Kim et al (1999) and Wu et al. 
(2002) investigated the controller uncertainty problems.    

The main purpose of  this paper is to establish the 
connection between the controller uncertainty and static 
output feedback controller for suboptimal LQR problem.  
Necessary and  sufficient  conditions for the existence 
of suboptimal LQR controller with controller 
uncertainty are given. Based on this and the result of 
Kucera et al. (1995) and the algorithm of Geromel and 
Peres (1985), we give a solution of static output 
feedback suboptimal LQR controller. Necessary and  
sufficient  conditions for the existence of suboptimal 
LQR controller are given. Also, we show that the 

condition of the convergence for the algorithm of 
Geromel and Peres (1985).   
  The organization of this paper is as follows:in Section 
2, we define the problems, and give some preliminary 
results. Section 3 contains the mian results. 

2 DEFINITION AND PRELIMINARIES 

   Consider the controllable-observable linear  time- 
invariant system 

BuAxx +=�               (2.1) 
                Cxy =                   (2.2) 

  where,�Rx ∈ is the state,�Ru ∈ is the control 
input,�Ry ∈ is the measured output. CBA ,, are known  
matrices of appropriate dimensions.Assume that r is less 
than n . 
   Now, let us define the state feedback suboptimal  
LQR problem with controller uncertainty and the static 
output feedback suboptimal LQR problem .  

(1) The state feedback suboptimal  LQR  
problem 

with controller uncertainty:  
Consider the controllable-observable system (2.1)- 

(2.2) under the influence of state feedback of the form  

        )(�)( txKtu = , )(� KKK ∆+=           (2.3)                            
with the cost function  

      ∫
∞

+=�))()()()(()�( dttRututQxtxKJ �� 

where, 0>Q  and 0>R ;a controller K� is said to define 
a suboptimal LQR controller with controller  
uncertainty if  there exists a symmetric positive 
definite matrix X  such that  
  QKKBAXXKKBA �+∆+++∆++ ))(())((  

  0)()( <∆+∆++ KKRKK�                 (2.4) 
for any admissible uncertainty K∆ .The controller 
uncertainty considered here is assumed to be of 
following structure: 

              ��EDK ∆=∆                (2.5) 

where,�D  and �E  are known matrices of appropriate 

dimensions, ∆  is an uncertain matrix satisfying  
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I�≤∆∆                  (2.6) 
with the elements of ∆  being Lebesgue measurable.   
  (2)The SOF suboptimal LQR control problem:     
  Consider the controllable-observable system (2.1)- 
(2.2) under the influence of state feedback of the form 
             )()( tyKtu���=    

with the cost function  

     ∫
∞

+=�))()()()(()( dttRututQxtxKJ �����  

where, 0>Q  and  0>R ; a controller SOFK  is said to 

define a SOF suboptimal LQR controller if there exists 
a symmetric positive definite matrix X  such that 
   QCBKAXXCBKA �������++++ )()(  

   0)()( <+ CKRCK �������       (2.7) 

The following theorem is from Kucera et al.(1995). 
 
Theorem 2.1 There exists a static output feedback   

suboptimal LQR controller iff for a sufficiently small 
scalar ,0>δ there exist real matrices ���K  and M  

such that 

       HXBRCKR ����=+ − )( ���       (2.8) 
  where, X  is the real symmetric positive definite    
solution of  
     0�=+++−+ − IHHQXBXBRXAXA ��� δ    (2.9) 
  It can be assumed without loss generality that    

=C  [ ]���CC −  such that �C  is invertible,and =K  

[ ]���KK − ,where, ���RC ×∈ , �������RC −×
− ∈ , ���RK ×∈ , �������RK −×

− ∈ .  

  Define the set of all admissible SOF controllers as 
{ }stable  asym.  :: CBKAK �������+=Ω  

and the set of all corresponding admissible state 
feedback controllers as 
       { }stable  asym.  :: BKAK�+=Ω  

  Xu (2003) has given a central solution of the 
admissible SOF controllers as follows: 

Theorem 2.2 Suppose that there exists a SF 
controller K  that belongs  to  the  set �Ω , then  

there exists  a SOF controller���K  that belongs to the 

set �Ω iff the set }:{: ��������CCKKK −
−

− ==Ω is not 

empty. 
Moreover, this admissible SOF controller���K  is 

given by  
            �)( −= ����CCKCK  

  Xu [26] has shown that  there exists a stable 
region  near  the central solution of admissible SOF 
controllers if one assign the closed-loop poles to have 
some level stability  margin using  the state feedback 
controller. This result is demonstrated by the following 
example in Xu [26].  
 Example 2.1: Consider  the  system  (2.1)-(2.2) , its  
parameter matrices are as follows: 

, 

1

1

0

0

0

1

 , 

5.112

025.1

108.1
















=

















−−
= BA

  








 −
=

3892.0

7183.0

2.1

2

0

3.1
C  

The above system is controllable-observable and the  
eigenvalues of open-loop system are as follows: 

,4519.10058.2,4519.10058.2 �� ipip −=+=  �p =  ;2885.1  

thus the considered open-loop system is not stable.   
(i) Let the desired closed-loop poles be as follows: 

ip 3800.19023.3�+−= , ip 3800.19023.3�−−= , 

2324.6�−=p . 
Then using MATLAB, we can find a state feedback 

controller as follows:  









−−

−
−
−

=
9218.0

7010.8

9693.6

8646.11

6463.1

4459.11
K  

thus, ≠−��K ����CCK −
−�

.In this time,we compute ���K  

using the formula: 
�)( −= �����CCKCK , then���K  is as 

follows: 







−−

−
=

9845.31228.1

1630.59924.8���K  and the eigenvalues 

of +A  CBK��� are as follows:  

ip 6271.00046.4�+−= , ip 6271.00046.4�−−= ,  

1521.6�−=p . 
Clearly, =∆K �����KCK − is admissible, the static output 

feedback controller ���K  that stabilizes CBKA���+  

is given by 







−−

−
=

9845.31228.1

1630.59924.8���K . 

(ii) Let the desired closed-loop poles be as follows: 
ip 4520.11058.0�+−= , ip 4520.11058.0�−−= ,  

2885.0�−=p .  

Then we can determine a state feedback controller 
as follows: 









−−

−
−
−

=
6040.0

5718.0

0943.1

4851.2

0987.0

1018.4��K  

Thus, ≠−��K ����CCK −
−�,at this time, we still compute ���K  using the formula: �)( −= �������CCCKK , then ���K  is as follows: 








−

−
=

0437.10532.0

0392.10813.2���K and the 

eigenvalues of +A  CBK��� are as follows:  

ip 8905.26505.0�+= , ip 8905.26505.0�−= , 

2972.0�−=p .   

Obviously, =∆K �����KCK −  is not admissible, and 

CBKA���+  is not stable. 

Remark 2.1 From Theorem 2.2 it is evident that if the 
set }:{: ��������CCKKK −

−
− ==Ω is not empty for 

XBRK ��−−= ,where X  is the real symmetric positive- 
definite solution of Riccati equation  (2.9); then an 
admissible SOF controller given by �)( −= ����CCKCK  
leads to a central solution of the SOF LQR controllers. 

3  MAIN RESULT  

  In this section, first, we show that the result displayed 



Proceedings of the 23rd Chinese Control Conference 

 

361 

 

in Theorem 2.1 by Kucera et al. (1995) ignored some 
condition. 
  For a sufficiently small scalar ,0>δ The formula 
(2.4) can be rearranged as follows: 

QXBXBRXAXA ��+−+ −� 

0)()( �� =+−∆+−∆++ −− IXBRKKRXBRKK ���δ  (3.1) 
It is clear that if CKKK ���=∆+ ,then (2.9) equals 

(3.1).Together with Theorem 2.2, if the set �Ω is empty, 

then 0≠−=∆ KCKK���.From the two definitions 

displayed in Section 2, it is necessary that K∆ is 
admissible  for the existence of the suboptimal LQR 
controller with controller uncertainty and the static 
output feedback suboptimal LQR controller. This fact 
has shown that the result displayed in Theorem 2.1 by 
Kucera et al. (1995) ignored the condition that K∆  is 
admissible. 
  Based on the above, we correct the result displayed in 
Theorem 2.1 by Kucera et al. (1995) as follows: 

Theorem 3.1 There exists a static output feedback   
suboptimal LQR controller iff for a sufficiently small 
scalar ,0>δ there exist real matrices ���K  and M  

such that the following two conditions hold.     
(i) XBRCKK �����−+=∆                     (3.2) 

where, X  is the real symmetric positive definite 
solution of  
    0�=+∆∆++−+ − IKRKQXBXBRXAXA ��� δ  (3.3) 
  (ii) K∆  is admissible. 
Moreover, this SOF suboptimal LQR controller is given 
by 

          ��)( −−−= ������CCXCBRK  

Next,let us consider the state feedback suboptimal  
LQR control problem with uncertainty. The solution of 
state feedback suboptimal  LQR control problem with 
controller uncertainty involves the Riccati equation  
  0��=+++−+ − IQEEXBXBRXAXA ����� δρ     (3.4) 

where, ρ  is a positive scalar; 0�>−= ���RDDIU ρ .     
  Now, we can state the necessary and sufficient 
conditions for the existence of suboptimal LQR  
controller with controller uncertainty as follows: 
  Theorem 3.2 There exists a state feedback 
suboptimal LQR controller with  controller uncertainty  
iff  for a sufficiently small scalar ,0>δ there exists a 
symmetric positive definite solution X that satisfies the 
Riccati equation (3.4). 
   Moreover,if this condition is met,the state feedback 
suboptimal LQR with controller uncertainty is given by  

              XBRK ��−−=             (3.5) 
Proof:Sufficiency:Suppose that there exists a symmetric 
positive definite solution X that satisfies the Riccati 
equation (3.4), let ���EDXBRK ∆+−= −� and =�A  

KBA + ,it follows from the square completion that 
KRKQXAXA ����+++  

MXBXBRQXAXA ��∆+−++= −�      (3.6) 

where, �������ERDDEM ∆∆=∆ . 

Note that 0�>−= ���RDDIU ρ  and �������ERDDEM ∆∆=∆  

����������� EEERDDIE ∆∆+∆−∆−= ��)( ρρ  ���EE�ρ≤                                (3.7) 

By considering (3.6) and (3.7),we have 
 KRKQXAXA ����+++  

 QEEXBXBRXAXA �����++−+≤ − ��ρ  

and it follows from (3.4) that 
0<+++ KRKQXAXA ���� 

Necessity: Suppose that  there exists a state feedback  
suboptimal LQR controller with controller uncertainty, 
i.e., there exists a symmetric positive definite matrix 
X  such that 

))(())(( �����EDKBAXXEDKBA ∆+++∆++  

0)()( <∆+∆+++ �����EDKREDKQ            (3.8) 

or 
0)()( <∆++++++ MRKKQBKAXXBKA ��  ��������� EDXBRKXBRKDEM ∆+++∆=∆ )()(   �������ERDDE ∆∆+  

Note 0�>−= ���RDDIU ρ ,it follows from the square 

completion for the above formula that ����������� DRDDIDXBRKEEM ��� )()( −−++∆∆=∆ ρρ  

))()(()( ����������� ERDDIDXBRKXBRK ∆+−+−+× −ρ  

))())((( ��� �������� EXBRKRDDIRDDI ∆++−−× −ρρ  

)()()( ��� RKXBDRDDIDRKXBEE ����������� +−++≤ −ρρ  

and 

)()()(

)()(

)()( ���RKXBDRDDIDRKXB

EERKKQBKAXXBKA

MRKKQBKAXXBKA �������� ������� +−++
++++++≤
∆++++++

−ρ
ρ  

Thus, we conclude that there exists a symmetric 
positive definite matrix X  such that (3.8) holds if  
there exists  a symmetric positive definite matrix X  
such that 

0)()()(

)()( ���=++−++
++++++

− IRKXBDRDDIDRKXB

EERKKQBKAXXBKA ������������� δρ
ρ

 

or 
0��=+++−+ − IQEEXBXBRXAXA ����� δρ  

XBRK ��−−=  
where, ρ  is a positive scalar; 0�>−= ���RDDIU ρ . � 

Next,we establish a connection between the controller 
uncertainty and static output feedback controller for 
suboptimal LQR  problem , and show how to use the 
result of suboptimal LQR problem with controller 
uncertainty to solve  static output feedback suboptimal 
LQR problem. 
  Theorem 3.3 Suppose that there exists a factorisa- 
tion of =−=+=∆ −− ))(( ��ICCCCKXBRCKK �������  ��ED�∆ , where, XBRK ��−−= and X  is a symmetric 

positive definite solution to (3.2) and (3.3). Then there 
exists a SOF suboptimal LQR controller iff  there 
exists a symmetric positive definite solution to the 
Riccati equation (3.4) for any admissible controller 
uncertainty K∆  that satisfies (2.5) and (2.6). 
  Moreover, this SOF suboptimal LQR controller is 
given by 
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          ��)( −−−= ������CCXCBRK  

It is clear that Theorem 3.3 does not say how to 
determine the real matrices�D and �E . However, In 

Kucera et al. (1995), the algorithm of Geromel and 
Peres (1985) is used to iterate the Riccati equation (3.3) 

up until a controller uncertainty HRK���−=∆  is found 

that satisfies the constraint (3.2).This algorithm can be 
used to determine the real matrices�D and �E . 

  Step 1:Fix the two weighting matrices Q and R ,    
a sufficiently small positive scalar δ , set 0=i , and 

0=∆�K . 

  Step 2:Solve the equation 
  0�=+∆∆++−+ − IKRKQXBBRXAXXA ��������� δ  

for iX  symmetric positive definite. 

  Step 3:Set �+∆�K ))(( ��ICCCCXBR ����−−= −−  

increase i  by 1 and go to Step 2. 
If �,,, ���KKK ∆∆∆  converges ,say to �K∆ ,and �K∆  

is admissible, then the sequence �,,,���XXX  

converges, say to X , the both (3.2) and (3.3) are 
satisfied for  
           ��)( −−−= ������CCXCBRK  

and �K∆  is given by  

       �K∆ ))(( ��ICCCCXBR ���−−= −− . 
  Moreover, we factorize K∆ as follows: 
     �K∆ ))(( ��ICCCCXBR ���−−= −− ��ED�∆=  

where,�∆ is constant matrix that satisfies  

                   I�≤∆∆�� 
Since �K∆  has the same structure as K∆  that satisfies 

(2.5) and (2.6), the real matrices�D and �E  are 

obtained using the above algorithm. 
Proof of Theorem 3.3: Sufficiency:suppose that there 
exists a symmetric positive definite solution to the 
Riccati equation (3.4) for any admissible K∆ ��ED ∆= . 

By Theorem 3.1, +A CBKAKKB ���+=∆+ )(  is asym. 

stable for CKKK ���=∆+ with XBRK ��−−= and =���K  ��)( −−− ���CCXCBR .   
  Using the same argument as in the sufficient part of 
the proof of Theorem 3.2, we obtain 
          0<+++ KRKQXAXA ���� 

or 
      QBKAXXCBKA �������++++ )()(  

      0)()( <+ CKRCK ������� 

  Necessity: suppose that there exists a SOF  
suboptimal LQR controller , then there exists a 
symmetric positive definite matrix X such that 
   QCBKAXXCBKA �������++++ )()(  

   0)()( <+ CKRCK �������                

Note that the above formula equals the following one 
))(())(( �����EDKBAXXEDKBA ∆+++∆++  

0)()( <∆+∆+++ �����EDKREDKQ  

if �����EDKCKK ∆=−=∆  is admissible. 

Using the same argument as in the sufficient part of the 
proof of Theorem 3.2, we conclude that there exists a 
symmetric positive definite matrix X  such that  
  0��=+++−+ − IQEEXBXBRXAXA ����� δρ     

and the state feedback suboptimal LQR with controller 
uncertainty is 

XBRK ��−−=  
If ����EDICCCCKK ∆=−=∆ − ))(( �is admissible,then  

one solution to the SOF suboptimal LQR controller is 
            �)( −= �����CCKCK . � 
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