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Hybrid Control of a prototypical nonholonomic system 
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Abstract:In this paper we present a simple hybrid control for stabilization of a prototypical nonholonomic system, the 

computer simulation is provided to verify the efficiency of this hybrid control. 
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1  Introduction 

Nonholonomic systems most commonly arise in 

finite dimensional mechanical systems where 

constrains are imposed on the motion that are not 

integrable in the sense that the constant can not be 

written as time derivatives of some smooth function 

of the generalized coordinates. Nonholonomic 

control systems result from formulations of 

nonholonomic systems including control inputs, 

which have been studied extensively in the 

literature. An important feature of such nonlinear 

control systems is that such control problem is not 

amenable to methods of linear control theory, and 

more than that, even the conventional theory of 

nonlinear control systems fails to treat some of 

nonholonomic control problems. For instance, quite 

a lot of nonholonomic systems can not be stabilized 

by time invariant smooth state feedback due to a 

famous result on necessary condition for 

stabilization by Brockett [1]. To overcome this 

problem, several approaches have been proposed to 

stabilize the origin of (1) in the literature. Typical 

among these are discontinuous time invariant 

feedback control, time varying feedback control, 

and logic-based hybrid feedback control methods 

[2-6]. 

In this paper we consider the following well 

known nonholonomic integrator which is derived 

from wheeled mobile robot model: 

 

 







=
=
=

21

22

11

uxz

ux

ux

�
�
�

                   (1) 

Our hybrid control is simpler comparative to the 

hybrid and periodic feedback control proposed by 

[5] and the logic-base switching proposed by [6] 

2 A hybrid control design for non- 
holonomic integrator 

The purpose of this paper is to design a feedback 

hybrid control law [ ]Tuuu 21 ,=  to stabilize the 

origin of (1), where [ ]Tuuu 21 ,= is designed to be 

of the following form 

xu tptp )()( Α= , }3,2,1{∈p ,         (2) 

where ))(),(()( tptxtp ζ=+ is transition or 

switching function between the given control laws, 

which is right continuous. Our control designed is 

in fact a logic based hybrid control. 

Let the control matrices be of the form 
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Then switching among these three control 

matrices is determined by the transition 
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function defined as follows: 

1))(),(()( ==+ tptxtp ζ , if 2)( =tp  and 

 
2

4 xz ≥                            (4a) 

2))(),(()( ==+ tptxtp ζ , if 1)( =tp  or 3 ,  

and 
22

xzx ≤≤−                  (4b) 

3))(),(()( ==+ tptxtp ζ , if 2)( =tp  and  

2
4 xz −≤                           (4c) 

Note that for initial conditions ),( zx satisfying 

0=x the above control with the transition law 

(4a)-(4c) can not stabilize the origin, therefore for 

such initial conditions one first design a control law 

to drives the initial conditions away from the 

z -axis. For instance, one can let 

[ ] 0, 21 ≠= Tccu for a while then convert to the 

transition law (4a)-(4c) 

Finally, for initial conditions 

))0(),0(( zx satisfying 
2

)0(4)0( xz ≥ , the initial 

discrete state is taken to be 1)0( =p ; for initial 

conditions ))0(),0(( zx satisfying  

22
)0(4)0()0(4 xzx <<− , 

the initial discrete state is taken to be 2)0( =p ; 

and for ))0(),0(( zx satisfying 
2

)0(4)0( xz −≤  

the initial discrete state is taken to be 3)0( =p . 

To see this hybrid control works well, let us proceed 

with the following discussions.  

1. If
2

4 xz ≥ , take xu 11 Α=  then we have 
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The general solution with initial 

condition ( )210 ,, ccc  is  

tctcx sincos 101 += ,  tctcx cossin 102 +−= , 
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2. If
22

xzx ≤≤− ,  take xu 22 Α= ，then we 

have 
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The general solution with initial 

condition ( )210 ,, ccc  is  

tectecx tt ββ αα sincos 101 −= ,  

tectecx tt ββ αα cossin 102 += ,  and 
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3. If
2

4 xz −≤ ，take xu 33 Α= , we have 
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and the general solution is  

tctcx sincos 101 −= ,  tctcx cossin 102 +=  
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From above formulas one can prove the asymptotic 
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stability of the closed loop system when hybrid 

control is applied, the proof overloaded with details 

is omitted here. For details see [7]. 

3  Computer Simulation 

Note that the four surfaces 
2

4 xz =  , 
2

xz = , 

2
xz −=   and 

2
4 xz −=  play the role of 

making transition among the different control laws. 

To demonstrate that the hybrid control designed 

does work well, let us take initial value 

))0(),0(( zx  = (1,1,10), 1)0( =p  for instance, 

and let a =-1,ß= 1, the simulation is illustrated in 
the following figures.  
 

 
Fig.1  The four transition manifolds (surfaces) 
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Fig.2  The trajectory tends to the origin in state space. 
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Fig.3  The projection of the trajectory onto 

the 1x 2x plane. 

The solid line indicates the dynamics of the 

controlled system with xu 11 Α= , and  the dashed  

line indicates the dynamics of the control system 

with control xu 22 Α= . 

 

4  Conclusion 

We have given a logic-based hybrid control law 

which is simpler than the other control laws 

designed for this nonholonomic integrator. We 

provide a computer simulation to demonstrate the 

efficiency of this control law , As for the rigorous 

proof, we are developing a general theory [7 ]that 

includes the result of this paper as a special case. 
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摘要：论文考虑一类不确定性半马尔可夫控制过程（SMCP）在参数相关或不相关时的鲁棒控制问题，重点研究

了全局优化方法在其最优鲁棒控制策略求解过程中的应用。针对参数（策略）空间离散和连续两种情况，分别

采用了不同的全局优化算法，即模拟退火算法和填充函数法，进行求解。数值例子说明，全局优化方法保证了

平均准则和折扣准则下的计算结果之间当折扣因子趋近于零时的极限关系成立。

关键词：半马尔可夫控制过程；最优鲁棒控制策略；全局优化；模拟退火算法；填充函数法 

Solution of Optimal Robust Control Policy for Semi-Markov          
Control Processes Based on Global Optimization 

Liu Chun   Tang Hao   Gao Jun 
(School of Computer and Information, Hefei University of Technology, Heifei, 230009) 

 

Abstract: In this paper, we consider robust control problems for a class of semi-Markov control processes (SMCPs) 

with dependent or independent uncertain parameters, and focus on the application of global optimization methods to 

derive the optimal robust control policy. Different global optimization methods, such as simulated annealing and filled 

function approaches, are adopted respectively in the cases of both discrete and continuous parameter (or policy) spaces. 

The numerical examples show that, with the application of these global optimization methods, an average-cost problem 

is the limitation of a discounted problem as the discount factor goes to zero. 

Key words: semi-Markov control processes; robust control policy; global optimization; simulated annealing; filled 

function 

 

1 引 言
实际中的许多序贯决策问题，都可模型化为半

Markov 控制过程（SMCP），其性能分析和优化是

当前离散事件动态系统（DEDS）领域的一个研究

热点。近来，文献[1]首次提出并建立了 SMCP 的

性能势概念和理论，给出了 SMCP等价无穷小生成

子的定义，指出 SMCP通过适当转换可以看作是一

个等价 Markov 控制过程（MCP），并证明 SMCP

的平均模型是折扣模型当折扣因子趋于零时的极

限。殷保群博士随后也给出了类似的结果[2-3]。于

是，可以发展一些基于性能势的优化算法，如策略

迭代和梯度方法等[1-3]。但是，实际的半Markov系

统有时面临两个问题：一是系统模型参数确定，但

不全知；二是由于干扰摄动等原因，系统模型参数

本身不确定。这两种参数不确定性，最终导致等价

无穷小转移速率不确定。因此，基于系统精确参数

的优化方法不再适用。尽管实际系统存在不确定

性，但系统参数的变化范围一般是有界并可知的，

因而考虑其鲁棒控制问题是一项有意义的研究工

作，即考虑在系统参数变化有可能取最坏值的情况

下如何采取最优控制策略问题，以得到极坏情况下

的最优性能值。 

文献[4]在文献[5]的基础上，讨论了一类遍历的

MCP 基于性能势的策略迭代算法，以求解不确定

参数不相关条件下平均代价 MCP的最优鲁棒控制

策略，根据文献[1,2]，其结果可拓展到平均或折扣
*合肥工业大学中青年科技创新群体计划和安

徽省优秀青年科技基金资助(04042044) 
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准则 SMCP在参数不相关时的鲁棒控制问题；文献

[6]讨论了参数相关情况下，SMCP在平均准则和折

扣准则下的鲁棒控制问题。理论上，仅用局部优化

求解多极值鲁棒控制问题一般得不到较好的结果，

也不能反映文献[1]中描述的平均准则和折扣准则

之间当折扣因子趋近于零时的极限关系。因此，本

文结合文献[4,6]，运用全局优化算法，分析了参数

在相关和不相关时，两种准则下 SMCP基于性能势

的最优鲁棒控制策略求解过程，通过实例说明了全

局优化在研究折扣准则和平均准则之间关系中的

重要作用。 

2 问题描述和基本理论

五元组 ( ) ( )( ), , , , ,v v
tX X D Q t fθ θ= Φ 表示

一个 SMDP，其中 vf 的定义同文献[7]，其它各符

号的定义同文献[6]。在 ( )X θ 的一条样本轨道上，
对任意 1[ , )n nt T T +∈ ，令 1t nY X += ，则 ( )X θ 的平均
性能准则定义为无穷水平平均代价的期望值： 

( ) ( )( ){ }0

1
lim , ( )

T
v

t t s
T

E f X Y v X t dt v
T

η θ
→∞

= , , ∈Ω .∫  

由文献[1]， ( )X θ 的折扣性能准则定义为如下无穷
水平总折扣代价的期望值： 

( ) 00
( , ) lim , ( )
�Tv t

t t t
N

i E e f X Y v X dt X iα
αη θ α −

→∞
 = , | =  ∫  

这里 0α > 是折扣因子，不失一般性，本文中令
[0, ], 0a aα∈ > 。记 ( ) ( ) ( )( )1, , , ,v v v M

τ

α α αη θ η θ η θ= L 。

“τ ”在本文中表示转置。对任意 0α ≥ ，定义矩
阵 ( ) 1( ( )) ( ( ))v v v

aA I H I Qα αθ α θ θ−= − − 1，其中各符号

的定义同文献[6]。 ( )vAα θ 即为 SMDP的等价无穷小
生成子。定义 µ ( )( )vv vf P f eαα θ= e , 0α > ，其中
各符号的定义同文献[7]。

假设在任意 sv ∈Ω 下， ( )X θ 都是遍历的，且
( )X θ 的稳态分布为向量 ( )v

απ θ ，则 ( )v
απ θ 为方程 

( ) ( ) 0, ( ) 1v v vA eα α απ θ θ π θ= =         (1) 

的唯一解。定义 ( ) 1

, [0, ]
max ( ( , ))v v

i a
h iαα

λ θ θ −

∈Φ ∈
= ，其 

中 ( , )vh iα θ 的定义同文献[6]。对任一 0α ≥ ，定义 

( )( ( ) ( )) ( )v v v v vI A e g fα α α αα θ λ θ π θ θ− + =   (2) 

                                                        �定义过程根据文献[2]，并且易证其定义同曹希仁教授的定义本质上等
价[1]。 

为 SMCP 在策略 v下的 Poisson 方程[7]， ( )vgα θ 是
性能势向量。根据文献[1,7]，有 

( ) ( ) ( ), 0v v v vf A gα α α αη θ θ θ α= + ≥  (3) 

 在一些实际的半Markov系统中，对一个固定

的策略 v，参数θ 是固定且未知的或是随时间慢变
化的。假设决策者确知在任何策略 sv ∈Ω 下，参
数θ 的实际变化范围在集合 vΘ 上，他需要考虑当
θ 的取值最不利于系统获得最佳性能值时选择策 

略 v∗ ， 以 满 足 ( )arg min max��v

v
v α

θ
η θ∗

∈Ω ∈Θ
∈ 或

( )arg min max��v

v
v

θ
η θ∗

∈Ω ∈Θ
∈ 。 

3 全局优化在最优鲁棒控制中的应用

鉴于平均准则是折扣准则的特例，以下仅讨论

折扣准则最优鲁棒控制问题。 

对于一个具有M 个状态的系统，求解最优鲁

棒控制策略问题可分为两个子问题。 

问题一是对给定的策略 sv ∈Ω ，确定一个最不
利于系统获得最佳性能值的参数 v vθ ∈Θ ，满足 

 ( )arg max�v v
α

θ
θ η θ

∈Θ
∈    (4) 

通过方程(4)建立策略 v 与 ( )v v
αη θ 的一一对应关 

系。记 ( )v v
αη θ 为 � v

αη 。 

 问题二是根据求解问题一得到的性能值，寻求

一最优鲁棒控制策略 v∗，满足 �arg min�vv
v αη∗

∈Ω
∈ 。 

 在求解最优鲁棒控制策略问题的两个子问题

中涉及寻求满足最优值条件的参数（或策略）。若

是单极值问题，可用局部优化算法求解；若是多极

值问题，必须采用全局优化算法求解，否则无法寻

得较为理想的策略，其对应的性能值也无法反映文

献[1]中描述的平均准则和折扣准则之间的关系。对

于离散参数（或策略）空间，可采用模拟退火算法

进行全局优化[8]；对于连续参数（或策略）空间，

可采用填充函数法进行全局优化[9]。 

3.1 不相关不确定参数最优鲁棒控制策略求解 

在不相关不确定参数条件下，根据文献[4]，最

优鲁棒控制策略可通过策略迭代算法求解。首先构

造下列算法，记为算法一。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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(1) 任选一可行的 vθ ∈ Θ ，求得其对应的无穷小
转移速率矩阵 vAα。 

(2) 利用 vAα 根据方程(1)，求解对应的平稳分布
v
απ ，再根据方程(2)来求解对应的性能势 vgα 。 

(3) 求一 { }arg max�v vA gα α
θ

θ
∈Θ

∈% ，并求得其对应的 

转移速率矩阵 vAα
%。 

(4) 若 v vA Aα α=% ，则停止；否则令 v vA Aα α= %，转(2)。 

再构造下列策略迭代算法，记为算法二。 

(1) 任选一初始策略�v Ω∈�，调用算法一，得到
与��v

αη 对应的�� vAα 和
�� vgα ，并计算
��v

αη ；令 0=k 。 

(2) 求一个 { }1 �arg min max ���vv v
k

v
v f A gα α α

θ
+ ∈Ω ∈Θ

∈ + 。 

(3) 针对策略�+�v 调用算法一，得到与���vαη + 对应的���vAα
+ 和���vgα

+ ，并计算���vαη + 。 

(4) 若�� ���v v
α αη η+ = ，则停止；否则，令 �: +=��vv ，

1: += kk ，转(2)。 

在算法一的(3)和算法二的(2)中，若涉及全局优

化问题，在离散参数（或策略）空间上，可以用模

拟退火算法(SA)来求解。 

SA算法是基于Monte Carlo迭代求解策略的一

种随机寻优算法。若将 SA应用在算法二第(2)步的

求解中，其一般步骤是： 

(1) 给定初温 0t ，随机产生初始策略 0v ，令 0k = ； 
(2) 由策略 kv 以随机方式在策略空间中产生新策略 jv ； 

(3)若 � �min{1,exp[ ( ( ) ( ))/ ]} [0,1]��v v
ki i t randomα αη η− − ≥

满足，则令 :k jv v= 。其中， � ( )v iαη 表示性能值向量

的第 i分量； 

(4) 若抽样稳定准则满足，转到(5)，否则，转到(2)； 

(5) 若算法终止准则满足，则停止；否则，由 kt 退

温至 1kt + ，并令 1: += kk ，转到(2)。 

3.2 相关不确定参数最优鲁棒控制策略求解 

首先定义性能指标 ( ) ( ) ( )v v v
α α αη θ ω θ η θ= 。

这里 ( ) ( ) ( )( )1, , , ,v v v Mα α αω θ ω θ ω θ= L ，其中

( ), [0,1]v iαω θ ∈ 且 ( ) 1v eαω θ = 。即 ( )v
αη θ 是每个

状态代价的加权平均。用 ( )v
αη θ 替代上述问题一、

二中的 ( )v
αη θ ，直接进行极小极大优化。对于问题

一和问题二中可能出现的全局优化情况，在连续参

数（或策略）空间上，我们考虑用填充函数法求解。 

填充函数是在获得一个局部极小点后根据该

点构造的一个辅助函数。若在问题二的求解中应用

填充函数法，其一般步骤是：由任一初始策略 0v 出

发对 � v
αη 局部极小化，得局部极小点 *

1v 。记��*
1 1

� �( ) { | }vv
sS v v α αη η= ∈Ω ≥ ，
��*

2 1
� �( ) { | }vv

sS v v α αη η= ∈Ω < 。
构造填充函数 ( )U v 具备下述性质：(a) *

1v 是 ( )U v

的一个极大点；(b) ( )U v 在 *
1 1( )S v 中没有极小点或

鞍点；(c) ( )U v 在 *
2 1( )S v 中肯定有极小点。以 *

1v 的

邻近点为初始点极小化 ( )U v ，得 *
2 1( )v S v∈ 。再

从 v 出发极小化 � v
αη ，得到 2v∗。从 2v∗点出发重复上

述过程，直至算法终止条件满足，最终求得全局最

优点 v∗。 

4 实例分析 

考虑一个具有M 个状态的系统，其过程在任

一状态下的逗留时间服从K阶超指数分布。定义

下标 , {1,2, , }i j M∈ L ， {1,2, , }l K∈ L 。策略 [ ]ilv µ= ， 

其中 [0.5,20]ilµ ∈ 。参数 [ ]ilθ θ= ，且
1

1
K

il
l

θ
=

=∑ 。 

( ), 1 exp( )v
ij il i iF t T t eθ θ= − 为状态 i 下的逗留时

间 分 布 ， 其 中 1 2( , , , )i i i iKT diag µ µ µ= − − −L ，

1 2( , , , )i i i iKθ θ θ θ= L 。 嵌 入 链 的 转 移 矩 阵

( ) ( )v v
ijP pθ θ =  ，其中 

1

1

1

exp( / )
, 1

( ) (1 exp( ))

1 , 1

K

il
l

K
v
ij il

l

ij
j i

j
j i

p M

p j i

µ

θ µ

=

=

≠ +

 −
 ≠ += + −

 − = +

∑

∑
∑

。 

性能函数 [ ]( , ( ))vf f i v i= ，其中 

1 1

( , ( )) ln[(1 ) ] /(2 )
K K

il il
l l

f i v i i iµ µ
= =

= + + ×∑ ∑ 。 

 最优鲁棒控制策略的两个子问题，在本例中，

问题一是单极值优化，问题二是多极值优化。 

a、参数不相关计算结果

 取 5M = , 3K = ，参数θ 中每一行 iθ 相互独立， 

1 [0.1,0.3]iθ ∈ ， 2 [0.2,0.4]iθ ∈ ， 3 [0.4,0.6]iθ ∈ ，

用策略迭代法求解最优鲁棒控制策略。在算法一中

用梯度投影法进行优化计算；在算法二中用 SA法
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进行优化计算，为此将策略 v的取值空间按步长

0.1离散化，即 {0.5,0.6, , 20}ijµ ∈ L 。结果如图 1。 

b、参数相关计算结果

 取 5M = , 3K = ，要求参数θ 中 ,i j i jθ θ= ≠ ，

1 [0.1,0.3]iθ ∈ ， 2 [0.2,0.4]iθ ∈ ， 3 [0.4,0.6]iθ ∈ 。

在问题一中用梯度投影法进行优化计算；在问题二

中用填充函数法进行优化计算，构造填充函数 �*|| || � �( ) exp( ) arctan[ ( )]�vvnv v
U v B B h

B
α αη η−= − ⋅ − + [8]， 

其中 B是一适当大的正数， h是一小正数， *
nv 是

某 个 局 部 极 小 点 。 当 取 权 向 量 分 别 为

( ) ( )0.5,0.5v
αω θ = 和 ( ) ( )1,0v

αω θ = 时，结果如图 2。 
 

 

 

 

 

 

 

 

图 1 参数不相关计算结果

 

 

 

 

 

 

 

图 2  参数相关计算结果 

上述在相关和不相关不确定参数条件下的计算结

果表明，通过在最优鲁棒控制策略求解过程中合理

地应用全局优化算法，通常可以得到较为理想的结

果，能够很好地反映文献[1]中描述的平均准则和折

扣准则之间关于折扣率的变化关系。 

5 结 论

 本文针对一类具有相关或不相关参数的不确

定性 SMCP鲁棒控制问题，分析了全局优化方法在

其最优鲁棒控制策略求解过程中的重要作用，并通

过实例进行了验证。由于半Markov模型可用来描

述实际生活中的很大一类离散事件动态系统，本文

关于应用全局优化方法求解最优鲁棒控制策略问

题的分析对这类实际系统的设计和可靠运行具有

一定的参考价值，有利于用来提高系统的管理水平

和生产效率。 
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摘要: 在 Markov 性能势基础上讨论了一种基于强化学习的马尔可夫决策过程（MDP）优化方法。本文通过

MDP 的一个一致化链和 Markov 性能势的神经元网络逼近，重点研究了 Critic 模式下的一种神经元动态规划

（NDP）优化方法，给出了用于平均代价准则和折扣代价准则 MDP 优化的参数化 TD(0)学习规则和参数改进

公式，并讨论了基于性能势的逼近策略迭代算法。文中最后给出一个数值仿真实例，实验结果表明平均准则下

的 NDP优化方法是折扣准则当折扣因子趋近于零的极限情况。

关键词：马尔可夫决策过程; 性能势; TD(0) 学习; 神经元动态规划

The NDP Optimization of Markov Decision Processes Based          
on TD(0) Learning and Performance Potentials 

Yuan Jibin, Tang Hao, Han Jianghong 

(School of Computer and Information, Hefei University of Technology, Hefei 230009) 

 

Abstract: We discuss the reinforcement learning-based optimization methods of Markov decision processes (MDPs) 

using the Markov performance potentials. By one uniformized chain of a MDP and the approximation representation of 

performance potentials with a neural network, we focus on the critic model of neuro-dynamic programming (NDP) 

methodology. We derive parameterized TD(0) learning rules and parameter-updating formula for both average criteria 

and discounted criteria problems, and discuss the potential-based approximate policy iteration algorithms. Finally, a 

numerical example is provided, and the results show that the average-cost criteria is the limitation of discounted-cost 

criteria as the discount factor goes to zero for our NDP optimization.  

Key Words:  Markov decision processes, performance potentials, TD(0) learning, neuro-dynamic programming 

 

1 引 言 

马尔可夫决策过程（MDP）可以用来描述一

类序贯决策、控制问题，在系统模型参数已知时，

其最优控制策略可以用数值迭代或策略迭代等数

值算法来求解�����。性能势理论的建立为马尔可夫
决策过程的性能分析和优化开辟了一条新的途

径�����，定义在随机过程样本轨道上的性能势可以
看作是 Poisson 方程的解，本质上同即时代价、

相对代价以及 bias的概念相同�����，可以发展一些
基于理论计算或仿真的优化算法���	�。当系统状态
空间很大时，要利用计算机来精确地求解性能势

或用查表法来表示性能势，无论是在计算时间上

还是在存储空间上一般是不可行的。建立在强化

学习（RL）基础上的神经元动态规划（NDP）方

法为解决这类问题提供了一个有效的途径。强化

学习是人工智能领域的一个重要研究方向，学习

单元通过与环境接触取得控制经验并改善控制行
为。 ( )TD λ 学习是强化学习中一种常用的学习方
法，有着以概率 1收敛以及在线学习速度快的优
点。 (0)TD 作为 ( )TD λ 学习算法的一种特例，文
献[10]详细讨论了其性质。神经元动态规划由

MIT的 Bertsekas D P 和 Tsitsiklis J N于上个世

纪九十年代正式提出，是解决大规模离散事件动

态系统（DEDS）优化问题的一种有效方法。

文献 [8]研究了 Critic 模式下，基于

Monte-Carlo仿真和性能势逼近的半Markov决策

过程（SMDP）优化问题；文献[9]讨论了 Actor
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模式下，MDP基于其一致化链的单样本轨道仿真

和随机策略逼近的一种 NDP 优化方法；文献[7]
提出了将 (0)TD 学习用于估计性能势的思想。以

此为基础，本文结合 NDP方法和性能势理论，研
究了平均代价准则和折扣代价准则下基于 (0)TD

学习的 MDP 优化问题，同时给出了相应的优化

算法和仿真实例。 

2 问题描述 

一个有限的 Markov 决策过程由五元组

( , , , ( ), )v v
tX X D P t f= Φ 定义。这里{ ; 0}tX t ≥ 是

一个Markov过程； {1, 2,... }MΦ = 为有限状态集；

D为紧致行动集， ( )v i 为在状态 i时所采取的行

动, ( )v i D∈ ，i ∈Φ；所有确定性平稳策略集合定

义为 ( ){ }(1) (2) ( ) , ( )s v v v v v M v i DΩ = = , , , ∈L ；

( )vP t 为 X 的状态转移矩阵；定义策略 v下的性

能函数为 [ ]( ( ))vf f i v i= , ， ( ( ))f i v i, 表示过程在状

态 i采取行动 ( )v i 时的性能值。对固定策略v，记

0 1 2�n TX X n= , = , , ,L , 0 1 nT T T, , ,L 为随机过

程转移时刻，则{ }0nX n, ≥ 是{ }0tX t, ≥ 的嵌入

Markov链，其转移概率矩阵记为 [ ( ( ))]v
ijP p v i= ，

{ }1( ( )) ( )ij n np v i P X j X i v i D+= = | = , ∈ 。X 的平

均性能准则定义为无穷时段平均代价的期望值

0

1
lim { ( , ( ( ))) },

Tv
t sT

E f X v X t dt v
T

η
→∞

= ∈Ω∫
X 的折扣性能准则定义为如下无穷时段总折扣
代价的期望值

00
( ) [ ( , ( )) | ]v t

t ti E f X v X dt X ie α
αη α

∞ −= =∫
其中 , si v∈ Φ ∈ Ω 这里 0α ≥ 是 X 的折扣因子，

记 [ (1), (2),..., ( )]v v v v M τ
α α α αη η η η= ，符号“τ ”在文

中表示转置。假设在任意 sv ∈ Ω 下，X 都是不可 

约的，即遍历的。记 X 的无穷小转移速率矩阵为

vA ，则 )())(,),1((diag IPMA vvvv −⋅= λλ � ，其

中 I 为单位阵， 0)( >ivλ 是Markov过程在状态 i

采 用 行 动 )(iv 时 的 平 均 转 移 率 。 令

,max { ( )}v
i v iλ λ= ，且 (1/ )v vP A Iλ= +% ，可以定义

X 的一个一致化链 ( , , , , )v v
nX X D P f= Φ % [8]。X 的

平均性能准则定义为 

0

1
lim ( ( , ( )))

Nv
l l

N l
E f X v X

N
η

→∞ =
= ∑  

折扣性能准则定义为[7] 

0
0

( ) (1 ) [ , ( )) | ]lim (
N

v n
n n

N
n

i E f X v X X i
αβ α αβ βη

→∞ =

= − =∑

这里， /( )α λ λ αβ += 为 X 的折扣因子，记 

[ (1) (2) ( )], ,...,v v v v M
α α α α

τ
β β β βη η η η=  

则对于 MDP X 的优化问题可以转化为相应的一

致化链 X 的优化问题来研究。优化目标是在 sΩ

上寻找一个最优策略 v∗满足 

arg min v

v s
v η∗

∈Ω
∈ 或 arg min v

v s
v

αβη∗

∈Ω
∈ 。 

3 基于 TD(0)学习的 NDP优化

应用NDP方法解决Markov决策过程的优化

问题主要是利用神经网络结构来逼近性能值或逼

近策略，当逼近性能值时是把神经网络作为评判

器（Critic模型）；当逼近策略时是把神经网络作

为行动器（Actor模型）。NDP方法的基本思想是

选择参数数目比系统状态数少的网络逼近结构，

以节省计算机存储空间，并利用样本轨道的仿真

来估计有关数值，对神经网络的逼近质量做出改

进，再通过特定的优化机制来更新当前策略。本

文采用的是 Critic模型，用于逼近性能势。 

性能势理论提出和完善为我们解决 MDP 的

优化问题提供了新的手段。在性能势理论中，一

个策略是最优的当且仅当下式成立： 

1 arg min{ }��vv v
k

v
v f gP

αα ββ+ ∈Ω
∈ + %      （1） 

相关推导见文献[7]，其中0 1αβ< ≤ 为折扣因子， 
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[ (1), (2),..., ( )]����v v v vg g g Mg
α α α α

τ
β β β β= 为策略 kv 下的

性能势。当系统状态空间很大时，由于计算时间

和空间上的原因无法精确求解性能势，人们研究

了一些性能势的估计算法，如基于单样本轨道的

估计方法等[5]。文献[7]讨论了在平均代价准则下
用 (0)TD 学习算法来估计性能势，其即时代价定

义为 1( ) ( ) ( )n n n nd f X g X g Xη += − + −     （2） 

其中，η为平均代价估计， ( )ng X 为状态 nX 对应

的性能势估计。这里，我们利用神经元网络来逼
近性能势，并根据 (0)TD 学习来构造神经元网络

权系数的改进规则。由于神经元网络是利用其结

构来保存信息，有着信息压缩等功能。网络输出

( , )�vg i r
αβ 是输入状态 i和网络权值 r的函数，近似

表示在策略 kv 下网络权值为 r 时状态 i对应的性

能势，记 ( ) [ (1, ,), (2, ), , ( , )]��������g r g r g r g M r
α α α α

τ
β β β β= L ， 

因此我们有如下逼近策略改进公式： 

1 arg min{ ( )}��vv v
k

v
v f g rP

αα ββ+ ∈Ω
∈ + %   （3） 

当 0 1αβ< < 时，（3）式为折扣代价准则 MDP的

策略改进公式；当 1αβ = 时，（3）式为平均准则

下的策略改进公式，记 ( ) ( )��v vg r g r
αβ= 。 

在第 n步学习过程中，在策略 kv 下，平均代

价估计值定义为 �(1 ) ( , ( ))�������f X v Xη δ η δ−= − + ，

nδ 为第 n步的学习步长。若取 1/n nδ = ，则有 

0
(1/ ) ( , ( ))

N

n l k ll
N f X v Xη

=
= ∑        

nη 的期望满足 ( ) v
nE η η= ，所以这种取法是合理

的。由（2）式及以上分析，我们可得  

1( , ( )) ( , ) ( , )��v v
n n k n n n n n nd f i v i g i r g i rη += − + − （4） 

其中， ni ∈Φ表示在时刻 n系统所处的状态；

( )k nv i D∈ 表示在策略 kv 下在状态 ni 时所采取的

行动， ( , ( ))n k nf i v i 表示在策略 kv 下在状态 ni 时的

性能值。利用神经网络来逼近性能势时，不同的

输入状态对应着相应的输出，其学习效果由网络

权值保存。因此，我们可以定义网络权值修改规

则如下： 

 

其中， ( )�v
r
g r∇ 是 ( )�vg r 对 r 的梯度。利用公式

（3）、（4）、（5），我们可以对平均代价准则下的

Markov 决策过程进行优化。类似于文献[7]以及

以上分析，我们可构造折扣代价准则下的 MDP

问题的即时代价学习公式和参数改进规则如下：   

利用公式（3）、（6）、（7）我们可以对折扣代价准

则下的MDP问题进行优化。 
现在，我们给出学习优化算法。先设计一个

神经网络来逼近性能势，神经网络的学习规则采

用 (0)TD 学习算法，学习成果保存在网络权值 nr

中。然后再以性能势为基础对 Markov 决策过程

进行优化。算法 1用于逼近性能势，算法 2用于

策略寻优，具体如下： 

算法 1：步骤 1、初始化 ti ， tr， 0t = 。 

步骤 2、根据 vP%及 ti 仿真产生下一状态 1ti + 。 

步骤 3、若为平均代价准则，由公式（4）、（5）

得到新权值，转步骤 4；若为折扣代价

准则，由公式（6）、（7）得到新权值 1tr + ，

转步骤 4。 

步骤 4、判断某种指标是否满足，若不满足，则

令 1:t ti i += ， : 1t t= + ，转步骤 2；否则，

退出。 

算法 2：步骤 1、 0k = ，随机产生一初始策略 kv 。 
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步骤 2、 : kv v= ，调用算法 1计算性能势 ( )�vg r
αβ 。 

步骤 3、根据公式（3）求得 1kv + 。 

步骤 4、判断停止条件是否满足。若不满足，令

1:k kv v += ， : 1k k= + ，转步骤 2；否则，

退出。 

算法 1的结束条件可以选择为固定学习步

数，神经网络的初始权值可以选择为随机数；根

据问题的性质，算法 2的结束条件可以按下式选

择，其中ε为一个小的正数, ��
2|| ( ) ( ) ||������v v v v v vf P g r f P g r

α αα β α ββ β ε+ ++ − − <% %

4 仿真实例

我们给出一个半马尔可夫过程的例子，通过

定义一个α − 一致化链可以容易地将其转化为
MDP 问题的优化���。所有实验结果在 MATLAB

平台下得到。
考虑一个 SMDP，状态空间 {1, 2, ...31}Φ = ，

即 31M = ，行动集 D 为实数轴上的区间 
[0.5, 3.5] ， 在 策 略 v 下 过 程 的 嵌 入 链

[ ( ( ))]vP p v iij= 定义为： 

1

exp( ( ) / )
1

(1 exp( ( )))( ( ))
1 ( ( )) 1

ij

ij
j i

v i j
j i

M v ip v i
p v i j i

≠ +

− ≠ + + −= 
− = +


∑

 

过程在状态 i的性能函数与下一状态无关，为

( , ( )) ln[(1 ) ( )] (2 ( ))f i v i i v i i v i= + + ；过程在

状态 i的逗留时间服从三阶 Erlang 分布，且与下

一状态无关，即 

( )
1( ( )) ( ( )) 1 exp( )v i

ij iF t v i F t v i e T t e, = , = − , 

这里，   ( )

1 1 0

3 ( ) 0 1 1

0 0 1

v iT v i

− 
 = − 
 − 

， 

[1,1,1]e τ= ， 1 [1,0,0]e = 。 

设计一个 5×3×1 BP神经网络，权初始值、

阈值随机生成，神经网络的转移函数为 Sigmoid
型函数。表一为平均代价准则下的一组实验数据
及比较。在基于 (0)TD 学习的 NDP优化中，step
表示进行每次策略迭代前网络权值的学习步数；

文献[8]中讨论的方法实质上是基于 Monte-Carlo
仿真的 NDP 优化，表中 step 表示每次用于性能
势估计的样本轨道长度；理论性能值由一致化链

的稳态分布计算得到。从表中可以看出，基于
(0)TD 学习的 NDP 优化方法与基于 Monte-Carlo
仿真的 NDP优化方法的优化结果接近。 
表一 不同优化方法下的平均代价最优值及理论值 

step 
基于 TD(0)学习

的 NDP优化 
理论性能值 

Monte-Carlo

仿真的优化 

1000 3.935394421 / 4.016900676 

2000 3.935310321 / 3.977413391 

5000 3.933643601 / 3.950680732 

10000 3.927708269 3.717584845 3.927713473 

在折扣准则下, 取 3 5eε = − ，分别采用不同
的学习步数和折扣因子对过程进行优化。图中各

坐标点表示给定状态下停止策略对应的折扣代价

( )v i
αβη 。图一为在确定的折扣因子（ αβ ＝0.9999）

下，采用不同学习步数进行优化的结果比较。图

二为在确定的学习步数（step=10000）下，采用
不同折扣因子进行优化的结果比较。由图一，折

扣代价随学习步数的增加而逐步收敛。由图二，

折扣代价随折扣因子趋近于 1 而趋于平均代价
值。这说明平均代价下的 NDP优化问题是折扣代
价下的 NDP 优化的极限情况，同时也表明基于

(0)TD 学习的 NDP优化方法有效地对MDP进行
了优化。 

5 结 论

通过定义一个等价α −一致化链，算法可用
于一类半 Markov 决策过程的最优控制策略求解���。在本算法中，采用了先学习、再规划的方法；
若固定算法 1的学习步数为 1，即可得到边学习、
边规划的优化算法。另外，除了将 (0)TD 学习、

Critic模型和性能势相结合用于MDP问题的优化
外，亦可将 Critic-Actor算法模型与性能势结合对
MDP问题进行优化，作者正在做进一步的研究工
作。 
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