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钟面数字问题（本题适合初中一年级）

共十二个 所示钟面上有 数字，如图

试在某些数的前面添加负号，使它

们的代数和为零；

）能否改变钟面上的数，比如只剩下

六个偶数，仍按第（ ）小题的要求来做；

请试着改变第 ）小题，使它更加有

趣一些，比如：哪些时间里分针和时针所夹的

那些数的前面添加负号，钟面上的各数的代 图

数和就为零；

在解上述各题的过程中，你能总结出一些什么数学规

律？

【分析与参考答案】

我们先试着选定任意几个数字，在其前面添加负号，如

这当然不是我们要的答案，但我们可以再将其调整，比如改变

前面的符号，得

用这种方法当然可以得到许 我们希多解答，但我们并不满足

望寻找其中的规律，使我们能找到更多的解答 我们发现：

▲在调整符号的过程中，若将一个正数变号，十二个数的代数

和就减少这个正数的两倍；若将一个负数变号，十二个数的代数和

第一章 数 与 式
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就增加这个负数的绝对值的两倍

▲要使十二个数的代数和为零，其中正数的和的绝对值必须

与负数的和的绝对值相等，均为十二个数之和的一半，即等于

为了便于叙 式所表示的一个解答（即一种满足述，我们把

题意要求的添加负号的方式）用一个记号表示为：

我们还可发现：

）是一个解答，那么如果 ）也

必定是一个解答（对偶律）；

▲ 才由于最大三个数之和为 ，因此必须再加上一个

，所以添加负号的数至少要有四个；由对偶有解答

律，添加负号的数最多不超过八个

根据以上规律，就能在很短的时间内得到许多解答，但是要写

个解答出所有解答，还必须把答案作适当的分类 本题共有

个解答来吗？这可亲爱的读者，你能写出这 要有高超的智慧和

毅力的哟！

，它的）因为 一半为 ，而奇数

不可能通过偶数求和得到，所以回答是否定的；

或每当 ，分针和时针所夹

的那些数前面添加负号，钟面上的各数代数和就是零；

）第（ ）小题中我们已提到一些规律，其他规律还是留给读

者自己去发现创造

【说明】本题经测 月试， 年 日，浙江省德清县雷甸

中 ）班学，初一 位同学，通过试错的方法，用 分钟，平均每人

得到 个解答，掌握规律之后，同样用 分钟，平均每人得到

个； 年 月 日，杭 位同学，用州第二中学，初一选修班

分钟，掌握规律前后得到的解答平均每人分别为 个和

个 本题还可发展为：如果钟面上有 共 个数，

结论又如何？
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器），给出第五个式子；

请你证明你所发现的规律

【分析与参考答案】

这些式子每个都呈

式 这样的

是斜边，我们把

一组正整数；

是奇②每个等式中 数，

是奇数；

；

各 的取值依次为个式子中，

奇数，所以 的第五个取值为

各个式子中， 的取值依次为

以作这样的探讨：

先 的形式把它们写成

勾股数（本题适合初中二年级）

给出一组式子：

你能发现关于上述式子中的一些规律吗？

）请你运用所发现的规律，或者通过试错的方法（利用计算

为正整数）的形

可作为直角三角形的三 是直角边，边，其中

称为一组“勾股数”，也就是满足勾股定理的

的倍数）是偶数（实际上还是 ，

是连续增大的

，它的规律可

为相邻两整数之其中 积：

， ， ⋯⋯

即

） ， ，， ）， ⋯⋯

或把它们 的形式，即写成

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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下面来证明

证明一

， ， ， ，⋯⋯

这 ；第三里的 的取值，第一个为 ；第二个 ，即为比第一个大

，个比第二个大 即为 ；第四个比第三 ，即为个大

所 以 ，也就或的第五个取值为 是

；

）根据上面所发现的规律，我们猜想 的第五个取值

和分别为 ，经验算：

即第五个式子为：

）由（ ） 个 的取值为：的④⑤③，我们猜测第

又

证明二

因此，为了证明 ，只要证明

事实上
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根据上述式子的规律性，英国数学家波尔特编了一道趣题，我

们把它提供出来，以供读者思考：

为了庆祝红宝石婚纪念日，威廉和露西全家人一起举行聚会

威廉回想起这段漫长的婚姻生活，追忆当年在大学里因与年轻的露

西同桌而产生爱情，他突然发现现在他的年龄的平方与露西年龄的

平方的差，正好等于他们子女数目的平方 请问当年他们结婚时，两

人各是几岁？他共有子女几人？（注：在西方，结婚 周年纪念日被

称为红宝石婚纪念日 另外，在英国，法定结 岁 ）婚年龄为

于是得证

让我们来反思 所以因为 为奇数一下题目中各式子的规律

为奇数 于是有，不妨表示为

，令 即得

年，设 ，其中 为连续正整如今年是

数，即 ，我们就可依上面的方法确定此式

和与积相等的两个数（本题适合初中一、二年级）

怎样的两个数，它们的和等于它们的积？你大概马上就会想到
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你能再写出一些这样的两个数吗？你能从中发现一些规

律吗？

）你能否提出一些类似的问题？在你提出的问题中选择一

个问题进行研究

【分析与参考答案】

除了 和 以）首先考虑整数的情况 外，还有

稍后我们将证明：除此之外没有其他的两个整数满足要求

现在我们来寻找分数的答案 我们可以从已知的答案中去寻

找线索：

一般地，我们有：

这样，用任意一个整数代替字母 ，我们就可以得到无穷多个

得分数的解答 例如，取

更一般地， 还可以取分数（初二同学还可考虑

例如：

其实这样的两个数还有很多，例如

取无理数），
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）类似的问题如：

①怎样的两个数，它们的差等于它们的商？

②怎样的三个数，它们的和等于它们的积？

我们发现，在以上的各组数中，两个数的分子相同，并且分母

这是的和等于分子 不是一般性的规律呢？

让我 和 ，由们再回到问题的起点，设这两个数为

，我们有（不 不为零）：妨设

也就是说，当且仅当 两数的倒数之和为 时，这两个数的和等

于它们的积

利用这一规律，我们来证 ）一组明非零整数的解答只有（

数， 时，首先当 绝对值都大于 ，故式左边的绝对值小于

式不成立 绝对值不都大于 时，不难验证而当 不能等

于 即使其中之一 也不行） 故只有等于

；

等等

下面我们对问题①作一简要的研究：设这两个数 和 ，由为

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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，我们有：

，即可 的值任意选定 的值 得到相应的

例如：

单 本题适合初中一年级）项式的分类

试用尽可能多的方法对下列单项式进行分类：

【分析与参考答案】

要 不同对一组对象进行分类，关键是要选定一个分类的标准

的分类标准对应于不同的分类方法 下面给出四种不同的分类方

法，当然这不是本题的所有解答 我们希望读者由此得到启发，给

出更多的答案

按单项式的次数分，二次式的有： ；三次式的有：

；四次式的有

按字母 的次数分， 的的零次式有 一次

式有 的二次式有
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） 按 系 数 的 符 号 分

系数为负的有

，，含有两个字母的有：

单项式的异同（本题适合初中一年级）

试比较下列两个单项式的异同：

；

【分析与参考答案】

两式的相同点有：

①都是单项式；

②都有三个字母；

③系数都是正整数；

；④都含有字母

最高公因式为

都是 次齐次式，

等等；

它们的不同点有：

①所含的字母不全相同；

②系数不同；

③它们不是同类项；

，④尽管都含有字母 但字母

等等

系 数 为 正 的 有

）按含有字母的个数分，只含有一个字母的有：

；含有三个字母的有：

的次数不同，

分数变大了吗（本题适合初中各年级）

将一个分数的分子、分母同时加上 这个分数变大一个正数
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了吗？

【分析与参考答案】

先用一组具体的数来做一些试验：

从中我们可以发现：

当这个分数是正的真分数时，分数变大；

当这个分数是正的假分数时，分数变小；

当这个分数是负分数时，结论刚好与上述相反

以上结论是通过一些具体的数归纳出来的，但是我们不可

能把所有数都拿出来一一验证这些 因此，在数学结论是否正确

中把这种未经严格证明而只是从一些具体的数中归纳出来的规

猜想可能律，叫做“猜想” 是对的，也可能是错的 要肯定上述

结论是对的，我们必须用字母表示任意的数，利用代数式来证明

它们

当这个分数是正的真分数时，这个真分数可表示为

，下同均为正整数，且 ）在这个真分数的分子、分母同时

后加上一个正数 ，就变成
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同理）当这个分数是假分数时 可证

）当这个分数是负分数时，在

，即得：

通过上述的证明 可知我们的猜想是正确的

自然数乘方的个位数（本题适合初中各年级）

）当自然数 的 时，个位数分别为

的个位数各是多少？试列表说明；

从（ 所列的表中你能发现什么规律？

【分析与参考答案】

）当自然数 的个位数分 时，别为

的个位数如下表所示：

， 式两边同时乘以

）本小题的解答思路因人而异，相信读者即使不看以下解

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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以下解答仅供参考，并答，也早已发现了不少规律 不是本题的所

有解答

的个位数相等的个位数与 ；

的自然数的任何次幂，其个位②个位数是 数不变；

的自然数的乘方，其个位数交③个位数是 替变化；

④ 第 对称的数可表为中心呈行的各数以 对称分布，与

，示为 ，其中 它们的平方差：

））（

所 与（以 两为 的倍数 数平方的个位数相同；

两行的规律，并且除行不但有第第 数之外，均由

两数交替分布；

由第 行规律，可把自然数分为三类：

次方为个位数的自然数，它第一类是以 们 后

个位数不变；

为个位数的自 次方后个位数刚然数，它们第二类是以

好对调；

为个位数的自然数， 次方后个位数也第三类是以 它们

刚好对调；

任何自然数，乘方后的奇偶性不变；

以 为个位数的自然数，其乘方的 以个位数可能是除

为个位数的自然数，其乘方的个外的一个偶数；以 位数可能是

除 以外的一个奇数；

第 行各数由 十个数字重新排列而成；

如果我们统计一下表中各数字出现的次数，结果如下表所

示 ：
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可以 的余数相同的两个数，在表中出现的次数也发现：凡是除以

相同

举反例 本题适合初中各年级）

设 是有理数，举例说明下列说法是错误的：

的不等关于 式 ，其解为

（初）关于 的不等式组 其解为 一）

（ ） 若 ； 初 二，则 ）

） 关 于 的的方程 解为

若一元 和二次方程的两个根为 ，则这个一元二次方

程必为 ） ＋ 初二）

在正比例函数 中， 随着 （初三）的增大而增大

【分析与参考答案】

）当 时， ；
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） 无解；当 时，方程

）方 的两个根也是 和程

中， 随着 的增大而）在函数 缩小

你还能列出一些不正确的式子或其他的判断，让你的同伴举

出反例来加以否定吗？

单位分数（本题适合初中各年级）

分子为 的真分数叫做“单位分 我们注意到某些真分数数”

可以写成两个单位分数的和，例如：

）把 写成两个单位分数的和；
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（ 的值，它可以写成两个对某些）研究真分数 单位分

数的和 时，例如当

你 还能 找出 多少 的值，使得 可以写成两个单位分数的

和？

）我们注意到对某些真分数，把它写成两个单位分数之和

时 例如：，写法有两种

你还能找出一些这样的真分数吗？

【分析与参考答案】

解答这道开放题 就像游览著名旅游胜地黄山一样有趣 你

不但会感受到一步一景的绚丽风光，而且它对你智力的挑战也就

像黄山对你的胆量和体力的挑战一样刺激 以下的分析只是作一

导游”，聪明的读者大概不会满足于我们所个简要的 介绍的

研究

，解得 ；再令 ，解得 这样我们

就得到了本题的两个解答：

还有没有其他解答？如果还有，那么④式中的 应是不等

于

于

（ ） 设

我们尝试令

的正整数（否则与以上解答 因此相同） 至少等

显然不等于 但是
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考虑

答：

当把分母 大的数时， 所以将更小 不可能写换成比

成其他两个单位分数之和

通过以上分析，我们可以发现，把真 写成两个单位分分数

，也不可能同数之和时，两个单位分数的分母不可能同时大于

时小于 也就是说，两个单位分数的分母必定是一个不大于

，另一个不小 因此将于 写成两个单位分数的和时，我

们最多 是只须进行 次试验，这里的 的整数部分 例如

，由 知 ，因此我们最多真分数 只须进行对于

次试验即可获得结果：在方程

，解出中分别令 即可 如果解出的 是正整数，那么

我们就找 事实上，解出的到了一个解 ，都分别为

不是正整数 这说明 不可能写成两个单位分数的和；

注意到 般地，要使

， 即可只须 例如把 分 ，由拆为

，得

的其他可能的分拆方法，我们还可以得到以下一组解
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，也就找到满足条件的真分

，代入 式

这一次我们的运气不怎

如果你每次失败后就不

这些是不是所有的解答呢？

亲爱的读者，你还能写出其他的答案吗？

如果随便写一个真分数来试验，你的运气可能没有这么

好，因为不是所有的真分数都可以写成两个单位分数的和（如上述

的 能用两种方法写成两个单位分数的和的真分数就更少了

实际上，我们只要找到满足等式

的四个互不相等的正整数

数 让我们再来做一次试验：如果令

解得 这不是一个单位分数

么好，试验失败！

山穷水复疑无路，柳暗花明又一村”

假思索地 原路返回”，那 因么你永远也体会不到这两句诗的意境

此，面对失败千万不要轻易放弃！

我们得到了什么

我们希望得到什么 形如 式的等式

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


