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第一章 一元二次方程

引 言

下面的问题是 !""#年罗马尼亚冬季数学竞赛九年级的一个
考题$
例 !%设 &为实数’方程()* +&, -.(*&), /&* /0 1

有两个实数根 (!2()
+!.

3
若 ()!* ())0 4’求 &的值

+).
3

若 (!2()都不为 !’证明

!6 &(
5

)
!

!, (!
&(*

)
)

!, ()* 78
!)!
"

这是一道综合性较强的赛题’要求对一元二次方程根的概念2
判别式2韦达定理等重要内容能够熟练地驾驭3请读者试做一下3
初中代数主要围绕解一元二次方程等问题展开’方程理论是

初 中代数的主旋律3这一章将对与一元二次方程有关的常见问题
与基本方法和技巧予以讨论3

!%! 含字母系数的一元二次方程

概述 形如9()* :(*;0 1+9< 1.的方程称为一元二次
方程’使等式成立的实数称为此方程的实数根3
解决含字母系数的一元二次方程的问题’经常需要对该方程

的根进行分析2处理3
例 !%已知方程(),/(*!01的两个根=2>也是方程(4

?(
,

)* @0 1的根’求 ?2@的值3
解题关键5利用一元二次方程根的概念’用=2>表示?和@’再

结合 =2>之间的关系+这里用到韦达定理.’从而可解出 ?2@3

A!A此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



解5由条件’可知 =), /=* !0 1’即 =)0 /=, !’并且 =4

?=
,

)* @0 13于是

=40 =-+/=, !.0 /=#, =-

0 /=/+/=, !., =-0 7=-, /=/

0 7+/=, !.), /=+/=, !.
0 4/=), -#=* 7
0 4/+/=, !., -#=* 7
0 !--=, ##3

所以’!--=, ##, +/=, !.?* @0 13 B
同理’!-->, ##, +/>, !.?* @0 13 C

B2C 两式相加’并利用 =* >0 /’有

)@, D?0, /))3
B2C 两式相减’有

/+=, >.?0 !--+=, >.3
注意到’=< >’故 /?0 !--’?0 -7’进而’@0 D3
说明5运用根的概念解题这一方法是处理一元二次方程时容

易忽视的技巧’这里巧妙利用根的概念’对 =4与 >4予以降次’将高
次问题予以简化’题中 ?2@的求值问题迎刃而解3
例 )%已知方程 (), E(, D0 1和 (), 4(, +E* !.0 1

有公共实根3求 E的所有可能值3
解题关键5从两个方程的公共实根出发’先确定该公共实根的

值’再求各系数是处理这类问题的常见思路3
解5设 =是这两个方程的公共实根’则

=), E=, D0 1
=), 4=, +E* !.0 1

上述两式相减’得+E, 4.=0 E, 43
于是’E,401或=0!F而由=0!’代入方程’可知E0, 43

所以’E0 4或 , 43
A)A



例 /%设?为实常数’方程(),/?(,?01有两个不同的实
数根 (!2()

+!.

3
证明5/?(!* ()), ?G 13

+).求H0 ?)

/?(!* ())* /?
/?(* )* ()!* /?

?)
的最小可能

值’并求 H取最小值时 ?的值3
解题关键5将所要证明+或求值.的式子用 ?来表示3
解5由条件’I0 +/?.)* -?0 "?)* -?G 1’故 ?G 1或

?6, -
"

+!.

3

利用条件()为方程的根’可知())0 /?()*?’于是’结合

(!* ()0 /?’有

/?(!* ()), ?

0 /?(!* /?()* ?, ?

0 /?+(!* ().0 "?)G 13
+).与+!.作类似处理’可得

H0 ?)

/?+(!* ().* -?
/?+(* !* ().* -?

?)

0 ?)

"?)* -?
"?*

)* -?
?)

J ) ?)

"?)* -?
"?K

)* -?
?L )

0 )3

等号成立的条件是5 ?)

"?)* -?
"?0

)* -?
?) ’这时’?0, !

)
或

?0, )
#’
结合 IG 1’可知 ?0, )

#
应舍去3

综上可知’H的最小值为 )’并且 H取最小值时’?0, !
)3

说明5此题中’用到了一个基本不等式5若 (2M为正实数’则

A/A



L(* MJ ) (M3这一点由 L L+ (, M.)J 1展开2移项可得3
例 -%已知方程 9()* :(* ;0 1的两个根恰为 92:’这里 92

:2;均为整数+9< 1.3求 9* :* ;的值3
解题关键5应对 92:2;都是整数这一条件予以足够的重视3
解5利用韦达定理’可知

9* :0, :
9

9:0

’

;
9

N
O

P 3

于是 9)* 9:0, :’即 9)* ;0, :’9
从而

9/* ;0, 9:0, ;
9’

所以’9-0, ;+9* !.’这表明 9* !Q9-’但 9* !与 9互质’这要
求 9*!0!或,!’901+舍去.或90,)3进而;0!4’:0-’
所以’9* :* ;0 !73
说明5方程问题与整数理论结合是数学竞赛的热点之一3解题

中应充分运用整数理论对整数根的特征2性质予以分析’才能解决
与之相关的方程问题3
例 #%设正整数?2@2R使得方程?(),@(*R01在16(6

!的范围内有两个不相等的实根’求 ?的最小值3
解题关键5利用条件’对根的性质予以分析’导出与 ?2@2R有

关的不等式3
解5设 =2>是所给方程的两个根’并设 16 =6 >6 !3则由基

本不等式’可知

=+!, =.8 !
-’>+!, >.8

!
-3

注意到’上述不等式不能同时取等号’故

16 =+!, =.>+!, >.6 !
!4

A-A
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由韦达定理’=>0 R’=* >0?
@
?’
于是

16 R !,?
@
?*

RS T? 6 !
!4’

即 16 !4R+?, @* R.6 ?)U
这要求 ?, @* RG 1’故 ?, @* RJ !+这里用到的 ?2@2R

都为整数.’RJ !3所以 ?)G !4’从而 ?J #3
另一方面’注意到方程#(),#(*!01的两个根不相等’且

都在 1和 !之间3所以’?的最小值为 #3
说明5这里巧妙利用基本不等式’揭示了方程在 1和 !之间有

两个不相等的实根的本质特性’从而简洁地导出了正整数 ?)

!43
G

另外’构造一个使 ?0 #且满足条件的方程是必要的3在处理
最值问题时’证明与举例是一对孪生兄弟’缺一不可3

习题 !%!

V%热身练习

!%设一元二次方程 9()* :(* ;0 1+9< 1.的两根之和为

W!’两根的平方和为W)’两根的立方和为W/3求9W/*:W)*;W!的值

)%
3

已知 =2>是方程 (), /(* !0 1的两个根’而 =* >和

=, >是方程 ()* ?(* @0 1的根’求代数式 !)?
), @的值

/%:

3

为何值时’方程 (), :(, )0 1与方程 (), )(,
:+:, !.0 1有公共实根

-%
3

关于 (的方程 ()* )+9* !.(* )9* !0 1有一个大于

1而小于 !的根’求 9的取值范围

#%
3

已知92:为整数’并且(), (, !是9(!D* :(!4* !的因
式’求 9的值

A#A

3
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4%是否存在一个整数9’使得多项式()*(*9能整除(!1*

()* #13
X%跳台阶

D%给定实数92:2(2M满足59*:0 )/’9(*:M0 D"’9()

:M

*
)0 )!D’9(/* :M/0 4"!3求代数式 9(-* :M-的值

7%
3

实数92:2(2M满足5对任意自然数Y’均有9(Y*:MY0!*

)Y*!3求 9(* :M的值

"%
3

二次函数 Z+(.0 9()* :(* ;+9< 1.’在 (取 , !212!
时’所得的函数值均为整数3证明5对任意整数 (’函数值 Z+(.均
为整数

!1%
3
求解引言中出现的例 !3

!%) 根的判别式与韦达定理

概述 一元二次方程9()* :(*;0 1+9< 1.有实数解的
条件是I0:),-9;J1’设(!2()为此方程的两个根’则根与系数
之间存在如下关系

(!* ()0, :
9’

(!()0 ;
9

N
O

P 3

这就是著名的韦达定理3
若 (!2()是方程 9()* :(* ;0 1+9< 1.的两个实根’则

9)+(!,().)J1’利用韦达定理’可知9)+(!,().)0:),-9;3这

就是根的判别式的由来3
例 !%已知实数 92:2;满足

9), 9, :;* !0 1’
)9)
N
O

, ):;, :, ;* )0 13P
证明59J !3

A4A



解题关键5构造以 :2;为根的一元二次方程’再利用 IJ 13
证明5由条件’可知

:* ;0 )9’
:;0 9)[ , 9* !3

于是’:2;是一元二次方程

(), )9(* 9), 9* !0 1
的两个实根’从而根的判别式

I0 +, )9.), -+9), 9* !.J 1’
可知 -9, -J 1’即 9J !3
说明5利用根的判别式不小于零是初中阶段处理不等式问题

的常用技巧’这时’首先应将问题化为一个与一元二次方程相关的
问题3
例 )%已知整系数一元二次方程

()* 9(* :0 1
的两个实根的平方和小于 -3求满足条件的数对+9’:.的对数3
解5设方程的两个实根为 =2>’则由韦达定理’有

=* >0, 9’[=>0 :3
从而’=)* >)0 +=* >.), )=>0 9), ):6 -3
另一方面’由于方程有实数解’其判别式 I0 9), -:J 13
结合上面的两个不等式’有

):8 9), ):6 -’
, ):8 9), ):6 -’

故 , )6 :6 )’又 :为整数’所以 :0, !’1或 !3
当 :0, !时’IJ 1恒成立’这时由 9), ):6 -’可得 9)

)’
6

进而 90 1’\ !F
当 :0 1时’与上类似’可知 9)6 -’得 90 1’\ !U
当 :0 !时’应有 -8 9)6 4’得 90\ )3

ADA



综上所述’满足条件的数对+9’:.共有 7对3
说明5此题求解过程中’一个容易忽视的条件是 IJ 1’综合

两个条件不等式’先确定 :的取值范围’是解决问题的关键步骤3
例 /%求所有的正整数对+?’@.’使方程

(), ?@(* +?* @.0 1
有整数解3
解5设 =是方程的整数解’>是此方程的另一个解3由韦达定

理’有

=* >0 ?@ B[=>0 ?* @ C
由于 =2?2@都为整数’利用 B 可知 >也是整数’又因 ?2@为正整
数’由 B2C 可知 =* >G 1’=>G 1’从而 =2>都是正整数3
不妨设 =J >’将 B 与 C 相减’得

=* >, =>0 ?@, ?, @’
即 ?@, ?, @* =>, =, >0 13 ]
将 ] 式两边都加上 )’得

+?, !.+@, !.* +=, !.+>, !.0 )3
利用 ?2@2=2>都是正整数’可知有如下三种情况

+̂ .
+?, !.+@, !.0 1

5

[+=, !.+>, !.0 )F +_.
+?, !.+@, !.0 ![+=, !.+>, !.0 !F

+‘.
+?, !.+@, !.0 )[+=, !.+>, !.0 13

情形+̂ .5利用+=, !.+>, !.0 )及 =J >’可知 =, !0
)’>, !0 !’从而 B2C 变为

?@0 #’[?* @0 43
于是 ?2@是方程 a), 4a* #0 1的两个根3得+?’@.0 +!’#.或

+#’!.F
A7A



情形+_.5由+?, !.+@, !.0 !’得+?’@.0 +)’).F
情形+‘.5由+?,!.+@,!.0)’得+?’@.0+)’/.或+/’).3
综上’满足条件的正整数对+?’@.有+!’#.2+#’!.2+)’).2

+)’/.与+/’).共 #对3
说明5这里采用递进的方针’对题给条件充分挖掘’先证明方

程的两根 =2>都是整数’再证明 =2>都是正整数’这样’在得到解
决本题的关键式子 ] 式后’问题就迎刃而解了3
例 -%设 Z+(.是 一 个 二 次 三 项 式’ 可 用 代 数 式

()Z !
(S T* !或+(, !.)Z !S T(, !

来替换 Z+(.3问5能否用这两

种运算经有限次操作后’由二次三项式()*-(*/得到()*!1(
* "b
解题关键5应抓住每次变换过程中’某个目标函数的不变性3
解5不能经有限次操作将 ()* -(* /变为 ()* !1(* "3
事实上’设Z+(.09()*:(*;+9<1.’则Z+(.的根的判别

式 I!0 :), -9;3

若 Z+(.变为 ()Z !
(S T* !’记

c+(.0 ()Z !
(S T* !0 () 9 !(S T* !

)

* : !(S Td e* !* ;

0 9+!* (.)* :+(* ().* ;()

0 +9* :* ;.()* +)9* :.(* 9’
则 c+(.的根的判别式

I)0 +)9* :.), -9+9* :* ;.
0 -9)* -9:* :), -9), -9:, -9;
0 :), -9;3

若 Z+(.变为+(, !.)Z !S T(, !’
记

f+(.0 +(, !.) 9 !S T(, !

)

* : !S T(, !d e* ;

A"A此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



0 9* :+(, !.* ;+(, !.)

0 ;()* +:, );.(* 9, :* ;’
则 f+(.的根的判别式

I/0 +:, );.), -;+9, :* ;.

0 :), -:;* -;), -;9* -;:, -;)

0 :), -9;3
上述讨论表明’每次操作后所得二次三项式的判别式在数值

上与原二次三项式的判别式相同3而()*-(*/的判别式的值为

-’()* !1(* "的判别式的值为 4-3所以’不能将()* -(* /变
为 ()* !1(* "3
说明5利用操作过程中的不变量是处理操作问题的常见方法3

本 题尽管每次操作后的结果是不确定的’但作为反映二次三项式
特征的判别式在数值上不变’正是利用了这一不变量’问题才得以
解决3
例 #%已知 ?6 @6 R’并且若 9为 ?2@2R中某一个数’则另两

个数中至少有一个数是方程

(), +), 9.(* 9), )9, D0 1 g

的根3证明5, 7
/6 ?6, !3

解题关键5抓住方程 g 的左边关于字母 9与 (是对称的3
证明5我们将 g 变形为

()* 9(* 9), )+9* (., D0 13
可知 g 的左边关于字母 9与 (对称3
当 9取 ?时’由条件’@与 R中有一个数为 g 的根’有两种情

形3
情形一5@为 g 的根3这时’当 9取 R时’?2@中有一个数为 g

的根’若 ?为 g 的根’则利用9与(的对称性’可知90?时’R为

g 的根F若 @为 90 R时’方程 g 的根’则利用 9与 (的对称性可

A1!A



知 90@时’R也是g的根+注意’90@时’?为g的根.’这表明’
当 90 ?时’@与 R都是方程 g 的根3
情形二5R为 g 的根’对 90 @时3方程 g 的根重复上面的讨

论’可得出与情形一同样的结论3
所以’题中的条件可改为5当 9取 ?2@2R中某一个数时’另两

个数同为方程 g 的根3
考虑方程

(), +), ?.(* ?), )?, D0 1
此方程有两个不相等的实根+@和 R.’于是

I0 +), ?.), -+?), )?, D.G 1

故 , 7
/6 ?6 -3

另一方面’由韦达定理’可知 ), ?0 @* R’即 ?* @* R0

)’于是 /?6)’?6 )
/3
并且’二次函数Z+(.0(),+),?.(*

?), )?, D的开口朝上’且两个根都大于 ?’故 Z+?.G 1’即

?), +), ?.?* ?), )?, DG 1

解得 ?6, !或 ?G D
/’
结合 ?6 )

/’
可知 ?6, !3

综上可知’, 7
/6 ?6, !3

说明5此题是一道含字母系数的一元二次方程问题’而且当把
字母系数与未知数的地位互换时’所得方程与原方程完全一样3正
是基于这一特性’一个较弱的条件得以加强’从而使问题的本质浮
出水面3

习题 !%)

V%热身练习

!%已知正整数 92:2;满足 96 :6 ;’且

A!!A



/4, 4+9* :* ;.* +9:* :;* ;9.0 1’[7!, "+9* :* ;.* +9:* :;* ;9.0 1’
求 92:2;的值

)%
3

已知一个三角形的某两条边的边长恰为方程 ()* ?(* !
0 1的两个根’另一条边的长度为 )’求实数 ?的取值范围

/%
3

已知 92:是方程(), -(*R0 1的两个根’;2h是方程()

, #(* W0 1的两个根’记

a0 9
:* ;* h*

:
;* h* 9*

;
h* 9* :*

h
9* :* ;’

请 用 a表 示 和 式 9)

:* ;* h*
:)

;* h* 9*
;)

h* 9* :*

h)

9* :* ;

-%

3

设函数M0 9(* :()* !
的最大值为-’最小值为,!’求92:的

值

#%
3
设(/*/()*-(,!!01的根是92:2;’方程(/*R()

W(* a0 1
*

的根为 9* :2:* ;2;* 93求 a的值

4%
3

设?2@为质数’且方程(),?(*@01有两个正整数根=2
>3求 ?@* @?* 9>* >=的值

X%
3

跳台阶

D%求所有的实数 &’使得方程

d(), )&(, -+&)* !.ed(), -(, )&+&)* !.e0 1
恰有三个不同的实数解

7%
3

求所有的有理数?’使得以抛物线Z+(.0,()*-?(,?
* !的顶点2抛物线与 (轴的两个交点为顶点的三角形的面积为
整数3

"%教师在黑板上写了一个二次三项式()*!1(*)1’每次允
许 将一次项系数或常数项加上 !或减去 !3最后得到二次三项式

A)!A



()* )1(* !13证明5必有某次变换后’所得的二次三项式具有整
数根3

!1%函数 Z+(.0 9()* :(* ;具有性质5方程 Z+(.0 (无
实数解3证明5方程 Z+Z+(..0 (也没有实数解3

!%/ 可化为一元二次方程的方程+组.

概述 我们总是将方程的求解问题利用代数式变形转化为

一 次方程或一元二次方程来处理’这是化归思想在方程理论中的
基本运用3实现这一转化的方法是多种多样的’换元法是其中最常
用的方法3具体到各个问题时’应根据方程的特点灵活处理3
例 !%已知函数 LZ+(.0 !, (+(8 !.’求方程Z+Z+(..0

(的实数解3
解5问题的实质是求方程

LL!, !, (0 (
的解’两边平方’可知

L!, (0 !, ()3
再平方’将有

(-, )()* (0 13 B
即 (+(/, )(*!.01’注意到(0!是方程(/, )(*!01的
根’故 B 可变形为

(+(, !.+()* (, !.0 1’

方程的根为 (!0 1’()0 !’(/’-0
L, !\ #

) ’经检验 (0

L, !, #
)
是增根’舍去3

综 上’Z+Z+(..0 (的 根 为 (! 0 1’() 0 !和 (/ 0

L, !* #
)

A/!A
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说明5一般代数三次方程尽管有求根公式’但中学阶段不会出
现需用到求根公式才能处理的三次方程’给出的三次方程’往往容
易看出其中的一个根’再由因式定理转化为求解一个一元二次方
程3
例 )%求方程
/L)(, D* /L/(, /0 /L(, 7* /L-(, ) C

的实数解3
解题关键5利用 C 式两边立方根下式子之和为恒等式3

解5令 /L)(, D0 9’/L/(, /0 :’/L(, 70 ;’/L-(, )
0 h’则

9* :0 ;* h’ ]
9/* :/0 ;/* h/[ 3 g

若 9* :0 1’则 /L)(, D0 /L/, /(’于是’)(, D0 /,
/(’得 (0 )3显然’(0 )是 C 的解3
若 9* :< 1+这时 ;* h< 1.’由 g i ] 得

9), 9:* :)0 ;), ;h* h)’
即+9* :.), /9:0 +;* h.), /;h’利用 ]’可知 9:0 ;h’即

/L+)(, D.+/(, /.0 /L+(, 7.+-(, ).’
两边立方’得

4(), )D(* )!0 -(), /-(* !4’

即 )()* D(* #0 1’解得 (0, !’, #
)3

所以’方程 C 的解为 (0, !’, #
)
或 )3

说明5方程 C 两边直接立方’也可以得解’请读者一试3
例 /%解方程 +!* ().)0 -(+!, ().3
解5对原方程进行如下变形

+(), !* ).)* -(+(), !.0 1’

A-!A



+(), !.)* -+(), !.* -* -(+(), !.0 1’
+(), !.)* -(+(), !.* -()0 1’

即 +()* )(, !.)0 1’
所以’原方程的解为 L(0, !\ )3
说明5拆项2补项的方法是因式分解的常见方法’解方程中’将

字母移项后’进行因式分解是一种常见的处理手法3
例 -%解方程

)(-* /(/, !4()* /(* )0 13 j
解题关键5抓住系数对称这一特点3
解5注意到 (0 1不是 j 的根’在 j 式两边除以 ()’得

)()* !
(S T) * /(* !S T, !40 1’(

(*) !S T(
)

d e, )* /(* !S T, !40 13(

令 M0 (* !
(’
就有

)M)* /M, )10 13

解得M0 #
)
或 , -’即(* !

(0
#
)
或 , -’变为两个一元二次方

程’分别求解’可得 (0 !
)’)
或 L, )\ )3

说明5处理系数对称的高次方程时’经常运用此题的解法3例

/展开移项后’也可转为本题的类型’请用此解法试一试3
例 #%已知 9J !’求满足方程

LL9, 9* (0 (
的所有实数 (3
解5首先 (J 1’方程两边平方2移项得

L9* (0 9, ()3
于是 L(8 9’两边再平方得
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