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序

由第四运算引出的一门新的数学———《超变函数论》，是一片

待开垦的沃土。在这块土地上我艰难奋斗，苦苦耕耘了四十余年。

错误的但却又是强大的“复数域封闭”论，使这门新生的、将会

使物理学发生巨大变革的数学面临夭折的境地。

我曾经灰心过！欲驾一叶轻舟，垂钓于山水之间，再也不想去

眷恋它。后来，在我最亲密的朋友的鼓励下，我又重新奋起，本着

对数学研究的执著与责任，现将已研究成熟的部分成果编撰成书，

宣示世人，以期得到同志同行的支持和探讨。

美国北卡莱罗纳大学卫国教授和他的同事们是《超变函数论》

的知音。他们给了这门数学以高度的评价，指明了它在物理学上

应用的前景。正因为这样，才坚定了我出书的信念。

历史将铭记：智慧的卫国教授是《超变函数论》的助产师！

本书的译制工作由长安大学朱秀莲老师、陕西省科学技术信

息所白葆红女士主持完成，大连理工大学孙大为老师在计算机上

检验了“超复数”的代数运算各个公式的正确性，长安大学周军博

士与乌鲁木齐市第四中学徐红霞老师对此书给予了很大的支持，

提供了许多有益的建议。

有人说，天才数学家提出问题，高明数学家解决问题。我在此

再补充两句：严密的数学家完善着这个问题，挑剔的数学家修饰和

发展着这个问题。不管您属于上述哪一类数学家，我都把您的关

注，您的意见视为上帝赐予给这门数学的福音！

于涤尘

２００５．２．１８于西安

Ｅｍａｉｌ：ｙｄｃ２００３１＠ｈｏｔｍａｉｌ．ｃｏｍ
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北卡莱罗纳大学卫国教授关于本文的意见
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卫国教授意见的译文（节选）

“超变函数论的介绍”

１这个课题的研究、应用将使那些学习基础数学包括场论和
复分析以及流体力学的人感到兴趣。

２这项研究提出了一个框架（大纲）被称为“超数和超变函数
以及它们的解析条件”。

３本文对场论研究的贡献：众所周知，根据代数学基本原理，
复数是完备的（即，ｎ次方程式在复数域中是可求解的，或者说，任
意ｎ阶多项式可以表示成一次因式的连续乘积的形式），本文中创
建的超数体系不是通过平常代数扩充得出，也不是一般代数方程

的扩充（因为它的结果、结构已不属于代数域），而是通过超越方程

扩充得出的，也就是ＺＺ ＝ Ｗ。它得出的结果是全新的，是以前尚
未发现的数学体系。另一方面（既然是新的数学体系）它必须包含

对这样的超数具体的运算特性，例如，它的加法有哪些属性，乘法

有哪些属性及其他有关的运算规则是什么？比较这类超数和一般

数系之间的差别，将是很有意义的。

４本文对流体动力学的贡献：势、统、墒、旋度和环流量是三
维（一般是ｎ维）向量的重要概念，该文用超变函数的术语研究
这些概念，其方法类似二维向量中的方法。举例来说，超变函数的

解析条件其结果将会对高维向量的理论和应用有益。

ＧｕｏＷｅｉ，Ｐｈ．Ｄ．（卫国）

ＤｅｐｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ＆ＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ
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１ 引论

１．１ 历史的记录

我们先引入俄罗斯数学家Ａ．Д．Ａлексадров在《数学———它
的内容、方法与意义》中关于超复数研究的一段历史记录。

应用代数方法解决实际问题时，在比较简单的情形，通常归结

为一个或若干个方程，其中以所要求的值作为其未知量。这时未

知量是所研究对象的数量描述；而方程的布列是借分析对象间存

在着的实际关系而得出。

当所讨论的最简单的量是类似于质量、体积、长度的这些情

形，为了描述它们的数量，用一个数即已足够。然而，在一些具体

问题中，常遇到不仅仅用于一个数描述的对象。恰恰相反，随着技

术的发展，具有较复杂性质的对象，常具有较大的价值，而描述它

们，必须要用到几个数甚至是无限多个数。例如像力、速度、加速

度这样一些重要的物理量，描述它们，就需要三个数。其次，我们

都知道，描述空间中点的位置，需要用三个数，描述空间中平面的

位置，也要用三个数，而描述空间中直线的位置，需要用四个数，而

刚体的位置，甚至需要用六个数来描述。因此，在利用代数方法解

决涉及较复杂对象的问题时，常会得到多个未知量的方程。而解

这样的方程，常常比利用这个对象的几何性质或物理性质直接解

答困难得多。由此自然发生这样的思想：企图描述较复杂的对象，

不利用一组通常的数，而是利用某种较复杂的广义的数，对于这种
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广义的数，也可以施行与通常算术运算类似的运算。问题的这样

提法是比较自然的，科学的历史告诉我们，数的概念不是不变的，

而其变化，都是逐次扩张数的集合。由自然数扩张至分数，然后由

分数扩张至正负数，至实数（有理数与无理数），最后，至复数。

复数 读者已经知道复数的基本性质及其简单应用。现在，

我们的兴趣仅在于复数概念的基础。让我们回忆一下复数概念的

本身通常是如何定义的。开始仅讨论通常的实数，并指出负数的平

方根没有意义，因为实数的平方是正数或者零。进一步指出，科学

的迫切需要，使得数学家作为一种特殊种类的数来讨论表示式ａ
＋ｂ －槡 １，把它称之为虚数，以区别于通常的实数。如果认定这些
虚数也适合通常的数所适合的算术运算法则，则所有负数的平方

根都可用量ｉ＝ －槡 １来表示，而对实数和虚数进行有限次算术运
算的结果，永远可表示为ａ＋ｂｉ的形状，此处ａ，ｂ是实数。
显然，虚数这样的定义在很大程度上是与正常的思维矛盾的，

因为开始断言表示式 －槡 １， －槡 ２等等没有意义，然后又称这些
没有意义的表示式为虚数，这种情况使得１７世纪和１８世纪的数
学家对使用复数的合理性引起极大怀疑。但是，这种怀疑在１９世
纪初便消失了，因为这时发现了复数用平面上点的几何表示。稍后

不久，匈牙利数学家伯依阿依和英国数学家汉弥登给出了复数理

论严格的纯算术的基础，这个基础叙述在下面。

讨论实数对（ａ，ｂ）以代替数ａ＋ｂｉ。两个数对当它们的第一
个位置的数和第二个位置的数分别相等时，称之为相等的数对，即

当且仅当ａ＝ｃ，ｂ＝ｄ时，认为（ａ，ｂ）＝（ｃ，ｄ）。数对的加法和乘
法用下面式子来定义：

（ａ，ｂ）＋（ｃ，ｄ）＝（ａ＋ｃ，ｂ＋ｄ）；（ａ，ｂ）·（ｃ，ｄ）＝（ａｃ－
ｂｄ，ａｄ＋ｂｃ）。例如，我们有
（２，３）＋（１，－２）＝（３，１），（２，３）·（１，－２）＝（８，－１），
（３，０）＋（２，０）＝（５，０），（３，０）·（２，０）＝（６，０）。
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后面的例子告诉我们，特别当数对的第二个位置的数是０时，
这时数对的运算可归结为第一个位置的数的运算，因此，这样的数

对可简单的用其第一个位置的数来表示。其次，对于数对（０，１），我
们用符号来表示，于是，有

（ａ，ｂ）＝ａ（１，０）＋ｂ（０，１）＝ａ＋ｂｉ，
ｉ２＝（０，１）（０，１）＝（－１，０）＝－１．

这样，便得出了复数的通常表示法。

因此，从叙述的观点来看，复数是普通实数的数对，复数的运

算不过是特殊种类的实数对的运算。

超复数 复数的多种多样有成效的应用，促使数学家在１９
世纪头几十年就考虑这样问题：是否可以像由实数对建立复数那

样，由三个实数的数组、四个实数的数组等等建立超复数。从上一

世纪的中叶开始，各种各样不同的特殊的这类超复数被研究着，而

在上一世纪末以及本世纪初研究了超复数的一般理论，并且发现

它在数学和物理的相间领域中有着许多的重要应用。

这样，称ｎ个实数的数组（ａ１，ａ２，⋯，ａｎ）为ｎ阶超复数，其中
的每一个实数，称之为这个超复数的坐标。两个超复数（ａ１，ａ２，
⋯，ａｎ）与（ｂ１，ｂ２，⋯，ｂｎ）当其对应坐标相等，即ａ１＝ｂ１，ａ２＝
ｂ２，⋯，ａｎ＝ｂｎ时叫作相等的。加法运算自然的被类似于复数的加
法公式所定义，即

（ａ１，ａ２，⋯，ａｎ）＋（ｂ１，ｂ２，⋯，ｂｎ）＝（ａ１＋ｂ１，ａ２＋ｂ２，⋯，ａｎ
＋ｂｎ）．
很自然地引入实数对超复数的乘法：规定

ａ（ａ１，ａ２，⋯，ａｎ）＝（ａａ１，ａａ２，⋯，ａａｎ）．
除此之外，应规定两个超复数的乘法，而且，其结果应该是一

个超复数。

把通常复数的乘法定义推广到一般情形是很困难的。乘法可

以用各种不同的方法来定义，因而将得出各种不同的超复数系。因
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此，首先应该弄清楚，这样的定义应该达到什么目的。毫无疑问，希

望所定义的超复数的运算将具有通常实数运算所具有的性质。然

而，这些通常运算具有哪些性质？

仔细地考查数及其运算在代数上最常利用的性质，很容易发

现，可归结为以下几条：

（１）对于任意两个数，它们的和是唯一确定的。
（２）对于任意两个数，它们的积是唯一确定的。
（３）存在着一个数零，它具有性质：对于任意ａ，均有ａ＋０

＝ａ。
（４）对于每一个数ａ，均存在其负数ｘ，适合等式ａ＋ｘ＝０。
（５）加法适合交换律

ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ。
（６）加法适合结合律

（ａ＋ｂ）＋ｃ＝ａ＋（ｂ＋ｃ）。
（７）乘法适合交换律

ａｂ＝ｂａ。
（８）乘法适合结合律

（ａｂ）·ｃ＝ａ·（ｂｃ）。
（９）乘法对加法适合分配律

ａ（ｂ＋ｃ）＝ａｂ＋ａｃ，（ｂ＋ｃ）ａ＝ｂａ＋ｃａ。
（１０）对于每一ａ以及每一ｂ≠０，存在唯一的数，满足等式ｂｘ

＝ａ。
仔细分析的结果，得出了上面性质１—１０。近百年来数学的发

展指出这些性质的极大重要性。现在，每一个满足性质１—１０的量
的系统，称之为域。例如，全体有理数的集合、全体实数的集合、全

体复数的集合都是域，因为，对于这些集合中的每一个数来说，任

意两个数的相加、相乘都还在这个集合内，并且具有性质１—１０。
除了这三个最重要的域外，可以举出数所做成的无限多个域。然

—４—此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



而，除了数目做成的域以外，对于其他性质的量所做成的域，我们

也有很大的兴趣。例如，在中学，我们曾对被称之为代数分式的东

西进行过运算，所谓代数分式，即这样的分式，其分子分母都是某

些字母的多项式。代数分式可以相加、相减、相乘、相除，而且这些

运算具有性质１—１０。因之，代数分式所组成的元素的系统是一个
域。可以举出各种各样的由具有复杂性质的量所组成的域的例子。

由于作为域的定义的性质１—１０的重要性，首先，我们将提出这样
问题，求出超复数这样的乘法运算，使得超复数作成一个域。如果

这样问题能够顺利解答，那么，我们将得到新的、更一般的复数。然

而，在上世纪一开始，就已发现仅对于阶数２的超复数，这个问题
才是可能的，而且得出的仅是通常的复数。这个结果指出，复数占

有完善的、特殊的地位。如果不改变性质１—１０的要求，希望得到
一个广义的数系，超过复数范围，是不可能的。因此，为了进一步尝

试建立新的数系，必须放弃性质１—１０中的一个或者某几个。

１．２ 历史的延伸

１．２．１ 这段历史说明什么？

首先，数学界很明白，超复数在数学和物理的相间领域中有许

多重要的应用。就是说，超复数的研究是客观的需求。人们都知道，

不可压缩流体的势函数φ（ｘ，ｙ）和流函数ψ（ｘ，ｙ）满足复函数论
的柯西—黎曼条件。由此，二维向量场在复数域中获得了深刻的

认识。

很自然地可以提出一个问题：三维向量场的研究是否需要更

广义的数域呢？就是说，数域应该由复数域继续扩充到超复数域，

空间一点Ｍ（ａ，ｂ，ｃ）应对应着一个超复数Ｑ ＝ａ＋ｉｂ＋ｊｃ。
其次，当时的人们企图沿袭由实数对建立复数那样的路线去
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建立超复数，而且是在数域的１０个条件下去确立超复数的运算，
结果得出的仍然是通常的复数。因而得出一个结论：复数占有完善

而特殊的地位。

再次，当时的人们看到，如果不改变数域性质１－１０的要求，
希望建立一个广义的数系，超过复数范围，是不可能的。这个认识

可以说是这段历史研究的最重大的成果！

现在应如何看待这段历史研究呢？

“复数的完善而特殊的地位”是相对于数域１０个条件而言，而
数域１０个条件是人们概括三大运算（加、乘、乘方）性质后得出。如
果再有一类新的运算（第四运算）出现，且出现一类新数，那么在

逻辑上就要放弃以往数域的１０个条件中的一条或几条。如果这样
地认识，就可得出另一个结论：走实数对建立复数那样的路线是错

误的。

１．２．２ 正确的研究路线是什么？

必须去建立第四运算并在此基础上去扩充数的概念，建立更

广义超复数数域。这才是正确的研究路线。应该注意到一个事实：

每一类运算的逆运算都导致数的概念的扩充。因此，欲要建立比复

数更广义的数域，必须建立第四运算，由第四运算（第一运算：加

法；第二运算：乘法；第三运算：乘方运算）的逆运算去完成数域的

扩充。

这是数域扩充的唯一正确的途径。

１．２．３ 复数域封闭论是错误的

有一种观点认为，当ｘ２＋１＝０这个方程在复数域中得以求
解后，任何代数方程都可解了。所以，复数域封闭了，不必再扩

充了。

这似乎是目前数学界的一个定论，而且是很难冲破的定论。
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是这样吗？任何代数方程在复数域中都有解这一事实，只能得

出复数域具有代数封闭性！复数对解超越方程够用吗？如果不够用

的话，还能说复数域是个封闭的数系吗？

显然，复数域的封闭性理论在逻辑上是不通的。武断地说“数

域不必再扩充了”，则更是错误的。

１．２．４ 笔者的主要结论

应该有第四运算、第五运算⋯⋯即运算类应是无穷类型的。

第四运算的逆运算引出一个新数 ——— 空数ｊ，空间任意一点
都对应着一个超数。

超数的运算性质放弃了通常数域１０个条件中的“乘积唯一
性”这一条件。

超变函数ｆ（Ｑ）＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ｊｗ（ｘ，ｙ，ｚ）的
实、虚、空三部ｕ、ｖ、ｗ 的解析条件由九个偏微分方程组所确立。
笔者证明了超变函数的解析条件和积分与路径无关的等价

性；解析条件与保角变换条件的等价性，给出了超变函数的初等函

数的解析性的部分证明。

笔者预言，在三维向量场中，除沿主法线方向的散度、沿切线

方向的旋度外，沿副法线方向上理应存在一个类似于散度和旋度

的另一未知的“度”。在三维向量场中，有三个“度”才是合理的。对

平面向量场，存在两个主要函数，即势函数φ（ｘ，ｙ）和流函数

ψ（ｘ，ｙ）。于是，可以猜测在三维向量场中，除势函数φ（ｘ，ｙ）和流
函数ψ（ｘ，ｙ）外，还应存在一个至今未被研究过的第三函数

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）。这三个函数应满足超变函数的解析条件。超变函数的
解析条件应该是柯西—黎曼条件的推广。
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２ 第四运算与超数的代数运算

２．１ 数域的扩充必须与运算类扩充联系在一起

数域的扩充课题并不是新课题。在１９世纪初期，对所谓超复
数的研究就曾风云一时。当时的代表人物是匈牙利的伯依阿依及

英国的汉弥登，他们给出了复数理论的纯算术基础，即由实数对来

建立复数［１］。

当时的数学界已经有许多可贵的理由要求数域再继续扩展下

去。为此数学家们就希图沿着伯依阿依之路利用三个实数的数组

或四个实数的数组等等去建立更为广义的新数域。

他们总结了截止于复数域的一切数域的１０个共性，也称为数
域的１０个条件即：
（１）对于任意两个数，它们的和是唯一确定的。
（２）对于任意两个数，它们的积是唯一确定的。
（３）存在一个数零它具有性质：对于任意ａ，均有ａ＋０＝ａ。
（４）对于每一个数ａ，均存在负数ｘ，适合等式ａ＋ｘ＝０。
（５）加法适合交换律：ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ。
（６）加法适合结合律：（ａ＋ｂ）＋ｃ＝ａ＋（ｂ＋ｃ）。
（７）乘法适合交换律：ａ·ｂ＝ｂ·ａ。
（８）乘法适合结合律：（ａｂ）·ｃ＝ａ·（ｂｃ）。
（９）乘法对加法适合分配律：ａ（ｂ＋ｃ）＝ａｂ＋ａｃ。
（１０）对于每一ａ以及每一ｂ≠０，存在唯一的数ｘ，满足等式
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ｂｘ＝ａ。
围绕这１０个条件，他们想求出超复数的乘法运算，使得超复

数作为一个域，从而得到更广义的数域。但结果得出的仍然是通常

的复数。

在这个研究过程中，他们得出一个重要的结论，即如果不改变

上面的域的１—１０的条件，欲建立一个广义的数域是不可能的。也
就是说，新的数域必须放弃１—１０中的某项或某几项才行。
伯依阿依和汉弥登之路到了一个突破口上。但后来人们仅仅

看到了他们失败的一面，而没有看到他们揭示的突破口———新数

域的生命力建立在必须放弃以往全体数域的１—１０条件中的一项
或数项；反而出现了“复数占有完善而特殊的地位”的顶峰论，也

称为复数域封闭论［２］。

依我的看法，数域的扩充必须与运算类的扩充联系起来，这才

是唯一正确的研究路线。

２．２ 第四运算与空数ｊ

２．２．１ 运算类的扩充

数域的拓广必须与运算类的扩充紧密联系起来。为此，我们应

该对人类截止到目前所具有的三大类运算加以考查，从中找出其

规律性的东西。

第一运算（加法）的一般式是ａ＋ｂ＝ｃ；其特殊式是ａ＋ａ＝
ｃ，即两个相同的数相加。如果人们把自己的思维停滞在这里，而
不升华到第二运算（乘法）的话，数学也就僵化了。人类终究做到

了这一点。他们在两个相同的数相加时，把自己的思维升华成ａ＋
ａ＝２ａ，新的运算产生了。
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同样，人们又没有停滞在第二运算那里。当两个相同数相乘

时，人类思维又升华到第三运算，即ａ·ａ＝ａ２。
把这 一 思 维 推 演 下 去，当 相 同 的 数 连 续 乘 方，即

｛［（ａａ）ａ］⋯⋯｝ａ（ｎ个ａ连续的乘方），人们的思维是停滞于第三
运算那里，还是再次升华到更高一级的运算？显然人类应该具有这

样更高一级运算———第四运算，可记为ａＬ
ｎ

＝｛［（ａａ）ａ］⋯⋯｝ａ＝

ａａ
ｎ
称为拐方运算（由于使用了一个拐角符号Ｌ，可读作ａ的拐角

ｎ）。其一般形式是ａＬ
ｂ

＝ｃ，其中ｂ为任意复数。
这其中的规律就如下表所示。

转化

类别 第一运算 第二运算 第三运算 第四运算 ⋯⋯

一般式 ａ＋ｂ＝ｃ

特殊式 ａ＋ａ＝ｃ ２ａ＝ｃ

一般式 ａｂ＝ｃ

特殊式 ａａ＝ｃ ａ２＝ｃ

一般式 ａｂ＝ｃ

特殊式 ａａ＝ｃ ａＬ
１
＝ｃ

一般式 ａＬ
ｂ
＝Ｃ

⋯⋯

由此表可见运算类是无穷无尽的，只是客观实践是否需要而

已。第四运算确有其客观性：方程Ｗ ＝ＺｌｎＺ（Ｚ＝ａ＋ｉｂ）反映了
流线为对数螺旋线的不可压缩流体的流动［３］。

２．２．２ 数域的扩充

现在我们来谈数的扩充。我们知道数的拓广是每一类运算的
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