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1920
�E. H. Moore[Mo]��
�
��
���
����
����
��
	����
����Moore� m×n �
 A ����������� AG = PA


 GA = PG � n×m �
 G, �� PX ��
 X ������������
�
�����

1955
� R. Penrose[Pe1] ��
���	�
 B, ��������
��


ABA = A, BAB = B, (AB)∗ = AB, (BA)∗ = BA. (0.1)

����		� Moore������������	�
 B ���� A� Moore-

Penrose����

� A+. ���
� Moore-Penrose�����������
������	������

1958
� M. P. Drazin[Dr] �	�
 A � Drazin � AD, ���������
�������������������������

����� 40 
�����������
�	�����	�	����
����
�
	���������������������	������
������� 20 �� 70 
�� 80 
��������� [BG, Na1, CM, Gr,

Ca] ���������
Hilbert ���������������� E. H. Moore ��������

����� (Y. Y. Tseng)  ������ 1933 
���� ��	
 Hilbert �
������������� [Ts1], �	��������� Tseng ������
� ����
����������� [Ts2∼Ts4].

�� T � Hilbert ����������� T , � T � Moore-Penrose���
T+ �������������	�


(i) TT+T = T,

(ii) T+TT+ = T+,

(iii) (TT+)∗ = TT+,

(iv) (T+T )∗ = T+T

(� [Gr] � [WWQ]). Hilbert ���!������ Moore-Penrose �����"



· iv · � �

�� (� [Na1]).

�� Hilbert ���������� T � Moore-Penrose��� T+, J. Locker

��
 n �������������������� n ����������
Green �� (� [Jo1∼Jo4]).

1983 
� S. J. Lee � M. Z. Nashed � Hilbert �����������	

������� (� [LN1∼LN3]). ��� 1989
�#����
 Hilbert����
� ���$���������
 Hilbert ���
������� (� [LN4]).

1990
�1992
�����!%��&����
 Hilbert��� Moore-Penrose

��� A+
x ���� [MCS,Ma1]. � 20
�Hilbert��� Drazin��������


"����� [Wag1] �'���(� ���
� 2004 
����� [WWQ].

Banach(#!�) �������������������
� X,Y � Banach ��� T �� X 	 Y ���������������

���� T �"�� N(T ) � X ����$�
 T �� �� R(T ) � Y ��
��$���%�� X , Y ������ M , N ��

X = N(T )⊕M, Y = R(T ) ⊕ S.

� P � Q�%
 M 	 N(T )� S 	 R(T )���������M. Z. Nashed

� G. F. Votrubo[NV] ��������!����Æ����� T+
P,Q �����

�� (T |M )−1, � R(T ) 	 R(T )⊕ S ��&' T+
P,QS = {θ} ���"������

��� T+
P,Q ��������

TT+
P,QT = T, � D(T )�;

T+
P,QTT

+
P,Q = T+

P,Q, � D(T+
P,Q)�;

T+
P,QT = ID(T ) − P, � D(T )�;

TT+
P,Q = Q, � D(T+

P,Q)�,

�� D(T+
P,Q) = R(T )⊕ S, ID(T ) � D(T ) ��()��� � T+

P,Q � T ����
�����

��!
�� Banach ���������������� Drazin ����
�����	������������������ [Na2∼Na4, NC, ML, Ra,

Ma2∼Ma5, Ku, Wag2, CX, Wei1, Cai] 	�
��!"� Banach �����#	�����$���$ (� [LT]), ��

Banach��������%����*�������������	�����
Hilbert ��� Banach ������������Æ�����!��� Banach

�����������"����������#)������#$
���
�������

� X , Y � Banach ��� T �� X 	 Y �������
此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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D(T ∂) = {y ∈ Y | Tx = y � X ����#)��}.

��$�%� T ∂ : D(T ∂) ⇒ D(T ) �

T ∂(y) = { x ∈ X | x� Tx = y ��#)��}, y ∈ D(T ∂).

T ∂ �� T � ($�) ���� (� [Na1]),(��� (	
����) T σ : D(T ∂) →
D(T ), ���� T σ(y) ∈ T ∂(y), y ∈ D(T ∂), �� T σ � ($�)  ���� T ∂ �(
�&#��%�	 ($�)  �������&&�$�(�&#�	�����
���'��
�� M. Z. Nashed � G. F. Votruba ���� [NV] �����'
'� 2000 
�'(�(��� [WP2] 
��)
���

(� ����*)��������� R. B. Holmes[No1] ��
 T ∂(y) +
��(�$���,��� T ∂ ������� 1995
�'(��(%% [WL1] 

������� T , ��
 ((�) Moore-Penrose  ���� TM , ��� TM �
���� 2003 
�'*('(� [WhW] ��!��
 Moore-Penrose  ����
TM . '(��+� (�," [WJ,WY2] ��
 Banach �������� Tseng-

 ������+���,&�� Nuemann ���
*--�%!.	� 20 
�
%��!
!���)/�������

Banach ���������������
#	'�
� Banach �������� ����$$�	�*�����

��� Banach ��������
	��������+�
#�'�." Banach ��)�� T ���Æ����� T+

P,Q, ��#%��
�������
���Æ������)��������� Banach +,��
�$���

#�'�
� Banach �������� Drazin ���� Drazin ��!	�
$���#%���������

#�'�0 ." Banach�������� ($�)  ����������
�		�����%�(�&#��,��	(�� Tseng  ����� Moore-

Penrose  ���������������-$�������-������
�� �-�� �(��,&�.�����

#1'�0 
� Banach��������%���� ( ��������
�(� ����)���	������	����-$����,�
� Banach

���������� ������� ���/��� �����,/�.
" Hilbert ����$����������
���������

#-'�0 
� Hilbert ��� Moore-Penrose �����+������
��������
��������� Green ����,
�
 Banach���
Moore-Penrose �����0����,&����+����������1
�
�
��������
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��� Banach �������

Banach �����������������
�����������*
'�
*-�#$��	�������)."�

§1.1 34546571

1. ��	
���
������

� X �/ (��) ������ X1 �X2 � X �������

X1 +X2 = {x1 + x2 | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}

������� X1 � X2 ���(���

X = X1 +X2 
 X1 ∩X2 = {θ},

������ X1 � X2 ��2(�
�

X = X1+̇X2.

���
#	� x ∈ X , ��	��

x = x1 + x2, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2.

�� 1.1.1 �M ⊂ X ���������������� N ,0 X = M+̇N ,

�� M � X �����$���� N �� M ���$����
�� 1.1.2 � X ������%� P : X → X ��3	���3 P 2 = P ;

��3	%���������� ������
�� 1.1.1 ���� X �#	������$����$����
�� � M � X �������� M �� Hamel � E = {ei}i∈I ⊂ M , 


E �4-� X �� Hamel � E, �� E\E ������
 N = span{E\E}, 8
'� M ���$����� X = M+̇N . 8

�� 1.1.2 � X ������ P � X �������5 N(P ) = {x ∈
X | Px = θ}, R(P ) = {x ∈ X | Px = x}, �

(i) R(P ) = N(I − P );

(ii) N(P ) = R(I − P );

(iii) X = R(P )+̇N(P );

(iv) 1 M �N � X �������
 X = M+̇N , ����	�����
�� P : X → X , ��

M = R(P ) 
 N = N(P ).
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�� (i)�� (I−P )P = θ,�� R(P ) ⊂ N(I−P );�1
�� x ∈ N(I−P ),

� x = Px ∈ R(P ), ��
R(P ) = N(I − P ).

(ii) �� I − P 8���������� (i) 7��
(iii)
�� x ∈ X ,� x = Px+(I−P )x, 
 Px ∈ R(P ), (I−P )x ∈ R(I−P ) =

N(P ), - X = R(P ) +N(P ). �
�� x ∈ R(P ) ∩N(P ), � x = Px = θ, ��

X = R(P )+̇N(P ).

(iv) � X = M+̇N,M �N � X ��������
�� x ∈ X , ��	��
x = x1 + x2, x1 ∈ M,x2 ∈ N . �� Px = x1, �9" P � X ��������

R(P ) = M,N = N(P ). 1 X ��	������ P1 ��

M = R(P1) 
 N = N(P1),

� X = R(P1)+̇N(P1). ��
�� x ∈ X , ��	�� x = P1x+ (I − P1)x. � P

��� Px = P1x, � P1 = P2. 8

2. ��	
���
��������

�� 1.1.3 � M ������� X ����������� X ����
��� N , 0� X = M+̇N , �� M � X �����$�� N �� M ���$
�������
� X = M ⊕N .

�� 1.1.3 � X � Banach ��� X ����� M � X ����$�

6� M ��	�������� P �� �
�� 9$��� X = M ⊕N ,�� N � X ��������� 1.1.2� (iv),

���	������� P , 0� R(P ) = M 
 N(P ) = N .

��7#� P �����
� xn ∈ X, x ∈ X,xn → x, Pxn → y(n→ ∞). �� M ���� Pxn ∈M , �

� y ∈M , �� Py = y. �� xn−Pxn ∈ N 
 N ����5 n→ ∞, � x− y ∈ N ,

�� P (x− y) = θ. ��
y = Py = Px.

- P ��������� X � Banach ���8��;:���" P �����
-������ X ��������� P �� R(P ) = M ������ 1.1.2

� (iii) �"
X = R(P )+̇N(P ).

�� P � I −P �����- N(P ) � R(P ) = N(I −P ) $� X �����
���
 X = R(P ) ⊕N(P ). 8

�� 1.1.4 � M � Banach �� X �������
(i) 1 dimM <∞, � M � X ����$:
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(ii) 1 dim(X/M) < ∞, � M � X ����$��� dim(X/M) 8/ M �
X ��==��
�� (i) � dimM = n. ���% n = Banach ��$�����
%� M

� ln∞ �����-�� M � n ���!��� {xi}ni=1 ��� C > 0, 0

C−1 max
1�i�n

|αi| � ‖
n∑
i=1

αixi‖ � C max
1�j�n

|αj |.

5
〈 n∑
i=1

αixi, x
∗
j

〉
= αj (j = 1, 2, · · · , n), � {x∗j}nj=1 ⊂ M∗ 
 ‖x∗j‖ � C, (j =

1, 2, · · · , n). � Hahn-Banach ���� {x∗j}nj=1 &�"�� {x∗j}nj=1 ⊂ X∗, 5

Px =
n∑
i=1

〈x, x∗i 〉xi, ∀x ∈ X,

� ‖P‖ � nC2, 
 P � X 	 M �����������-M � X ����$�
(ii) ���� 1.1.1, &# X ������ N , 0�

X = M+̇N.

5 Q : X → X/M �2%���

Q : N → X/M

�	
	������ dim(X/M) < ∞, - dimN = dim(X/M) < ∞, 
 X/M �
Banach ����� N � X ��������� M � X ����$� 8

3.∗ ��Æ� Banach ��������	
� ���


� Banach��������#�����$����$������ Banach

>��� lp(1 < p < ∞, p �= 2) �����$���������>������
���

�� 1.1.4 � X � Banach ��� S � X 	 X �����������
S2 = I, �� S � X ��
Æ���$Æ M = {x ∈ X | Sx = x} � S �����
��

�� 1.1.5 � X �������� M � X ��������
(i) � P � X 	 M ������������ S = 2P − I �� M ����

���
Æ���.���� S ���M ������
Æ���� P =
1
2
(S+I)

� X 	 M �����������

(ii) �� P =
1
2
(S + I) � X 	 M ��������������� X 	 M

��������������,&

P̃ =
1
2
(S + I + T ),
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�� S �� M �������
Æ��� T �� X 	 X ���������

��

ST = −TS = T. (1.1.1)

�� (i) �8'��
(ii) � P̃ � X 	 M ���	����������� PP̃ = P̃ � P̃P = P .

��5 T = 2P̃ − (I + S), � T �� X 	 X ���������� P =
1
2
(S + I)

� PP̃ = P̃ ��
1
4
(I + S)(I + S + T )

= PP̃

= P̃

=
1
2
(I + S + T ).

�	�� 1
4
(I + S)(I + S + T ) =

1
2
(S + I) +

1
4
(T + ST ),

��
ST = T.

������ P̃P = P ��� −TS = T. .����

P̃ =
1
2
(I + S + T ),

�� T ��& (1.1.1).P̃ � X ��������
� P 2 = P , �

PP̃ =
1
4
(S + I)(S + I + T )

=
[1
2
(S + I)

]2
+

1
4
(ST + T )

=
1
2
(S + I) +

1
2
T

= P̃ .

�� P̃P = P , ��
P̃ 2 = P̃P P̃ = PP̃ = P̃ .

� P̃ �3	����� P̃ � X ���������� 8
���������
�� 1.1.5 � M � Banach �� X ���������

P (M) = inf{‖P‖ | P�X	M��������},
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