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第一讲��一元二次方程

一Ð知识要点和基本方法

一元二次方程的一般形式是

by��cy�d��KIb-��J

它的简单形式就是By� �C�
我们解一元二次方程K就是把所给的方程转化为形如By� �C

的方程来解�这里的转化方式就是配方�具体做法是M

因为��by��cy�d�by��cby�
c�
�bP Q� � d�c��I Jb

�by�c�I Jb
�

��bd�c
�

�b
K

所以��by��cy�d��Ib-��J就转化为

by�c�I Jb
�

��bd�c
�

�b ��K

即

y�c�I Jb
�

�c
���bd
�b� � �

从而利用平方根的意义得到方程by��cy�d��的解�
配方法是解一元二次方程的基本方法K而公式法是由配方法演

绎得到的�由�式就可以得到解一元二次方程的求根公式M

y�K� ��c�c
���� bd
�b �Ic���bd1��J �
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用求根公式解一元二次方程的方法称为公式法�
有时K用因式分解法解一元二次方程�
如果一元二次方程的两根为y�Ðy�K那么我们就有基本等式

by��cy�d�bIy�y�JIy�y�JKIb-��J �

这是一个非常有用的基本等式�

如果我们对式�的形式y�Ð��B��C IC1��J�追根究源�K就
可以知道B��C一定是一个一元二次方程的根K从而必有形如by�

�cy�d��的等式成立I这里y�B��CJ�利用这一结果常可以
简化一些复杂的数值计算�

二Ð例 题 精 讲��

例���已知cÐd为方程y��cy�d��的两个根K且d-��K

c-�d�求cÐd�
解��因为cÐd是方程y��cy�d��的两个根K所以

c���d1��K

c��c��d��K

d��cd�d��
�
�

� �

�
�
�

由�式及d-��得d��c��K把它代入�式得

�c��c����

即c����
K或c���

当c����
时Kd��c������

K则c�d�这与题意不符�于

是c��Kd��c������
说明��如果y� 是方程by��cy�d��的根K那么就有by���

cy��d���反之亦然�

例���已知nÐo是有理数K方程y��ny�o��有一个根是��
���求n�o的值�
解��由题意得

二��L 奥数教程ð初三年级



I����J��nI����J�o��K
即

I���n�oJ�In��J�����

因为nÐo是有理数K所以必有

���n�o��K

n����R K
解之得

n��K

o���R �

于是 n�o���

例���已知b是方程y��y�����
的根K求 b���

b��b��b��b�

的值�
解��由题意得

b��b��� ��
K

即

b� � ���b
Kb��b� ���

于是

b���
b��b��b��b� �

b �
��I Jb ��

b�Ib��bJ�bIb��bJ

�

b
��b

���

�
�b
Ib���J

�

b
��

�
��I Jb ��

�
�b

�
��b�I J�
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� �b��
b
��

�
�

����

例���设y�Ðy� 是方程y��y����的两个根K求y����y���
��的值�
解��由题意得y� -�y�K且

y�� ���y�Ky�� ���y��
于是

y����y������y�I��y�J��I��y�J���

��y��I��y�J��y���

��Iy��y�J���

而 y���y�� � I��y�J�I��y�J�y��y�K
即

Iy��y�JIy��y�J�y��y��

又y� -�y�K所以y��y� ����

故 y����y��������

说明��计算y��y�可直接用第�讲中根与系数关系I即韦达定
理J得到�利用方程的根所满足的等式K去处理一些代数式的计算K可
以起到�降次�作用而简化计算�

例���已知y�� �
����

K求y���y��y�� �的值�

解��由题意得 y�����K

即 y�����K

于是有 Iy��J� � I��J�K

即 y���y�����

所以 y���y��y�� �� yIy���y��J�� �
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������

例���已知首项系数不相等的两个二次方程

Ib��Jy��Ib���Jy�Ib���bJ��
及

Ic��Jy��Ic���Jy�Ic���cJ��

IbÐc是正整数J有一个公共根K求 b
b�cc

b�c�c�b
的值�

解��由题意知b`��Kc`��Kb-�c�利用因式分解可解得上述
两个方程的根分别为

bKb��b��
N��cKc��c��

�

因为题中两个方程有一个公共根K则必有

b�c��c����
或 ��b��b���

c�

上述两式都化简为

bc�b�c����K
即

Ib��JIc��J���

所以由bÐc是大于�的正整数得

b����K

c���R �
�� 或 ��

b����K

c����R �
解之得

b��K

c�R �
�� 或 ��

b��K

c��R �

故 bc�cb
b�c�c�b �

bccb ���ð�� �����

说明��还可以设题中两个方程的公共根为y�K则就有
五第一讲��一元二次方程 L��



Ib��Jy���Ib���Jy��Ib���bJ��K
Ic��Jy���Ic���Jy��Ic���cJ��
�
�

� �

消去上述两式中的y�� 项K就得到

Iy���JIb�cJIbc�b�c��J��K
因而得到

bc�b�c�����

例���已知方程by��cy�d�yIb`��J的两个根y�Ðy� 满足

�_�y� _�y� _� �b�
当�_�y_�y� 时K证明y_�by��cy�d_�y��

解��由题意得方程by��Ic��Jy�d��的两根为y�Ðy�K所
以K就有

by��Ic��Jy�d�bIy�y�JIy�y�J�

因为 �_�y� _�y� _� �b
K�_�y_�y��

则 �_�y_�y� _�y� _� �b
K

所以 y�y� _��Ky�y� _��K

所以 Iby��cy�dJ�y�bIy�y�JIy�y�J`��K
即

by��cy�d`�y�

又 Iby��cy�dJ�y�

�Pby��Ic��Jy�dQ�y�y�

�Iy�y�JPbIy�y�J��QK

且y� _� �b
K即�y� `���b

K�by� `�b �
�I Jb ���K

则 ��bIy�y�J`���by� `���bð�b ��
K

所以
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Iby��cy�dJ�y� _��K
即

by��cy�d_�y��

于是K当�_�y_�y� 时K有

y_�by��cy�d_�y��
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练��习��题

B����组

��设cÐd是整数K当y依次取�Ð�Ð�Ð��时K小明算得多项式

y��cy�d的值分别为�Ð�Ð��Ð���经验证K只有一个结果是错误
的�这个错误的结果是I����J�

IBJ当y��时Ky��cy�d��
ICJ当y��时Ky��cy�d��
IDJ当y��时Ky��cy�d���
IEJ当y���时Ky��cy�d���
��解方程y��}y}�����
��方程y��cy����与方程y��y�c��有一个公共实根K
求c的值�

��已知y��y ��
K求y���y����y���y���的值�

��已知y� �
����

K求y����y����y����y���的值�

��关于y的一元二次方程�y���by�b���的一个解是��K
求b的值�
��解方程�����y����y�������
��已知d是实数Ky���y�d��的一个解的相反数是方程

y���y�d��的一个解�求方程y���y�d��的解�

C����组

��已知y������
K求 y�
y��y���

的值�

���解方程��y��}�y��}�����
���解方程��y���b}�y}��b� ���
���已知n� �n��Ko� �o��Kn-�oK求n��o� 的值�
八��L 奥数教程ð初三年级



���已知二次方程

bIy��JIy��J�cIy��JIy��J�dIy��JIy��J��

有根�与�K试求b�c�d�
���设等腰三角形的一腰与底边的长分别是方程y���y�b�

�的两根K当这样的三角形只有一个时K试求b的取值范围�

九第一讲��一元二次方程 L��



测��试��题

��已 知 b 是 方 程 y� � �y � � � � 的 根K求

�b���b���b���b�
b���

的值�

��已知关于y的二次方程

�y��I�b��Jy��b����

的一个根是�K求此方程的另一根及b的值�
��解方程 I�y��JIy��J� I�y��JIy��J�
��已知y� 是一元二次方程

by��cy�d��Ib-��J

的根K试求��c���bd与N � I�by��cJ� 的大小关系�
��解关于y的方程

I�y���y��Jb��I��y�Jc� �bcI��y�J�

��当bÐc为何值时K方程

y���I��bJy�I�b���bc��c���J��

有实数根�

〇一 ��L 奥数教程ð初三年级



第二讲��可化为一元二次方程的方程

一Ð知识要点和基本方法

在中学里K对于次数超过�的整式方程I称为高次方程JK通常运
用因式分解和换元法K把它转化为一元二次方程或一元一次方程去
求解�
对于分式方程K其求解的基本思想是转化为整式方程求解�转化

的基本方法是去分母和换元�当然需针对分式方程特点进行恰当的
去分母或换元�
对于无理方程K其求解的基本思想是转化为有理方程�常用方法

是M配方法Ð换元法Ð因式分解法�

二Ð例 题 精 讲��

例���解方程y��Iy��J� �����
解��设法化为双二次方程�
设y�z��K则y���z���于是方程化为

Iz��J��Iz��J� ����K

即 z����z��������

因式分解得 Iz���JIz����J��K

所以由z� ����无实数解得z� ��K即

z���K

从而 y���� 或 ��y����
一一第二讲��可化为一元二次方程的方程 L��



说明��遇到类似于例�的方程K常取平均数I如 Iy�y��J��
�y��J设元代换K可以简化问题�
例���解方程�y���y����y���y�����
解��观察特点K发现方程中各项系数关于中间项对称�
由方程可知y-��K则在方程两边同除以y�K得

�y���yI J� ��y��I Jy ������

令 y��y �z
K

则 z� �y���y���
K

即 y���y� �z
����

于是上述方程化为

�z���z������

解这个方程得z� ��
或z����

当z� ��
时Ky��y �

�
�
K

即 �y���y����K

解之得 y� � ��
Ky� ���

当z���时Ky��y ���
K

即 y���y����K

解之得 y� ������Ky� �������

所以K原方程的解为

y� � ��
Ky� ��Ky� ������Ky� �������

二一 ��L 奥数教程ð初三年级



说明��类似于例�的方程称为倒数方程�解这样的方程通常运
用例�的解法求得结果�
例���解方程 Iy��y��Jy�� ���
解��因为y��y��-��K所以考虑两种情形MI�Jy��y��-��

����I�Jy��y������
当y��y��-���时Ky����K则y���满足题意�
当y��y����时K有 Iy��y��Jy�� ��K则由y��y��

��得y��K或y���K符合题意�
当y��y�����时K有y��K或y���但y��时KIy��

y��Jy�� � I��J� ���-��K所以y��不是原方程的解�
于是K原方程的解为y���K或y���K或y��K或y���

例���解方程}y}��y �
�}y}
y �

解��由题意得y-���
当y`��时K原方程化为

y��y ��
K

即 y���y����K

解这个方程得y��或y����
因y`��K则y���不合要求舍去�
当y_��时K原方程化为

�y��y ���
K

即 y���y�����

因为 y���y����
�
� �

y�I J��
�

��� `��
K

所以方程y���y����无解�

故原方程的解为 y���

例���解方程
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