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代数篇

第一讲��因式分解的方法（一）

知识要点和基本方法

因式分解的基本方法有提公因式法Ð运用公式法Ð分组分解法和
十字相乘法�
把一个多项式因式分解K如果多项式的各项有公因式K就先提取

公因式K公因式可以是数Ð单项式K也可以是多项式N如果各项没有公
因式K再看能否直接运用公式或用十字相乘法分解K如果还不能分
解K就试用分组分解法或其他方法�分解因式时K必须进行到每一个
多项式因式都不能再分解为止K结果一定是乘积的形式K每个因式都
是整式K相同的因式的积要写成幂的形式�
考虑到与教科书同步K本书中的因式分解I第一讲至第四讲J在

有理数范围内进行�凡在实数范围内可再分解的因式K在说明中作了
补充�练习题和测试题只要求在有理数范围内求解�

例 题 精 讲��

例���把 Iy�zJ�o���Iy�{JIy�zJ�o��Iz�yJ�oIz�{J分
解因式K其中o是正整数�
解�� Iy�zJ�o���Iy�{JIy�zJ�o��Iz�yJ�oIz�{J

� Iy�zJ�oPIy�zJ�Iy�{J��Iz�{JQ

� Iy�zJ�oIz�{J�
说明��o是正整数时K�o是偶数KIy�zJ�o�Iz�yJ�oN�o��是

奇数KIy�zJ�o�� ��Iz�yJ�o���
一第一讲��因式分解的方法I一JL��



例���把下列各式分解因式M
I�JIb���c���J����b�c�N
I�JIby�czJ��Icz�d{J��Iby�d{J��
分析��观察两个多项式的特点K第I�J题容易使人想到用平方差

公式分解K第I�J题不妨用立方和 Pb��c� � Ib�cJIb��bc�c�JQ
或立方差 Pb��c� � Ib�cJIb��bc�c�JQ公式试一试�
解��I�J��Ib���c���J����b�c�

� Ib���c���J��I�bcJ�

� Ib���c�����bcJIb���c�����bcJ

� PIb��cJ���QPIb��cJ���Q

� Ib��c��JIb��c��JIb��c��JIb��c��J�
I�J�� Iby�czJ��Icz�d{J��Iby�d{J�

� PIby�czJ�Icz�d{JQPIby�czJ��Iby�czJIcz�
d{J�Icz�d{J�Q�Iby�d{J�

�Iby�d{JPIby�czJ��Iby�czJIcz�d{J�Icz�d{J�

�Iby�d{J�Q

� Iby�d{JPIby�czJ��Iby�czJIcz�d{J�Icz�by
��d{JIcz�byJQ

� Iby�d{JIby�czJI�d{��czJ

��Iby�d{JIby�czJId{�czJ�
说明��第I�J题如果先由 In�oJ��n��o���noIn�oJ推

得n��o��In�oJ���noIn�oJK把by�cz视为nKcz�d{视
为oK则n�o�by�d{K从而能较简捷地将原式分解因式�另外K由
立方和公式可推得 Ib�c�dJ� �b��c��d���Ib�cJIc�dJId
�bJK变形得b��c��d��Ib�c�dJ���Ib�cJIc�dJId�bJK
由这个公式也可将第I�J题分解因式�
例���把下列各式分解因式M
I�Jy���y�z�z���yz�N
I�JIy�z��yzJIy�z��J�I��yzJ��
分析��I�JÐI�J两题的多项式均无公因式可提取K也不能直接用

公式法分解�第I�J题从四项的特点看出应分组分解K第I�J题宜把
二��L 奥数教程ð初二年级



y�zÐyz各看成一个整体K去括号后再分组分解�
解��I�J��y���y�z�z���yz�

� Iy��z�J�I�y�z��yz�J

� Iy�zJIy��yz�z�J��yzIy�zJ

� Iy�zJIy��yz�z�J�
I�J�� Iy�z��yzJIy�z��J�I��yzJ�

� Iy�zJ���yzIy�zJ��Iy�zJ��yz����yz
�y�z�

� PIy�zJ���Iy�zJ��Q��yzIy�z��J

�y�z�

� Iy�z��J���ðIy�z��Jðyz�IyzJ�

� Iy�z���yzJ�

� Iy��J�Iz��J��
说明��将多项式分组的目的在于经过适当的分组后K原多项式

能转化为可提公因式K或可运用公式K或可用十字相乘等方法将其分
解�
例���分解因式M
I�J��y����y��N

I�Jy�� b��I Jb yz�z�I其中b是非零常数J�
分析��第I�J题是二次三项式K且不能用完全平方公式分解K应

试一试十字相乘法�第I�J题中yz的系数是b��b
K而bð�b ��

K所

以可将z� 化为 IbzJð �
bI Jz K再用十字相乘法分解�

�

�

�

��
�

�

bz

�
bz

解��I�J����y����y��
� I�y��JI�y��J�

I�J��y�� b��I Jb yz�z�
� Iy�bzJy��bI Jz
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� �b
Iy�bzJIby�zJ�

例���分解因式M
I�Jy��y��z���z��yzN
I�J�y���yz��z���y���z���
分析��本题两个多项式是二元二次多项式K可看作关于某个字

母的二次三项式I另一个字母看作常数JK运用十字相乘法分解N也可
把二次项作为一组先分解K再用十字相乘法分解�

y

y

�z

�z��

解��I�J��y��y��z���z��yz
�y��I�z��Jy�I�z���zJ

�y��I�z��Jy��zI�z��J

� Iy��zJIy��z��J�
I�J���y���yz��z���y���z��

� I�y��zJIy��zJ�I�y���zJ��
� I�y��z��JIy��z��J�

�y

y

�z

��z
��yz��yz���yz��

�y��z

y��z

��

�
�y��z��y��z��y���z

例���已知二次三项式y��ny��In是整数J在整数范围内可
以分解为两个一次因式的积K求n的可能取值�
解��根据条件K如果将��分解为两个整数的积K那么这两个整

数的和即为�n�
因为��分解为两个整数积的可能情形有
I��J��KI��J��KI��J��KI��J���

所以�n的可能值为
I��J��KI��J��KI��J��KI��J���

故n的可能取值有��K��K�K�四个�
说明��如果题目的条件不是限定在整数范围内可以分解K那么n

的取值不能用本题的解法�如果题目改为y���y�n在整数范围内可
以分解因式K那么只要将��拆成两个整数的和I如������K���
�JK这两个整数的积就等于�nK因此K符合条件的n有无数个�
四��L 奥数教程ð初二年级



例���在黑板上写有一个缺系数和常数项的多项式M

y�� ���� y�� ���� y� ����

现有两个人做填数字游戏M第一个人在任一个空位内填上一个
非零整数I可正可负JK接着K第二个人在剩下的二个空位置中任选一
个填上一个整数K最后K第一个人在余下的空位上填一个整数�
求证M不管第二个人怎样填数K第一个人总能使所得到的多项式

可分解为三个一次因式的积K并且每个因式的y系数为�K常数项为
整数�
证明��因为第一个人有选择任一个空位的主动权K所以他可以

在y前的框内填上��K这样K原多项式变为

y�� ���� y��y� ����

第二个人不管在哪一个框内填数bK第一个人只需在最后一个
空框内填上第二个人所填数的相反数�bN这样K原多项式就变成了

y��by��y�bK或 ��y��by��y�b�
而��y��by��y�b
�yIy���J�bIy���J

� Iy�bJIy��JIy��J�
y��by��y�b

�yIy���J�bIy���J

� Iy�bJIy��JIy��J�
这就表明了第一个人总能使所填数符合要求�

练��习��题

B����组

一Ð选择题

��如果多项式y��ly���
是一个完全平方式K那么l的值

五第一讲��因式分解的方法I一JL��



是I����J�
IBJ�������� ������������ICJ�

IDJ��
或���

IEJ��
或���

��多项式�bIb��b��J�b��b���分解因式的结果为
I����J�

IBJIb��b��J� ICJIb��b��J�

IDJIb��b��J� IEJIb��b��J�

��已知y��by��可分解为两个一次因式的积 K且b_��K则

b的值为I����J�
IBJ��和�� ICJ��和��
IDJ��或�� IEJ任意负有理数

二Ð把下列各式分解因式

��Ib�nJ�Io�cJ��Ic�oJ�Ib�nJ��
��y�Iy��zJ�z�I�y�zJ�
��Iy�zJIy�zJ��Iz��J�
��y�z�z�{�{�y�y�{�z�y�{�z��yz{�
��y��In��o�Jy�noIn��o�J�

三Ð解答题

��求出在�到���之间的整数oK使y��y�o能分解为两个整
系数一次因式的乘积�

C����组

四Ð把下列各式分解因式

���Id�bJ���Ic�dJIb�cJ�
���I��y�y��y�J��y��
���Id��e��c��b�J��Ibc�deJ��
���y���z����{��yz�y{���z{�
六��L 奥数教程ð初二年级



���b��c��d���b�c���c�d���b�d�

五Ð解答题

���已知乘法公式M

b��c� � Ib�cJIb��b�c�b�c��bc��c�JK

b��c� � Ib�cJIb��b�c�b�c��bc��c�J�

利用上述公式K把y��y��y��y���分解因式�

测��试��题

一Ð选择题

��如果���y��lyz���z� 是一个完全平方式K那么l等于
I����J�

IBJ������ ��ICJ����� ��IDJ������ ��IEJ���
��多项式y���Ky���y����yKy����的公因式是I����J�
IBJy�� ICJy�� IDJy�� IEJy��
��在多项式y��y��y��Ky���y����y��Ky���y��

�y��Ky��y���y���y� 中K有因式y��的多项式的个数是
I����J�

IBJ�个 ICJ�个 IDJ�个 IEJ�个

��已知二次三项式��y��by���可分解为两个整系数的一次
因式的积K那么b一定是I����J�

IBJ奇数 ICJ偶数 IDJ正数 IEJ负数

二Ð把下列各式分解因式

��y���y����y����
��Ib�cJb��Ic�bJc��
��yIy��JIy��J�yzIy�zJ�zIz��JIz��J�
��Iy�zJIy�z��yzJ�Iyz��JIyz��J�

七第一讲��因式分解的方法I一JL��此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



���b���bc��c��b���c���

三Ð解答题

���已知��y��by���在正整数范围内可以分解为两个一次
因式的积K求出满足条件的整数b�

八��L 奥数教程ð初二年级



第二讲��因式分解的方法（二）

知识要点和基本方法

在这一讲里K我们再学习几种因式分解的方法�
一Ð添项Ð拆项法
在分解因式时K常要对多项式进行适当的变形K使其能分组分

解�添项和拆项是两种重要的变形技巧�所谓添项K就是在要分解的
多项式中加上仅仅符号相反的两项的和I实际上是加上�K并不改变
原多项式的值JK如把b���添上�b��I��b�JK得b����Ib���b�

��J��b�� Ib���J��I�bJ�K从而可将原多项式分解因式�拆项
是把多项式中某一项拆成两项或多项的代数和I相当于整式加法中
合并同类项的逆运算JK再通过适当分组K达到分解因式的目的�
二Ð换元法
有些复杂的多项式K如果把其中某些部分看作一个整体K用一个

新的字母代替I即换元JK不仅可使原式得到简化K而且能使式子的特
点更加明显�这样先进行换元K再将含�新字母�的多项式分解因式K
最后将�新字母�用原换的式子代回去K得到原多项式的因式分解结
果K这种方法就是因式分解中的换元法K或者说是换元法在因式分解
中的应用�
三Ð待定系数法
有的多项式虽不能直接分解因式K但可由式子的最高次数与系

数的特点断定其分解结果的因式形式�如只含一个字母的三次多项
式分解的结果可能是一个一次二项式乘以一个二次三项式K也可能
是三个一次因式的积�于是K我们可以先假设要分解因式的多项式等
于几个因式的积K再根据恒等式的性质列出方程I组JK进而确定其中

九第二讲��因式分解的方法I二JL��



的系数K得到分解结果K这种方法就称为待定系数法�
用待定系数法分解因式时需利用恒等式的如下重要性质M

如果boyo�bo��yo�����b�y�b�(�coyo�co��yo�����c�y

�c�K那么bo �coKbo�� �co��K�Kb� �c�Kb� �c��即恒等式同
次项的对应系数一定相等�
这里K�(��表示�恒等于�K即对任何y值K等式左边的值都等于

右边的值�
四Ð利用因式定理分解
因式定理M如果y�b时K多项式boyo�bo��yo�����b�y�b�

的值为�K那么y�b是该多项式的一个因式�
对于系数全部是整数的多项式boyo�bo��yo�����b�y�b�K

如果y�rq
IqÐr是互质的整数J时K该多项式的值为�K也就是y�

r
q
是该多项式的一个因式时K一定有q是bo 的约数Kr是b� 的约

数�
对于bo ��的特殊整系数多项式I即系数全部是整数的多项

式JK如果y�r是它的因式K那么r一定是常数项的约数�
有了以上定理K我们可以通过分解整系数多项式的最高次项系

数和最低次项系数的因数K组成一些分数K并逐个试验K找出整系数
多项式的一个或几个因式K然后再用多项式除以多项式的办法逐步
分解�

例 题 精 讲��

例���把下列各式分解因式M
I�Jy��y�z��z�N
I�JI��zJ���y�I��z�J�y�I��zJ��
解��I�J��y��y�z��z�

�y���y�z��z��y�z�

� Iy��z�J��IyzJ�

� Iy��z��yzJIy��z��yzJ�
〇一 ��L 奥数教程ð初二年级



I�J�� I��zJ���y�I��z�J�y�I��zJ�

� I��zJ���I��zJðy�I��zJ�y�I��zJ�

��I��zJðy�I��zJ��y�I��z�J

� PI��zJ�y�I��zJQ���y�

� I��z�y��y�z��yJI��z�y��y�z��yJ

� PIy��J��zIy���JQPIy��J��zIy���JQ

� Iy��JIy���yz�zJIy��JIy���yz�zJ�
说明��通过拆项Ð添项配成完全平方式是一个有用的技巧�第

I�J题是将y�z� 拆成�y�z��y�z�K第I�J题是添加了�I��zJð

y�I��zJ��I��zJðy�I��zJK这种拆项Ð添项依赖于多项式的特
点K因而首先要仔细观察K分析出多项式与完全平方式的关系�
例���把下列各式分解因式M
I�Jy���y����y���N
I�Jb�c�bc��b��c���N
I�Jb��c��d���bcd�
解��I�J��y���y����y���

� Iy���y����yJ�I�y����y���J

�yIy���y���J��Iy���y���J

� Iy��JIy���y���J

� Iy��JIy��JIy��J�
I�J��b�c�bc��b��c���

�b�c�b�c��bc�b�c��bc��c��bc�b���
�bcIb��bc��J�c�Ib��bc��J�Ib��bc��J

� Ib��bc��JIbc�c���J�
I�J��b��c��d���bcd
�b���b�c��bc��c��d���b�c��bc���bcd
� Ib�cJ��d���bcIb�c�dJ

� Ib�c�dJPIb�cJ��Ib�cJd�d���bcQ

� Ib�c�dJIb��c��d��bc�bd�cdJ�
说明��添项Ð拆项常要根据原式的特点进行试凑�第I�J题是按

系数比例拆项分组K还可按 Iy���y�J�I�y����yJ�I��y���J
一一第二讲��因式分解的方法I二JL��



分组K或按 Iy���y�J�I�y����yJ�I�y���J分组K也可按
Iy���y�J�I�y����yJ�I�y���J分组�第I�J题的添项K目的在
于配成 Ib�cJ��通过添项或拆项重新分组后K要能利用公式或可提
取公因式�
例���分解因式M
I�JIy��y��JIy��y��J���N
I�JIz��J��Iz��J������
分析��I�J中两个括号内的二次项和一次项完全相同K如用z�

y��y��换元K可使原式简明而易于分解 �I�J中有两个四次式相
加K直接去掉括号K运算繁琐�为了使去括号后可以消项K常取平均值
换元K即设v�Iz���z��J���z��K从而使z���v��Kz
���v��K代入后即可简化运算�
解��I�J设y��y���zK则

��Iy��y��JIy��y��J���
�zIz��J���
�z��z���
� Iz��JIz��J

� Iy��y��JIy��y��J

� Iy��JIy��JIy��y��J�
I�J设z���vK则

��������Iz��J��Iz��J�����
� Iv��J��Iv��J�����
� Iv���v��J��Iv���v��J�����
� PIv���J��vQ��PIv���J��vQ�����
��Iv���J���v�����
��v����v�����
��Iv���JIv����J

��Iv��JIv��JIv����J

��Iz��JIz��JIz���z���J�
例���分解因式M
I�JIb�cJ��Ib�cJ��Ib��c�J�N
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I�Jy������y������y������
解��I�J设b�c�yKb�c�zK则

��Ib�cJ��Ib�cJ��Ib��c�J�

�y��z��y�z�

� Iy��z�J��y�z�

� Iy��z��yzJIy��z��yzJ

� I�b���c��b��c�JI�b���c��b��c�J

� Ib���c�JI�b��c�J�
I�J设�����oK则�����o��K

��y������y������y�����

�y��oy��Io��Jy�o

� Iy��yJ�oIy��y��J

�yIy��JIy��y��J�oIy��y��J

� Iy��y��JIy��y�oJ

� Iy��y��JIy��y�����J�
说明��换元是为解题搭桥梁K�过河�之后就�拆桥��有时可搭多

座桥I如第I�J题JN有时可把常数换成字母K把特殊化为一般去考虑
I如第I�J题J�
例���把�y��yz��z���y��z��分解因式�
分析��要分解的式子是二元二次多项式K且二次项�y��yz�

�z� � I�y��zJI�y�zJK从而可断定原式分解的结果形式为
I�y��z�bJI�y�z�cJK于是可用待定系数法分解�
解��设 原式 � I�y��z�bJI�y�z�cJK将右边展开得

���y��yz��z���y��z��

��y��yz��z��I�b��cJy�I�b��cJz�bc�
由恒等式的性质K比较两边的系数K得

�b��c��K

�b��c���K

bc���
�
�

� �

�
�
�
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