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基础篇

第一讲��集合的概念与运算

一Ð知识要点和基本方法

集合是数学中最重要的概念之一K可以说K数学的各个领域Ð各
个分支就是研究带有各种不同性质的集合�
正确地表达一个集合是学好数学的基础K描述法是表示集合的

重要方法K它基于下面的概括原则M
概括原则��任给一个性质qK那么存在一个集合TK它的元素恰

好是具有性质q的所有对象K即

T� Ry}qIyJSK

其中qIyJ是�y具有性质q�的缩写�
两个集合之间的关系可以通过子集Ð交集Ð并集来反映�处理问

题时K往往需要从元素出发来讨论K这里蕴含了�从局部到整体�的数
学思想�
在集合的运算中K除了交与并两种运算外K经常出现的还有补运

算与差运算�
由所有属于B但不属于C 的元素构成的集合称为B 关于C 的

差集K记作Ba�CK即

Ba�C� Ry}y��BK但y��LCS�

集合的各种运算之间成立如下一些关系式�
分配律MB�� IC��DJ� IB��CJ�� IB��DJK

B�� IC��DJ� IB��CJ�� IB��DJ�
EfNpsfoh 法则MB��C�B��CKB��C�B��CN

一第一讲��集合的概念与运算 L��



Ba�IC��DJ� IBa�CJ�� IBa�DJK

Ba�IC��DJ� IBa�CJ�� IBa�DJ�
上述等式的严格证明要用到数理逻辑中的一些公理K读者可以利用
文氏图予以验证�

二Ð例 题 精 讲��

例���求所有的实数bK使得关于y的不等式

}y��}_�by �

图���

的解集中K恰有两个整数�
解��由条件K不等式�的解应为一

个有限区间K这需要从解不等式着手�
在图���中K我们作出了函数z

�}y��}与z�by的图象K由图象可
得M

b1��时K不等式�的解为y `�
�
��b

N

b_���时K不等式�的解为y_� �
��b

N

��0�b0��时K不等式�的解集为�N

�_�b_��时K不等式�的解为 �
��b_�

y_� �
��b

�

注意K上面的 �
��b
与 �
��b
是通过解方程I求两条直线的交点J

得到的�
所以K满足条件的b首先应满足�_�b_��K这时K解集为y��
�
��b

K �
��I Jb K由于���

�
��b

K �
��I Jb K所以b 应满足�_�

�
��b0�

�K故 �� _�b0�
�
��

综上K所有满足条件的b构成的集合为 ��
KI Q�� �
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说明��这是一个常见的求解含字母不等式的讨论问题K解答中
利用图象来处理K显得简洁明了�
例���已知元素 I�K�J��B��CK这里集合B� RIyKzJ}by

�z��c��SKC� RIyKzJ}y��bz�c��S�求bÐc的值�
解��由交集的定义K可知 I�K�J��BK且 I�K�J��C�于是

b���c��K

���b�c��R �

解此方程组K可知b���Kc���
说明��本质上而言K集合B 表示一个二次函数的图象KC也是

如此K所求问题为M在已知交点的条件上K确定参数的值�
例���集合BÐCÐDI不必相异J的并集

B��C��D� R�K�K�K��S�

求满足条件的集合的有序三元组IBKCKDJ的个数�

图���

解��由文氏图K可知在求B��C��
D时KBÐCÐD之间交出�个区域I如图

���所示J�从而K�K�K�K��中每个数
有�种选择K故所求有序三元组的个数
为����
说明��这里每个数�K�K�K��均

有�种选择K用到了BÐCÐD不必相异K
以及IBKCKDJ为有序集合组两个条
件�当然K从解法上来看K我们体会了文
氏图的一个妙用�
例���设o��OH�Ko1���K集合BÐC都是J� R�K�K�KoS

的真子集KB��C� �KB��C�J�证明M集合B或者C 中K必有
两个不同的数K它们的和为完全平方数�
证明��由B��C��KB��C�JK我们不妨设���BK并采用

反证法来处理�
设集合B 与C 中K都没有两个数K它们的和为完全平方数�则

���CK于是���BK����C�这时K如果����CK则��������为
三第一讲��集合的概念与运算 L��此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



完全平方数K若����BK则����又是一个完全平方数K从而K��没
有归属K由o1���K这是一个矛盾�
所以K命题成立�
说明��这里我们不妨设���B是应该把握的一种技巧K人为地

作合理的假设对处理具有对称性的问题K可使问题简化�
例���设Q� R不小于�的自然数SK定义Q上的函数如下M若

o��QK定义gIoJ为不是o的约数的最小自然数K例如gI�J��K

gI��J���记函数g的值域为N�证明M����NN����LN�
证明��注意到K当o���！时K�K�K�K��都是o的约数K故此

时gIoJ����
若存在o��OH�K使gIoJ���K则对小于��的自然数lK均有

lb�oK从而K�b�o且��b�oK但是 I�K��J��K由整除理论中的性质K应
有�������是o的约数�这是一个矛盾�
说明��可以证明N � Rq}q为质数SK这一点利用本题的方法

即可完成�
例���设B�KB�K�KBl 是集合Y �R�K�K�K��S的不同子

集K它们两两的交集都不是空集K而Y 的其他子集不能与B�KB�
�K

K

Bl 中每一个的交集都是非空集合�求l的值�
解��设B为Y 的任意一个子集K则BI视Y 为全集J也是Y 的

子集�从而KY的子集可以分为�� 个不同的集合对IBKBJ�
由于B�KB�K�KBl 中K任意两个集合的交集不空K所以K若

l`���K则必有一对集合B和B 在B�KB�K�KBl 中同时入选K而

它们的交集B��B是空集K矛盾�故l0����
另一方面K若l_���K则有一对集合B和B 在B�KB�K�KBl

中同时不入选K这时K对B 而言K由条件K存在kK�0�k0�lK使得

Bk��B� �K从而BkT�BK但是Bk与B�K�KBl 中的其余每个

集合的交都不空K所以KB 与B�KB�K�KBl 中的每个集合的交集
都不空K这是一个矛盾�故l1����
综上可知Kl����并且K当l���时K设B�KB�K�KBl 都为

包含�的Y的子集K则它们满足题中的条件�
四��L 奥数教程ð高一年级



说明��建议读者在着手处理此题时K先把题中的条件完全弄懂�

练��习��题

B����组

��设yÐzÐ{都是非零实数K试用列举法将 y
}y}�

z
}z}�

{
}{}�

yz
}yz}�

yz{
}yz{}
的所有可能值构成的集合表示出来�

��已知B� R�K�KySKC� Ry�K�SK并且B��C� R�K�K

yS�求y的可能取值情况数�
��已知Y是方程y��qy�r��的实数解集KB�R�K�K�K

�K�SKC� R�K�K�K��S�且Y��B� �KY��C�YK求qÐr
的值�
��已知集合B� RIyKzJ}z�by��SKC� RIyKzJ}z�

}y��}SK且B��C是一个单元集K求实数b的取值范围�
��在集合R�K�K�K��S的子集T中K任意两个元素的平方和
不是�的倍数K求b�Tb�的最大值�这里b�Tb�表示T的元素个数I后同J�
��设函数gIyJ�y��by�cIbKc��SJK集合B�Ry}y�

gIyJKy��SSKC�Ry}y�gIgIyJJKy��SS�证明MBT�C�并
在B� R��K�S时K求集合C�
��设T�ÐT�ÐT� 是三个非空整数集K已知对于�Ð�Ð�的任意
一个排列jÐkÐlK如果y��TjKz��TkK则y�z��Tl�证明MT�ÐT�Ð

T� 中必有两个集合相等�
��已知集合B� RIyKzJ}by�z��SKC� RIyKzJ}y�

bz��SKD� RIyKzJ}y��z� ��SK问
I�J当b取何值时KIB��CJ��D是一个二元集？
I�J当b为何值时KIB��CJ��D是一个三元集？

��设集合B � Rb�Kb�Kb�Kb�Kb�SKC � Rb��Kb��Kb��Kb��K

b��SK其中bjI�0�j0��J都是正整数K且b�_�b�_�b�_�b�_�b�Kb�
五第一讲��集合的概念与运算 L��



�b� ���K并满足B��C�Rb�Kb�SKB��C中所有数之和为����
求集合B�

C����组

���考虑集合R�K�K�K����S的满足下述条件的子集BKB中
没有一个数是另一个数的�倍K求b�Bb�的最大值�
���已知一族集合B�KB�K�KBo 具有性质M
I�J每个Bj含有��个元素N
I�J对每一对jÐkK�0�j_�k0�oKBj��Bk都是单元集N
I�JB� ��B� �� � ��Bo � ��

求使这样的集合族存在的最大的自然数o�
���已知BT� R�K�K�K����SK且B中任意两个数之差的绝
对值不等于�或�K求b�Bb�的最大值�

测��试��题

��已知集合B� Ry}y�b���Kb��OH�SKC� Rz}z�c�

��c���Kc��OH�SK问集合B和C 之间的关系是怎样的�
��已知集合N �RyKyzKmhIyzJSKO�R�K}y}KzSK并且

N �OK求

y��I Jz � y���
zI J� � y���

zI J� ��� y����� �
zI J����

的值�
��已知J�RIyKzJ}yKz��SSKB�RIyKzJ}z��y��SK

C� IyKzJz��y���R S� K求B��C及B ��C�
��设N � Ro}o�y��z�KyÐz��OH�SK证明M������NK
并求N 中K从小到大的第����个正整数的大小�
��设N � Ro}o�y��z�KyÐz��OH�SK证明M������LNK
并且对任意自然数lK均有����l ��LN�

六��L 奥数教程ð高一年级



第二讲��有限集元素的数目

一Ð知识要点和基本方法

按照集合的元素个数是否为有限数K集合可分为有限集和无限
集�若集合B是有限集K用b�Bb�表示它的元素个数�
��映射
对任意的两个集合BÐCK依对应法则gK如果对B中任意一个

元素yK在C中都有唯一的元素gIyJ与之对应K则称gMBA�C是一
个映射�这里gIyJ称为y的像K而y称为gIyJ的原像�
若gMBA�C 是一个映射K且对任意yKz��BKy-�zK都有

gIyJ-�gIzJK则称g是B 到C 的一个单射�显然K若BÐC都是有
限集K而且能建立B到C 的一个单射K则}B}0�}C}�
若gMBA�C是一个映射K且对任意z��CK都有一个y��BK使

得z�gIyJK则称g是B 到C 上的一个满射�若BÐC都是有限集K
且能建立B到C 上的一个满射K则}B}1�}C}�
若gMBA�C是一个映射K并且g既是单射K又是满射K则称g是

B到C 的一个一一对应�当BÐC都是有限集时K如能建立B 到C
上的一个一一对应K则}B}�}C}�
��容斥原理
定理���设BKC都是有限集K则

b�B��Cb��b�Bb��b�Cb��b�B��Cb��

定理��� 设BKCKD都是有限集K则

}B��C��D}�}B}�}C}�}D}�}B��C}�

}C��D}�}D��B}�}B��C��D}�
七第二讲��有限集元素的数目 L��此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



二Ð例 题 精 讲��

例���设N � R�K�K�K�K����SKBT�NK且当y��B时K

��y��LBK求b�Bb�的最大值�
解��由题设知l与��lIl��K�K�K���J这两个数中至少有

一个不属于BK所以

}B}0������I�������J������

另一方面K设C� R�K�K�K�SKD� R���K���K�K����SK
令

B�C��D� R�K�K�K�S�� R���K���K�K����SK

则}B}�����K且B中没有一个数是另一个数的��倍�
事实上K设l��BK若l��CK则

��0���l0����K����l��LB�

若l��DK则��l1�������`�����K故��l��LB�
综上所述Kb�Bb�的最大值为�����
例���设B� R�K�K�K�K�oK�o��S�C是B 的一个子集K

且C中的任意三个不同元素yÐzÐ{K都有y�z-�{�求b�Cb�的最大
值�
解��设P� R�K�K�K�o��SKF� R�K�K�K�oS�则B�

P��F�设C� Rc�K�KctKd�K�KduSK其中c�K�Kct��PKd�
�K

K

du��FK且c� _�c� _� � _�ct�由题设知

ct�cj-�dkK

其中j��K�K�Kt��Kk��K�K�KuI否则集C中就有三个元
素cjÐdkÐctK使得cj�dk �ctJK且

�0�ct�cj0��oK

即 ct�cj��FKj��K�K�Kt���

所以ct�c�Kct�c�K�Kct�ct��Kd�K�Kdu是F 中互不相同的元
素K故
八��L 奥数教程ð高一年级



It��J�u0�}F}�oK

}C}�t�u0�o���

又当C�Ro��Ko��K�K�o��S时KC中任意两个不同元素

yÐzK都有y�z1��o��K从而C满足题意�
综上所述Kb�Cb�的最大值为o���
说明��例�和例�K我们都是先求出一个上界I例�是}B}0�

����K例�是}C}0�o��JK然后再构造一个具体的例子来说明这
个上界是可以达到的K这是处理这种最值问题的常用手法�在实际解
题时K我们往往先通过具体的例子猜出这个上界K然后再设法证明�
例���设Y� R�K�K�K���SK对Y的任一非空子集NKN 中

的最大数与最小数的和称为N 的特征K记为nINJ�求Y 的所有非
空子集的特征的平均数�
解��设BO�YK令gMB韻B�K

B�� R����b}b��BSO�Y�

于是gMB韻B�是Y 的非空子集的全体I子集组成的集JZ 到Z 自身
的满射K记Y的非空子集为B�KB�K�KBoI其中o�������JK则
特征的平均数为

�
o��

o

j��
nIBjJ� ��o��

o

j��

InIBjJ�nIB�jJJ�

由于B中的最大数与B�中的最小数的和为���KB中最小数与

B�中的最大数的和也为���K故nIBjJ�nIB�jJ����K从而特征的
平均数为

�
�o
ð���ðo�����

例���某班语文Ð数学Ð外语三门课程期中考试成绩统计结果M
至少有一门课程得满分的学生只有��人K语文得满分的有�人K数
学得满分的有��人K外语得满分的有�人K语文Ð数学都得满分的有

�人K数学Ð外语都得满分的有�人K语文Ð外语都得满分的有�
人K问M

九第二讲��有限集元素的数目 L��



I�J语文Ð数学两门课程至少有一门得满分的学生有多少人？
I�J语文Ð数学Ð外语三门课程都得满分的学生有多少人？
解��设该班期中考试语文Ð数学Ð外语得满分的学生的集合分别

为BÐCÐDK由题意知

}B}��K}C}���K}D}���

}B��C}��K}C��D}��K}D��B}��K

}B��C��D}����

I�J语文Ð数学两门课程至少有一门得满分的学生有

}B��C}�}B}�}C}�}B��C}������

����������I人J�

I�J语文Ð数学Ð外语都得满分的学生有

}B��C��D}�}B��C��D}�}B}�}C}�}D}���

�� }B��C}�}C��D}�}D��B}

����������������

��I人J�

例���将与���互质的所有正整数从小到大排成数列K求这个
数列的第����项�
解��设T�R�K�K�K���SKB��Rb}b��TK且�}bSKB��

Rb}b��TK且�}bSKB� � Rb}b��TK且�}bSK则

}B�}����� ���K}B�}����� ���K}B�}����� ���K

}B� ��B�}� ���
����

�K}B� ��B�}� ���
����

�K

}B� ��B�}� ���
����

�K

}B� ��B� ��B�}� ���
������

�K}T}�����
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在�到���中K与���互质的数有

}B� ��B� ��B�}�}T}�}B� ��B� ��B�

�}

}

T}�I}B�}�}B�}�}B�}J�

�� I}B� ��B�}�}B� ��B�}�

�� }B� ��B�}J�}B� ��B� ��B�}

�����I��������J�I�����J��

����

设与���互质的正整数按从小到大的顺序排列为b�Kb�K�K

boK�K则
b� ��Kb� ��Kb� ��K�Kb�� ����K

b�� ������Kb�� ������Kb�� ������K�K

b�� ��������K�

因为�������������K所以

b���� ��������b���

由于b�� ����Kb�� ����Kb�� ����Kb�� ���Kb�� ���K

b�� ���Kb�� ���Kb�� ���Kb�� ���K所以
b���� ����������������

说明��本题利用了逐步淘汰原理K即
I�J设BÐC是T的子集KBÐC分别是BÐC对T的补集K则

}B��C}�}T}�I}B}�}C}J�}B��C}�

I�J设BÐCÐD是T 的子集KBÐCÐD分别是它们对T 的补
集K则

��}B��C��D}�}T}�I}B}�}C}�}D}J�

I}B��C}�}C��D}�}D��B}J�}B��C��D}�

I�J和I�J与定理�Ð定理�一起称为容斥原理�有兴趣的读者可
以把它们推广到o个集合的情形�

一一第二讲��有限集元素的数目 L��



例���设T�R�K�K�K���SK求最小的自然数oK使得T的每
个o元子集都含有�个两两互质的数�
解��设B�� Rb}b��TK�}bSKB�� Rb}b��TK�}bSKB�

� Rb}b��TK�}bS�则

}B�}���K}B�}� ���P Q� ���K}B�}���K������������

}B� ��B�}�
���
��P Q� ���K}B� ��B�}� ���

��P Q� ��K

}B���B�}������ ���
K}B���B���B�}�

���
����P Q� ���

所以K在T中是�或�或�的倍数有

}B� ��B� ��B�}�}B�}�}B�}�}B�}�}B� ��B�}���������

�� }B� ��B�}�}B���B�}�}B���B���B�}

�������������������

���I个J�

于是K对于上述的��元集B� ��B� ��B�K从中任取�个数K由
抽屉原则知其中必有两个数同为�或�或�的倍数K它们不互质�所
以o1����
下面证明o���是可以的�
构造如下�个集合I注意M�Y���中共有��个质数JM

C� � R�及前��个质数SKC� � R��K��K��K��SK

C��R��K��K����K����SKC��R��K��K����K����S�
这四个集合每两个的交集为空集K且每个集合中的任意两个数

都互质�所以

}C� ��C� ��C� ��C�}�}C�}�}C�}�}C�}�}C�}

�����������

设YT�TK且}Y}1���K则Y中至少有
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���I������J���

个元素取自C���C���C���C�K于是由抽屉原则知K至少有
��P Q� �

���个数取自某个CjI�0�j0��JK由Cj的构造知K这�个数是两
两互质的�
综上所述Ko的最小值为���

练��习��题

B����组

��设B� Rb�Kb�Kb�SKC� Rc�Kc�Kc�Kc�S�
I�J写出一个gMBA�CK使得g是单射K并求B到C 的单射的

个数N
I�J写出一个gMBA�CK使得g不是单射K并求所有这种映射

的个数N
I�JB到C 的映射能否是满射？

��集合B与C 的并集B ��C� Rb�Kb�Kb�SK当B-�C时K
IBKCJ与ICKBJ视为不同的对K则这样的IBKCJ有多少对？

��已知集合

B� RIyKzJ}}y}�}z}�bKb`��SK

C� RIyKzJ}}yz}���}y}�}z}S�

若B��C是平面上正八边形的顶点所构成的集合K求b的值�
��在�K�K�K����中K有多少个正整数既不是�的倍数K又
不是�的倍数？

��在�到���这���个正整数中K最多可以选出多少个数K使
得其中没有一个数是另一个数的�倍�
��对于集合R�K�K�KoS和它的每个非空子集K我们定义�交
替和�如下M把集合中的数按从大到小的顺序排列K然后从最大的数
开始交替地加减各数I例如R�K�K�K�K�S的交替和是�������

三一第二讲��有限集元素的数目 L��此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


