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第一讲��不等式的解法及其应用

一Ð知识要点和基本方法

��不等式的基本性质

b1�ck�b�c1���
b_�ck�b�c_���
b`�ck�b�d`�c�d�
b`�cKd`��n�bd`�cd
b`�cKd_��n�bd_�cd

b`�cK且bKc同号 n� �
b _�

�
c

b`�c`��n�bo `�coK
o
�b`�

o
�cIo��OJ

b`�cKc`�dn�b`�d
b`�cKd`�en�b�d`�c�e
b`�cKd_�en�b�d`�c�e
b`�c`��K�_�d_�en�bLd`�cLeKbe`�cd
}y}0�bk�y� 0�b�k��b0�y0�b

}y}1�bIb`��Jk�y� 1�b�k�y1�b或y0��b
}}b}�}c}}0�}b�c}0�}b}�}c}
��基本方法
I�Jby`�bcK且b`��K则y`�c�
I�J�数轴标根法�M一般地K设多项式

GIyJ�bIy�b�JIy�b�J�Iy�boJ

它的o个实根的大小顺序为b�_�b�_��_�boK把数轴分成o��个
一第一讲��不等式的解法及其应用 L��



区间M

I��Kb�JKIb�Kb�JK�KIbo��KboJKIboK��JK

自右至左给这些区间编上顺序号K则当b`��时有M
IjJ在奇数区间内KGIyJ`��N
IjjJ在偶数区间内KGIyJ_���
I�J分式不等式的几种等价变形

gIyJ
hIyJ`�

�k�gIyJðhIyJ`��

gIyJ
hIyJ0�

�k�
gIyJðhIyJ0��
hIyJ-�R �

I�J无理不等式的等价变形

gIy� J1�hIyJk�
gIyJ1��
hIyJ1��

gIyJ1�h�Iy
�
�

� J
��或

gIyJ1��
hIyJ0�R �

gIy� J_�hIyJk�
gIyJ1��
hIyJ`��

h�IyJ`�gIy
�
�

� J

I�J在解指数Ð对数不等式时K应注意在不等式所含诸函数的公
共定义域中求解不等式K否则可能扩大或缩小解集�

I�J利用图象求解不等式�

二Ð例 题 精 讲��

例���解不等式

y���y���y���
y��y��� `���

解��原不等式化为

y���y���y���
y��y��� ��`��K
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即 y��y���y��
y��y��� `��K

即 Iy��y���y��JIy��y���J`��K

于是 Iy��JIy��JIy��JIy��JIy��J`��K

由�数轴标根法�可得原不等式的解集为 I��K��J�� I��K�J��
I�K��J�

�
��� �� �� � �

图���

说明��解分式不等式K一般可通过作差K将分式不等式转化为整
式不等式K再利用�数轴标根法�求解�
例���解不等式

b_�
y
��� _�

�
��

解��I�J当b_��时K

因为 ��� _�
y
���_�

�
�
K所以

��
� _�y_�

��
�
N

I�J当�0�b_� ��
时K原不等式可化为

b_� y���_�
�
���
或 ����� _�

y
���_��b�

即 ���b_�y_������
或 ����� _�y_����b

N

I�J当b1� ��
时Ky�� ��

故b_��时K原不等式解集为
��
�
K��I J� N�0�b_� ��

时K原不等
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式解集为
��
�
K���I Jb �� ���bK��I J� Nb1� ��

时K原不等式解集

为��
说明��解含参数的不等式时K应注意正确分类�
例���解不等式

�y�� �1�y���

解法一��原不等式可转化为

I�J
�y��1��K

y��1��K

�y��1� Iy��J�
�
�

� N
��或��I�J

�y��1��K

y��_��R �

由不等式组I�J得���0�y0�������
K

由不等式组I�J得����� 0�y_���

综上可得原不等式的解集为 ���
K�����P Q�

�

2��
��

3�

�
�
� �� ���

�

图���

解法二��由图象求解K如图���

作函数z� �y�� �Kz�y��的
图象K两图象交点的横坐标为y�

�����
�

K所 以 原 不 等 式 解 集 为

y}��� 0�y0�
�����R S�

�

说明��图象求解法就是通过数
形结合的思想解题K它在数学竞赛
中应用很广�
例���设y��SK不等式

y�mph��
Ib��J
b ��ymph� �bb���

mph�
Ib��J�
�b� `��
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恒成立K求b的取值范围�
解法一��因原不等式恒成立K故

b��
b `�� I�J

且 mph� �
Ib��JP Qb

y�

�mph� �b
b�I J�

�y

�mph�
Ib��J�
�b� `�� I�J

由I�J得 mph� �y
� b��
�I Jb

y���y�P Q� `���
所以 �y

� b��
�I Jb

y���y��

`��K

b��
�I Jb

y���y��

`���y
�K

而 ��y
�

0��K

所以
b��
�I Jb

y���y��

`��� I�J

又 y���y��1��`��K

要使I�J式恒成立K则

b��
�b `��� I�J

由I�JKI�J式得 �_�b_���

解法二��设mph� b���I Jb �uK则原不等式可化为 I��uJy��

�uy��u`��恒成立�

故
��u`��K
I�uJ���I��uJð�u_��R K

解之得 u`���

即 mph�b���b `��K

五第一讲��不等式的解法及其应用 L��



解得 �_�b_���

例���当b为何值时K不等式组

y��z���y0��
y�z�b�R �

I�J
I�J

有唯一解K并求之�
解��由I�J得��z�y�bK代入I�J得

�y���Ib��Jy�b���0�� I�J

因gIyJ��y���Ib��Jy�b���是开口向上的抛物线K故要使

gIyJ0��有唯一解K当且仅当抛物线与y轴有且仅有一个公共点K
即����

即 ���Ib��J���Ib���J���

所以 b���b�����

解得 b���� 或 ��b����

当b��时KI�J的唯一解为y���K代入I�J得z���
当b���时KI�J的唯一解为y��K代入I�J得z����
综上K当b��时K唯一解为 IyKzJ�I��K�JN当b���时K

唯一解为 IyKzJ� I�K��J�
说明��许多不等式问题K可转化为二次函数问题K再利用二次函

数的性质进行研究�
例���函数

gIyJ�
Il��Jy��Il��Jy�I�l��J
I�l��Jy��Il��Jy�Il��J

的定义域用E表示K则使gIyJ`��K对于任何y��E均成立的实数

l的集合是什么？
解��若l����K即l���K则

gIyJ� �y���
��y���

�
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易知gIyJ的定义域E�SK但当y`��时KgIyJ_��K所以l���
不合条件�
若 Il��Jy��Il��Jy�I�l��J��有两个实根K设分别为

y�Ky��若gIyJ`��对于任何y��E 均成立K则y�Ky� 一定为
I�l��Jy��Il��Jy�Il��J��的根K于是题设的等价条件为

l��
�l��`�

�K

y��y� ��l��l����
l��
�l��

K

y�y� ��l��l�� �
l��
�l��

K

�� Il��J���Il��JI�l��J1��

�

�

� �

��
��
I�J

��
��
I�J

��
��
I�J

��I�J

I�J和I�J的公共解为l��K且l��满足I�JKI�J�其实K当l��
时K

gIyJ��y
���y��

y���y��
K

它的定义域为E� I��K��J�� I��K�J�� I�K��J�
当y-��K��时gIyJ��`���
若 Il��Jy��Il��Jy�I�l��J��无实根K则题设的等价

条件为

Il��J���Il��JI�l��J_��K
Il��J���I�l��JIl��J0��K

l��
�l��`�

�
�

�

�
K

即

l`���� ����
�
或l_���� ����

�
K

l1��或l0� ��
K

l`� ��
或l_���

�

�

�
K
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于是 l`���� ����
�
或l_���� ����

� �

所以K实数l的集合是

ll��或l`���� ����
�
或l_���� ����R S�

�

例���设gIyJ�mh���
y���Io��Jy�oybP Qo

其中b是

实数Ko是任意给定的自然数且o1���
I�J如果gIyJ在y�� I��K�Q时有意义K求b的取值范围N
I�J当b�� I�K�Q且y-��时K求证

�gIyJ_�gI�yJ�

解��因o��O且o1��Ky��I��K�QK当gIyJ有意义时K需要

���y���Io��Jy�oyb
o `��K

即需 b`��
�I Jo

y

� �I Jo
y

��� o��I JoP Qy K

因� lI Jo
y

在I��K�Q上是单调增函数I其中l��K�K�K

o��JK所以���
o

l��

lI Jo
y

在I��K�Q也是单调增函数K故当y��

时K它有最大值���
o��

l��

l
o ��

�
�
Io��J�

故只需b`����
Io��J时KgIyJ在I��K�Q就有意义K即

b��
��o
�
K��I J�

I�J当b�� I�K�QKy-��时K欲证�gIyJ_�gI�yJK只需证明

o1��时K

�mh���
y���Io��Jy�oyb

o
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���� _�mh���
�y���Io��J�y�o�yb

o

即 P���y���Io��Jy�oybQ�

�� _�oP����y���Io��J�y�o�ybQ

当o1��Kb�� I�K�Q且y-��时成立K

I
为此我们利用公式

��
o

j��
bJj �

���
o

j��
b�j ����

o

jKk��
j-�k

bjbk

0���
o

j��
b�j ���

o

jKk��
j-�k

Ib�j �b�kJ

�o��
o

j��
b�j

即 Ib��b����boJ� 0�oIb���b�����b�oJ
其中等号当且仅当b� �b� � �bo 时成立�

IjJ当b��K且y-��时K因�y -��K

故 P���y���Io��Jy�oyQ�

�� _�oP����y���Io��J�y�o�yQN

IjjJ当�_�b_��K且y-��时K因b� _�bK故

P���y���Io��Jy�oybQ�

�� _� P����y���Io��J�y�o�ybQ�

所以 �gIyJ_�gI�yJ�

例���设函数z�gIyJIy��S且y-��J对任意非零的实数

y�Ky� 满足gIy�Ky�J�gIy�J�gIy�J且z �gIyJ在y ��
I�K��J上为增函数K解不等式

gIyJ�gy�I J�� 0���

九第一讲��不等式的解法及其应用 L��



解��令y� �y� ��或y� �y� ���时K得

gI�J�gI��J���

令y� �yKy� ���K则

gI�yJ�gI��J�gIyJ�gIyJK

故z�gIyJ为偶函数�

由gIyJ�gy�I J�� 0��K得

gyy�I JP Q�
� 0���gI�J或gI��JK

即�� �_�yy�I J�� 0��或��0�yy�I J�� _��K

解之得�������� 0�y_��或 �� _�y0�
�����
�
或�_�y_� ���

故原不等式的解集为

y ������ _�y_��或�_�y_� ��
或�
� _�y_�

�����R S�

说明��函数不等式K通常利用函数的奇偶性Ð单调性K转化为代
数不等式求解�

练��习��题

B����组

一、选择题

��不等式yIy��JIy� ��JIy��JIy��J`��的解集是
I����J�

IBJI��K��J�� I��K��J�� I�K�J
ICJI��K��J�� I�K�J�� I�K��J

〇一 ��L 奥数教程ð高二年级



IDJI��K��J�� I��K��J�� I�K�J
IEJI��K��J�� I�K�J�� I�K�J

��不等式

y��
y���

l
y `�

y��
y���

l
y��

Il`��J

的解集是I����J�

IB �
�

�
Jy � l

l�� �_�y_���
或�_�y_��或y`� l

l�� �
�

��

IC �
�

�
Jy � l

l�� �_�y_��
或y`� �

�

�
�

ID �
�

�
Jy � l

l�� �_�y_��
或y`� l

l�� �
�

��

IE �
�

�
Jy ��_�y或�_�y_��或y`� l

l�� �
�

��

��不等式 ���y�y� � 1�y的解集为I����J�

������������������������������������������IBJP��K������J ICJI��K������Q

IDJ ��K������P J�
IEJ ��K������I Q�

��b为何值时K不等式mphyI�y���y��J`���的解集是不等

式y���y�b���1��解集的子集I����J�
IBJb��� ICJb��

IDJb� ��
IEJb��

二、填空题

��不等式 mhy�� �`���mhy的解集为�����

��不等式}mph�by��}�}mphby��}_��的解集为�������
三、解答题

��已知b`��Kb-��K解关于y的不等式
一一第一讲��不等式的解法及其应用 L��



by
���y� `�

�I Jb
b�

�

��若o��OK实数b`��K解关于y的不等式�

mphby��mphb�y���mphb�y���oI��Jo��mphboy

�� `���
I��Jomp� hbIy��bJ�

��解关于y的不等式

mphb ���I Jy `����Ib`��Kb-��J�

���设b是正常数K解不等式

��y��y _�bI�y���yJ�

C����组

���解关于y的不等式 b��� by `�b��y�
���求满足不等式组

z�}y���y}��� `��

z�}y��}_�
�
�

� �

的整数对IyKzJ�

���不等式 y�
Ib��J�
� 0�

Ib��J�
�
与y���Ib��Jy�

�I�b��J0��的解集分别记为BÐCK其中b是实数K求使BT�C的
b的取值范围�

���已知奇函数KgIyJ在I��K�J上是减函数K且满足gI��bJ

�gI��b�J_��K求b的范围�
���已知二次函数gIyJ的图象开口向下K且对任意实数y有

gI��yJ�gI��yJK求不等式

gmph�� y
��y�I JP Q�

� _�gmph�� �y
��y�I JP Q�

�
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的解集�

测��试��题

一、选择题

��如果

mph�Pmph��Imph�yJQ�mph�Pmph��Imph�zJQ����

�mph�Pmph�
�
Imph�{JQ��K

那么I����J�
������������������������������������������IBJ{_�y_�z ICJy_�z_�{
IDJz_�{_�y IEJ{_�z_�y

��y�
mp

�

h��
�
�

�
mp

�

h��
�
�

的值属于区间I����J�

IBJI��K��J ICJI�K�J
IDJI��K��J IEJI�K�J

��若函数z�mph�Iy���by�bJ的值域为SK则实数b的取值
范围是I����J�

IBJ�_�b_�� ICJ�0�b0��
IDJb_��或b`�� IEJb0��或b1��

��若不等式y��mphny_��在 �KI J�� 内恒成立K则实数n 的
取值范围是I����J�

IBJ���0�n_��
ICJ�_�n0� ���

IDJ�_�n_� ��
IEJn1� ���

��设z�mph��Pb
�y��IbcJy�c�y��QIc`�b`��JK则使z为

负值的y的取值范围I����J�
IBJ�KmphbcI����I JJ ICJmphbcI����JK��I J
IDJ ��KmphbcI����I JJ IEJ以上答案均不对
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