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基础篇

第一讲��排 列 与 组 合

组合数学K也称作组合分析K是一个重要的数学分支K肇源极古�
组合数学与许多数学分支相交叉K因而很难I也不必要J对它下

一个正式的定义�由本书涉及的组合数学的内容K读者可大致了解其
基本的特点�
组合数学中的一个重要课题是计数问题K其大意是确定满足某

种限制条件的元素个数��排列�与�组合�则是这一课题中最简单和
基本的内容�

一Ð加法原理和乘法原理

加法原理及乘法原理K是组合计数的基本的原则K也是进一步研
究其他组合问题的基础�
��加法原理��做一件事K完成它的方法可分为o个互不相交的
类K在第一类中有n� 种不同的方法K在第二类办法中有n� 种不同
的方法K��K在第o类办法中有no 种不同的方法K则完成这件事
共有

n��n����no
种不同的方法�
加法原理的精神是�整体�等于�部分�之和K应用加法原理K就是

将�整体�I完成一件事的方法J分成若干个互不相交的类K使得每一
类中的元素个数易于计算�至于如何分组K当然得根据具体问题
而定�
注���加法原理可用集合的语言表述为下面更为一般的形式M
设T是一个I有限J集合KT�KT�K�KTo 是T 的一个划分K即
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T�KT�K�KTo 中任两个均不相交K而它们的并集为TK则

}T}�}T�}�}T�}���}To}K

这里及以后K记号b�Yb�均表示有限集Y的元素个数�
然而K如果T�KT�K�KTo 并非两两不交K为计算b�Tb�K则需要稍

深入的方法���所谓容斥原理K这一原理将在第四讲中讨论�
��乘法原理��如果做第一件事有n� 种方法K第一件事做完后
做第二件事有n� 种方法K��K第一K第二K�K第o��件事做完后
做第o件事有no 种方法K则先做第一件事K再做第二件事K��K最
后做第o件事就有

n��n����no
种方法�
应用乘法原理的要点是K将完成一件事的过程分解为若干个步

骤K而每个步骤中的方法数目易于确定�
乘法原理也可用集合的语言表述K但这一形式稍有些抽象K并且

本书中并不需要K因此我们不作讨论�

二Ð几类基本计数问题

这一节我们介绍排列与组合中几类典型的计数问题K许多计数
问题可化归为这些模型之一来处理�
��排列
I�J无重排列��从o个不同元素中有序且不重复地选取lI�0�

l0�oJ个元素K称为从o个不同元素中取出l个元素的一个无重排
列K简称为l�排列K所有这样的排列个数记作Qlo�
由乘法原理得出

Qlo �oIo��J�Io�l��J�

I选第一位元素有o种方法K选定第一位后K由于元素不允许重复K选
择第二位有o��种方法K�K最后选第l位有o�l��种方法�J
特别地K如果s�oK就得到o个不同元素的全排列公式I即o

个不同元素的o�排列的种数JM
二��L 奥数教程ð高三年级



Qoo �oðIo��Jð�ð�ð��o！�

为了方便起见K约定�！��K则上面公式可改写成

Qlo � o！
Io�lJ！

�

I�J重复排列��从o个不同元素中有序且可重复地选取lIl1�
�J个元素K称为o个不同元素的一个l�可重排列�
由乘法原理易知Ko个不同元素的l�可重排列数为ol�I选第一

位元素有o种方法K选定第一位后K第二位仍有o种选取方法K�K最
后K第l位也有o种选法�J

I�J有限重复元素的全排列��设o个元素可分为l个组K同一
组中元素彼此相同K不同组间的元素不相同�设l个组的元素个数依
次为o�Ko�K�Kol Io��o����ol �oJK则这o个元素的全排
列称为有限重复元素的全排列K其排列数为

o！
o�！o�！�ol！�

为了证明K我们设有o� 个yKo� 个zK�Kol 个{�任取一个这
种全排列K设想将其中的o� 个y分别赋以下标�K�K�Ko�K则这种
添下标的方法有o�！种K对其中o� 个z也赋以下标K则有o�！种方
式K如此进行K直到对ol 个{也赋以下标K则有ol！种方式�
这样K由乘法原理推出K由每个满足要求的排列恰产生o�！o�！

�ol！个赋下标的排列�又易知两个不同的满足要求的排列所产生的
赋下标的排列之间没有相同的�反过来K任意一个赋下标的排列都可
以这样得到�因此所求的排列数的o�！o�！�ol！倍便是全部赋下
标的排列数K而后者恰是o个不同元素的全排列数K即o！K由此得出
所说的结果�
注���上面的解法K运用了一个非常重要的想法M对应�但这个

对应并非是一一对应I一个符合要求的排列对应一个由o�！o�！�

ol！个赋下标的排列构成的集合J�
对应K是处理计数及其他许多组合问题的重要思想�请参考下面

的问题及第三讲�
三第一讲��排 列 与 组 合 L��此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



注���如果所有oj都是�I从而l�oJK则我们的公式化为o个
不同元素的全排列公式�
注���有重复元素的全排列数当然是整数K因此我们得到一个

�副产品�M
IjJ设o�Ko�K�Kol 都是正整数K则

Io��o����olJ！
o�！o�！�ol！

是整数�
特别地K取l��K并改记o� �nKo� �oK则由

In�oJ！
n！o！ �

In�oJ�Io��J
n！

是整数K易于推出M
IjjJ任意的连续n个整数的积被n！整除�
IjjJ是一个非常基本的结论K用处很多�我们顺便提一下K反复

用IjjJ也不难导出IjJ�
I�J圆周排列��从o个不同元素中I无重复地J取出lI�0�l0�

oJ个元素排在一个圆周上K称为o个不同元素的一个l�圆排列�如
果一个l�圆排列旋转可以得到另一个l�圆排列K则认为这两个圆周
排列相同�
o个不同元素的l�圆排列数为

Qlo
l � o！

lðIo�lJ！
�

特别地K用全部o个不同元素作成的圆周排列的总数为 Io��J！�
为了证明K我们注意K对每一个固定的l�圆排列K在任意两个元

素之间将圆周剪开K恰产生l个不同的�直线排列�K即l�排列N不同
的l�圆排列产生的l�排列彼此也必不同�又易见任一个l�排列都可
以这样得到�因此l�圆排列数的l倍等于l�排列的数目K即QloK由此
得出结论�
��组合
I�J无重组合��从o个不同元素中K无序且不重复地取lI�0�l
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0�oJ个元素K称为从o个不同元素中取l个元素的一个I无重J组

合K简称l�组合�从o个不同元素中取l个元素的组合数记为IJol K

则

IJol �Q
l
o

l！�
oIo��J�Io�l��J

l！ �

实际上K对每一个固定的l�组合K将其元素作全排列共产生l！
个不同的l�排列�显然K不同的l�组合产生的排列互不相同K且每个

l�排列均可以这样得到�因此l！IJol �QloK这就是所说的结果�

注���由于组合数当然是整数K我们又一次得出了�任意的连续

n个整数之积被n！整除��
I�J重复组合��从o个不同元素中K无序但可重复地选取lIl

1��J个元素K称为o个不同元素的一个l�可重组合�

o个不同元素的l�可重组合数为
o�l��I Jl

�

为了证明K不妨设o个元素为�K�K�Ko�设选取的l个元素为

b� 0�b� 0� � 0�blI0�oJK
则显然

I�0�Jb���_�b���_� � _�bl�l��I0�o�l��J�

将 Rb�Kb�K�KblS与Rb���Kb���K�Kbl�l��S对应K后者是
�K�K�Ko�l��的一个l�组合�
反过来K�K�K�Ko�l��的任一个l�组合

I�0�Jc� _�c� _� � _�clI0�o�l��J

也恰对应于�K�K�Ko的一个l�可重组合

I�0�Jc� 0�c���0� � 0�cl�Il��JI0�oJ�

因此K上面说的对应是一一对应K从而所求的l�可重组合数等于�K

�K�Ko�l��的l�组合数K即
o�l��I Jl

�
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注���问题的一种不同解法请看第三讲中例�及注�K而关于有
限重复的组合K可参考第十四讲中例��

练��习��题

B����组

��用�K�K�K�K�K�这六个数字组成三位数K如果IjJ三位数
中数码不重复出现KIjjJ数码可以重复出现�问M可以分别确定多少
种不同的三位数？

��用�K�K�K�K�这九个数字可组成多少个数码不重复且

�Ð�不相邻的七位数？

��要排一张有�个歌唱节目和�个舞蹈节目的演出节目单K任
两个舞蹈节目不相邻K有多少种排法？

���个房间K将其中�间刷成白色K�间刷成绿色K�间刷成黄
色K有多少种方案？

��用字母bKcKd组成�个字母的�单词�K每个�单词�中b至
多出现�次Kc至多�次Kd至多�次K求这种�单词�的个数�
��o个男生和o个女生围成一圈K任两个男生不相邻K任两个
女生也不相邻K有多少种排法？

��将o��个不同的球放入o个不同的盒子中K每个盒子都不
空K有多少种放法？

��同时掷l颗相同的骰子K可产生多少种不同的结果？

C����组

��从�到���之间任取�个不同的数K使得这�个数的和被�
整除K问M共有多少种取法？

���平面上给定�个点K已知连接这些点的直线互不平行K互不
垂直K也不重合�过每一点向其余四点的联线作垂线K求这些垂线的
交点最多能有多少I不计已知的�点J？

六��L 奥数教程ð高三年级



第二讲��二 项 式 系 数

组合数IJol 也称为二项式系数K是组合数学中的一个重要角色�
本节简单讨论二项式系数的基本性质以及用它们表出的一些恒等式

I经常称为组合恒等式J�

一Ð二项式系数的基本性质

组合数IJol 具有下面的三重面目M
I�J组合意义Mo个不同元素的l�组合的个数�

I�J显式表示MIJol �o
Io��J�Io�l��J

l！ � o！
l！Io�lJ！

�

I�J二项展开式的系数K即有恒等式

Iy�zJo �J�
o

l��
IJolylzo�l 或I��yJo �J�

o

l��
IJolyl�

上面的恒等式称为二项式定理K因而我们也将IJol 称为二项式系数�
注���通常KIJol 中的o和l都是正整数K为了以后的方便K我们

对o1��约定
oIJ� ��I注意��元集�即空集Ko个元素中不取任何元

素组合的方式仅一种JN而当l为负整数或�0�o_�l时K约定IJol �

�I因o元集中不能取出l个元素J�易见这些约定与上面I�JKI�J相
七第二讲��二 项 式 系 数 L��此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



一致�
二项式系数最基本的性质是下面的三条M

I�J对称性M对整数l和o1��K有IJol �
o
o�I Jl �

I�J递推关系M对整数l和o1��K有IJol �
o��I Jl

�
o��
l�I J� �

I�J单峰性M若o是正偶数K则

oIJ� _� oIJ� _� � _� Ioo�J`� � `� o
o�I J� `� IJoo N

若o是正奇数K则

oIJ� _� oIJ� _� � _� I oo��� J� I oo��� J`� � `� o
o�I J� `� IJoo �

特别地Ko阶二项式系数
oIJ� K oIJ� K�KIJoo 中最大数是 IooP Q� J�

I这里及以后PyQ均表示不超过实数y的最大整数�J
I�J的证明留给读者完成�为了证明I�J和I�JK可设oKl都是正

整数I其余情形由注�中的约定易知结论成立J�

I�J和I�J当然极易由IJol 的显式表示I�J导出来K这里略去其细
节�下面是基于计数的论证M

设Y是o元集合K显然KI关于Y 的J互补对应K是Y 的l元子
集的集合到o�l元子集的集合的一一对应�因Y 的l 元子集和

o�l元子集分别有IJol 和 o
o�I Jl 个K由此得出I�J�

另一方面KY的IJol 个l元子集可分为I不相交的J两类K一类不
八��L 奥数教程ð高三年级



含Y的某个指定的元素bK另一类包含b�前者共有
o��I Jl
个l元

子集K后者有
o��I Jl
个l 元子集�由加法原理I第一节注�J即

得I�J�
注���像上面这样通过考虑组合意义导出证明的论证K常称为

组合论证�其基本精神是K建立两个集合的一一对应K或用两种不同
的方法计数同一个集合K由此导出所需的等式�本节还有几个这样的
例子�
现在我们谈谈涉及二项式系数和的o个基本等式�

I�J
oIJ� � o��I J�

���
o�lI Jl

�
o�l��I Jl

�

I�J
oIJ� � oIJ� ���IJoo ��o�

I�J
oIJ� � oIJ� � oIJ� ���I��JoIJoo ���

I��J
nI J� IJol � nI J� o

l�I J� � nI J� o
l�I J� ��� I Jnl oIJ� �

n�oI Jl
�

I�J的证明��第一种证法基于递推�反复用递推公式I�JK我们有

oIJ� � o��I J�
�
o��I J�

�
o��I J�

�
o��I J�

K以及

o��I J�
�
o��I J�

�
o��I J�

K

o��I J�
�
o��I J�

�
o��I J�

K�K

由此即得出I�J�
更正式的表述是将I�J式左边记为blK则 I对l1��J

九第二讲��二 项 式 系 数 L��



bl���bl �
o�l��
l�I J�

�由I�J式及归纳法易导出证明�

第二种方法基于计数M设 Y 是o �l�� 元集合K将其

o�l��I Jl
个l元子集分为I互不相交的Jl��个类I记b�K�Kbl

是Y的指定的l个元素JM第一类K不含b�N第二类K含b� 但不含b�N
第三类K含b�Kb� 但不含b�K�K第l��类K含b�Kb�K�Kbl�易

见K第一类K第二类K�K第l 类K第l�� 类分别有
o�lI Jl

K

o�l��
l�I J�

K�Ko��I J�
KoIJ� ��个l元子集K由加法原理即得

I�J�
不难看到K这一论证是I�J的证明的推广�
I�J的证明��第一种方法是利用二项式定理I在I�J的恒等式中

取y��J�
第二种方法基于计数o元集合Y 的子集个数�一方面KY 的所

有子集K可分成o类M�元子集I即空集JK�元子集K�元子集K�Ko元

子集�由加法原理知KY的子集共有
oIJ� � oIJ� ���IJoo 个�

另一方面KY的每个子集都是从Y 中选取若干个元素组成的�
所以每个子集恰对应这几个元素的一种取舍方式�由于每个元素都
有选与不选两种可能K因此K从Y中选元素组成子集KI由乘法原理J
就有���������o 种方式�综合两种计数的结果即得I�J�

I�J的证明��I�J是二项式定理I取y���J的一个直接推论K
这也可以用组合的想法证明�为此K我们将I�J改写为

oIJ� � oIJ� � oIJ� �� � oIJ� � oIJ� � oIJ� ���
这等价于Mo元集合Y 的具有偶数个元素的子集个数K等于Y 的具
有奇数个元素的子集个数�
现在取定Y的一个元素bK对Y的任一子集BK如b��BK将B
〇一 ��L 奥数教程ð高三年级



与Ba�RbS对应N如b�BK将B与B��RbS对应�易见这一对应是Y
的奇数个元素的子集的集合到Y 的偶数个元素的子集的集合的一
一对应K由此导出所说的等式�

I��J的证明��从n个男士与o个女士中选取l人小组K这共有

n�oI Jl
种方式�另一方面K这样的l人小组可分为l��个类M第j

个类由j个男士与l�j个女士组成Ij��K�K�KlJ�显然I由乘法

原理J第j个类中有 I Jnj o
l�I Jj 个小组K因此Kl 人小组共有

J�
l

j��
I Jnj o

l�I Jj �由加法原理便导出了I��J�
注���I�J也可用I�JI与I�J的第一种证法实质相同地J得出证

明K但通过I�J证明I�JKI�JKI��J则并不容易�
注���等式I��J通常称为范德蒙IWboefsnpoefJ恒等式K其另一

种证明见第十四讲的例��

范德蒙恒等式可看作
n�oI Jl
关于 I Jnj 和IJok IjKk0�lJ的展

开式K这与二项式定理有某些类似�
在等式I��J中取一些特殊的nKoKl值K能得出许多有趣的结

果�例如K令n�o�l并利用I�JK我们有

oIJ�
�

�
oIJ�

�

���IJoo
�

�
�oI Jo �

二Ð组 合 恒 等 式

组合恒等式是组合数学中的一个重要内容K其中涉及二项式系
数之和的等式最有兴趣�上一节已介绍了一些这样的基本恒等式K及
几种证明方法I归纳与递推K应用二项式定理K组合论证J�这里再举
两个通过恒等变形来论证的例子�
最基本的变形是将和式中的单项变形K使和式化为更易于处理

的形式K这是组合恒等式较为有效的一种证明方法�
一一第二讲��二 项 式 系 数 L��



下面两个恒等式在恒等变形中用处很多�

I��JIJol � ol
o��
l�I J� �

I��JIJol I Jln � I Jon o�n
l�I Jn �

为证明I��J和I��JK二项式系数的显式表示大派用场�由I�J易
知I��J成立是显然的K又由

IJol I Jln � o！
l！Io�lJ！

l！
n！Il�nJ！����

� o！
n！Io�nJ！

Io�nJ！
Io�lJ！Il�nJ！

�I Jon o�n
l�I Jn K

就证明了I��J�I请注意K在I��J中取n��就得到I��J�J
例���证明

IjJJ�
o

l��
lIJol �oð�o���

IjjJJ�
o

l��
l�IJol �oIo��J�o���

IjJ的证明M由I��J式KlIJol �o
o��
l�I J� �因此

J�
o

l��
lIJol �oJ�

o

l��

o��
l�I J� �oJ�

o��

l��

o��I Jl
�oð�o���

I这儿利用了基本等式I�JJ�我们看到KI��J的功效在于将求和指标

l�吸收�进二项式系数K从而将和化归为已知的和�
又请注意K上面最后一个和式中的l实际上为前面的l��K从

而求和范围由�0�l0�o变为�0�l0�o���恒等式的证明中K经常
采用这种�换元�但不设新元K而仅改变求和范围的做法�

IjjJ的证明M利用lIl��JIJol �oIo��J
o��
l�I J� K以及l� �

二一 ��L 奥数教程ð高三年级



lIl��J�l可将和变形为

���� �� J�
o

l��
lIl��JIJol �J�

o

l��
lIJol

�J�
o

l��
oIo��J

o��
l�I J� �oð�o��I利用IjJJ

�oIo��JJ�
o��

l��

o��I Jl
�oð�o��

�oIo��J�o���oð�o�� �oIo��J�o���

例�也可以用计数的方法证明�
先证明IjJK考虑从o个人中选取若干人I人数不限J组成委员会

的方法数K其中每个委员会选出一个主席�对l��K�K�KoK先选

l人委员会K再从中选择主席的方法数为IJollK由加法原理可知K所
说的方法数等于IjJ的左边的和�另一方面K如果我们首先选择主席K

再计算包括该主席的所有委员会的数目K则所说的方法数是IjJ的右
端�综合两方面的结果K就证明了IjJI参考I�J的组合证明J�
如果在上述每个委员会中增选一个秘书I主席与秘书可以由同

一人兼任JK则可导出IjjJ的一个组合证明�事实上K对l��K�K�K

oK先选l人委员会K再从中选择主席Ð秘书的方法数为 IJolðl�K从
而总的方法数是IjjJ的左边�
现在先选择主席和秘书�主席与秘书为同一人的方式有o种K包

括该主席的委员会有�o�� 种选法N而主席不同于秘书的选法有oIo

��J种K包括这两人的委员会有�o��种选法�因此K总的选法数是oð

�o���oIo��J�o�� � Io��J�o���综合两方面的结果K即得出IjjJ�

例���证明J�
o

l�n
IJol I Jln ��o�nI Jon �

证明��这易于由I��J推出来�我们有
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