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内摇容摇提摇要

本册内容是对初中学生整数知识的自然延拓与扩

充，内容包括整数与整除、整除知识的深化、余数问题、

不定方程初步。通过对初中数学竞赛的整数问题的分

类讲解与练习，夯实基础知识、发展逻辑思维能力，领悟

数学思想，培养创新意识。内容由浅入深，按知识系统

讲解逐步提高。适于自学初等数论的初步知识，各章配

有精选的练习题和解答，供练习选用。既可做学生学习

奥林匹数学的教材，又可做培训教练员的参考书。
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第员章摇整摇除

在日常生活中，我们会遇到许多有趣而又耐人寻味的问题：

某同学到文具店买了七个一角二分钱的本子、五个六分钱

的铅笔和三个活页夹子郾售货员收了他三元钱，并找还三角七
分钱郾这个同学马上对售货员说：“您的账算错了！”你能知道
他为什么这样快就知道“算错了账”吗？

排练团体操时，要求队伍变成员园行、员缘行、员愿行、圆源行时，
队形都能成为矩形郾问最少需要多少人参加团体操的排练？
同学们，你能不能回答这样的问题呢？

让我们还是从数的整除性的基础知识谈起郾

异员援员摇十进制整数

在小学数学中，我们主要学习的是整数的运算，不知同学们

想过没有，整数是怎样表示的？“逢十进一”是什么意思？

我们通常接触到整数都是十进制的整数郾十进制记数法就
是采取逢十进一的法则进行记数的方法郾例如，员怨怨缘就是由员
个一千，怨个一百，怨个十和员个五组成的，因此员怨怨缘这个数可
以写成

员怨怨缘越员伊员园园园垣怨伊员园园垣怨伊员园垣缘援
想一想

对于任意一个灶垣员位的正整数怎样用这种形式表示？
为了表达方便，我们经常把用字母表示数字的多位数，在这

个多位数上面加一横线，以避免和乘法混淆，例如，猿苑葬缘远就表示
一个五位数郾

员
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例员摇证明：形如葬遭糟葬遭糟的六位数总能被苑、员员、员猿整除郾
证明：将已知的六位数写成十进制表达形式，得

葬遭糟葬遭糟越葬伊员园缘垣遭伊员园源垣糟伊员园猿垣葬伊员园圆垣遭伊员园垣糟
越葬伊（员园缘垣员园圆）垣遭伊（员园源垣员园）垣糟伊（员园猿垣员）
越葬伊员园园员园园垣遭伊员园园员园垣糟伊员园园员
越员园园员伊（员园园葬垣员园遭垣糟）
越苑伊员员伊员猿（员园园葬垣员园遭垣糟）援

摇摇亦葬遭糟葬遭糟总能被苑，员员，员猿整除郾
例圆摇已知葬遭糟凿是一个四位数，且葬遭糟凿原凿糟遭葬越□怨怨怨，问

“□”代表几？
解：将葬遭糟凿及凿糟遭葬用十进制表示出来，并求差，得葬遭糟凿原凿糟遭葬
越怨（员员员葬垣员园遭原员园糟原员员员凿）郾
可见，两数之差为怨的倍数，从而□怨怨怨也应是怨的倍数，

故□垣怨垣怨垣怨也是怨的倍数，得“□”代表怨或园，由题意知园
舍去郾所以□代表怨援
例猿摇试证明：当葬遭糟是猿苑的倍数时，遭糟葬也是猿苑的倍数郾
证明：疫葬遭糟越员园园葬垣员园遭垣糟，遭糟葬越员园园遭垣员园糟垣葬，
亦遭糟葬越员园（员园园葬垣员园遭垣糟）原怨怨怨葬
越员园伊葬遭糟原圆苑伊猿苑葬郾

故当葬遭糟是猿苑的倍数时，遭糟葬也一定是猿苑的倍数郾
练一练

试证明：当遭糟葬是猿苑的倍数时，糟葬遭也是猿苑的倍数郾
例源摇有一种室内游戏，魔术师要求某参赛者想好一个三

位数葬遭糟，然后，魔术师再要求他记下五个数葬糟遭、遭葬糟、遭糟葬、糟葬遭、
糟遭葬，并把这五个数加起来求出和晕，只要讲出晕的大小，魔术师
就能说出原数葬遭糟是什么郾如果晕越猿员怨源，请你确定葬遭糟郾
解：由题意，得

葬糟遭垣遭葬糟垣遭糟葬垣糟葬遭垣糟遭葬越猿员怨源郾
两边加上葬遭糟，得
圆此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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圆圆圆（葬垣遭垣糟）越猿员怨源垣葬遭糟，
亦摇圆圆圆（葬垣遭垣糟）越圆圆圆伊员源垣愿远垣葬遭糟郾
亦摇葬遭糟垣愿远是圆圆圆的倍数，且葬垣遭垣糟跃员源郾
设葬遭糟垣愿远越圆圆圆灶，考虑到葬遭糟是三位数，依次取 灶越员，圆，猿，

源，分别得出葬遭糟的可能值为员猿远，猿缘愿，愿园圆，结合 葬垣遭垣糟跃员源，知
葬遭糟越猿缘愿郾
练一练

一个三位数的各位数字互不相同，把它的各位上的数字任

意交换位置，又可得到五个三位数，若这六个三位数的和等于

圆圆圆园，那么在所有满足条件的三位数中，最小的三位数是多少？
答案：员圆苑郾
例缘摇有一个若干位的正整数，它的前两位数字相同，且它

与它的反序数（葬灶葬灶原员⋯葬员葬园摇与摇葬园葬员葬圆⋯葬灶原员葬灶互为反序数，
其中葬园≠园，葬灶≠园）之和为员园愿苑怨，求原数郾
分析：首先需要确定原数是几位数，若原数是五位数，则它

最小是员员伊伊伊，已大于员园愿苑怨，与已知条件不符；若原数是三
位数，则原数与它的反序数之和最大是圆伊怨怨怨越员怨怨愿，还小于
员园愿苑怨，亦与已知条件不符，故原数必为四位数郾
解：由已知可推得原数为四位数，又根据它的前两位数字相

同，可设原数为葬葬遭糟，其中 葬≥员，糟≥员，则它的反序数为糟遭葬葬郾由
题意，得

葬葬遭糟垣糟遭葬葬越员园愿苑怨，
亦摇（员园猿葬垣员园圆葬垣员园遭垣糟）垣（员园猿糟垣员园圆遭垣员园葬垣葬）越员园愿苑怨，
亦摇员园园员（葬垣糟）垣员员园（葬垣遭）越员园愿苑怨， ①
比较①式两边的末位数，得
摇摇葬垣糟越怨郾 ②
将②代入①，得摇葬垣遭越员苑郾
疫摇葬越员苑原遭≥员苑原怨越愿，且糟≥员，
亦摇只有葬越愿郾

猿
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分别代入①②，得摇糟越员，遭越怨郾
故原数为愿愿怨员郾
例远摇一个正整数晕的各位数不全相等，如果将 晕的各位

数字重新排列，必可得到一个最大数和一个最小数，若最大数与

最小数的差正好等于原来的数 晕，则称 晕为“拷贝数”，试求所
有的三位“拷贝数”郾
解：设晕为所求的三位“拷贝数”，它的各位数字分别为 葬，

遭，糟（葬，遭，糟，不全相等），将其数码重新排列后，连同原数共得到
远个三位数：葬遭糟，葬糟遭，遭葬糟，遭糟葬，糟葬遭，糟遭葬郾设其中最大数为葬遭糟，则
最小数为糟遭葬，根据“拷贝数”的定义，得

晕越葬遭糟原糟遭葬
越（员园园葬垣员园遭垣糟）原（员园园葬垣员园遭垣葬）
越怨怨（葬原糟）郾

摇摇园可知 晕为怨怨的整数倍，这样的三位数可能是员怨愿，圆怨苑，
猿怨远，源怨缘，缘怨源，远怨猿，苑怨圆，愿怨员，怨怨园郾这 怨个数中，只有 怨缘源原源缘怨
越源怨缘郾
故源怨缘是唯一的三位“拷贝数”郾
练一练

卡片上写有一个三位数（个位数字不是零），将这个三位数

的个位数字与百位数字对调，记这两个三位数的差（大数减小

数）为皂，且 皂也是一个三位数郾又将 皂的个位数字与百位数
字对调后的三位数记为灶，则皂垣灶等于多少？
答案：员园愿怨郾
例苑摇甲、乙、丙猿个人的年龄满足下列源个条件：
（员）甲的年龄是一个两位数；
（圆）把甲的年龄的两位数字对调就是乙的年龄；

（猿）甲的年龄与乙的年龄的差的员猿就是丙的年龄；

（源）乙的年龄是丙的年龄的员缘倍郾
源
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分析：本题可根据条件（员）设出甲的年龄，再由（圆）、（猿）两
个条件把乙和丙的年龄用甲的年龄的代数式表示出来，然后由

条件（源）列出方程郾
解：由条件（员），设甲的年龄为葬遭（葬跃遭≥员）由（圆）知乙的年

龄为遭葬，由（猿）知丙的年龄为员猿（葬遭鄄遭葬）援根据条件（源），得

遭葬越员缘伊员猿（葬遭原遭葬）

摇摇即摇缘伊葬遭越远伊遭葬，
亦摇缘（员园葬垣遭）越远（员园遭垣葬），
亦摇源葬越缘遭郾
亦摇葬是缘的倍数，遭是源的倍数郾
疫摇葬跃遭≥员，
亦摇只有葬越缘，遭越源郾
故甲、乙、丙的年龄分别是缘源，源缘，猿郾
例愿摇某人驾使汽车从甲地出发到乙地需员小时，继续行

驶员小时源缘分到达丙地郾汽车速度一定，甲、乙两地路程是葬遭
千米，乙、丙两地路程是遭葬千米，现在知道从甲地经乙地到丙地
的路程不少于员园园千米，试问从甲到乙地的路程是多少千米？
解：速度一定，路程与时间成正比知

摇摇葬遭
遭葬
越 员

员猿源

，

亦摇苑葬遭越源遭葬，
亦摇苑（员园葬垣遭）越源（员园遭垣葬），亦摇遭越圆葬郾
又摇葬遭垣遭葬越（员园葬垣遭）垣（员园遭垣葬）

越员员（葬垣遭）
越员员（葬垣圆葬）
越猿猿葬≥员园园，

亦摇葬≥源郾
缘
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又摇遭越圆葬约员园，
亦摇葬约缘郾
亦摇葬越源，遭越愿郾
亦摇葬遭越源愿郾
故从甲地到乙地的路程是源愿千米郾
例怨摇已知一个四位数的各位数字的和与这个四位数相加

等于员怨怨缘，试求这个四位数郾
解：设所求四位数是葬遭糟凿，由题意得
摇摇葬垣遭垣糟垣凿垣葬遭糟凿越员怨怨缘，
亦摇员园园员葬垣员园员遭垣员员糟垣圆凿越员怨怨缘郾 ①
此时必有葬越员（请读者想一想为什么？）
亦摇员园员遭垣员员糟垣圆凿越怨怨源 ②
此时必有遭越怨（请读者想一想为什么？）
亦摇员员糟垣圆凿越愿缘郾 ③
对于③式，若糟越愿或怨，则左边都大于愿缘；若 糟≤远，则左边

都小于愿缘，所以只有糟越苑郾
将糟越苑代入③，得摇凿越源郾
故所求四位数是员怨苑源郾
说明：解答整数问题，常常需要从首位或末位数字入手去进

行分析郾本例在确定葬，遭，糟，凿的值时，我们都是采用了首位数
字分析法郾
例员园摇若一个首位数字是员的六位数员葬遭糟凿藻乘以猿所得的

积是一个末位数字为员的六位数葬遭糟凿藻员，求原来的六位数郾
解：设葬遭糟凿藻越曾，则
员葬遭糟凿藻越员园园园园园垣葬遭糟凿藻越员园园园园园垣曾，
葬遭糟凿藻员越葬遭糟凿藻园垣员越员园伊葬遭糟凿藻垣员越员园曾垣员郾
由题意，得摇猿伊（员园园园园园垣曾）越员园曾垣员，
解得摇曾越源圆愿缘苑郾
亦摇原来的六位数为员园园园园园垣源圆愿缘苑越员源圆愿缘苑郾
远此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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说明：此题的关建是如何表示十进制数员葬遭糟凿藻和葬遭糟凿藻员郾对
于一个十进制整数 酝越葬灶葬灶原员⋯葬员葬园，这样的表示方法是常
用的：

酝越员园伊葬灶葬灶原员⋯葬圆葬员垣葬园
酝越员园园伊葬灶葬灶原员⋯葬猿葬圆垣葬员葬园，
⋯⋯

酝越员园噪·葬灶葬灶原员⋯⋯葬噪垣葬噪原员葬噪原圆⋯⋯葬员葬园郾
例员员摇一个自然数的首位数字是源，将其首位数字移至末

尾之后，它的大小降为原来的
员
源，求满足条件的最小正整数郾

解：设所求的数表示为 晕越源葬遭⋯糟越源伊员园灶垣粤，其中 粤越
葬遭⋯糟（粤是一个灶位数），将其首位移至末位得葬遭⋯糟源越员园粤垣源郾
由题意，得

摇摇源伊员园灶垣粤越源（员园粤垣源），
亦摇猿怨粤越源伊（员园灶原源），
亦摇猿怨粤越源伊怨怨⋯ {怨怨远

灶原员个怨
，

亦摇员猿粤越源伊猿猿⋯{猿圆
灶原员个猿
郾

故猿猿⋯{猿圆
灶原员个猿
必能被员猿整除，不难发现猿猿猿猿圆是满足条件的最

小值，从而粤的最小值是员园圆缘远，所以晕的最小值就是源员园圆缘远郾
例员圆摇将正整数晕接写在每一个正整数的右边，如果得到

的新数都能被晕整除，那么称 晕为“魔术数”，在小于员猿园正整
数中，“魔术数”的个数有多少？

解：设“魔术数”晕为皂位数，任取正整数 孕，接写后得到的
新数为孕晕越孕伊员园皂垣晕援由题意孕晕能被 晕整除，得 孕伊员园皂也
能被晕整除，但由于孕的任意性，故员园皂一定能被晕整除，从而
当皂越员时，晕越员，圆，缘；
当皂越圆时，晕越员园，圆园，圆缘，缘园；
当皂越猿时，考虑到晕约员猿园，晕越员园园，员圆缘郾

苑
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所以，小于员猿园的“魔术数”有怨个郾

习题员援员

粤摇组

员郾酝表示一个两位数，晕表示一个三位数，如果把 酝放在
晕的左边，组成一个五位数，那么这个五位数是（摇）
（粤）酝垣晕摇摇摇摇摇摇（月）酝晕
（悦）员园园园园酝垣晕 （阅）员园园园酝垣晕
圆郾一个两位数，它是本身数字和的 噪倍，将个位数字与十
位数字交换位置后，组成一个新数，则新数为其数字和的（摇）
（粤）（噪原员）倍 （月）（员员原噪）倍
（悦）（员园原噪）倍 （阅）（怨原噪）倍
猿郾在大于员园小于员园园的正整数中，数字交换位置后所得
的数比原数增加怨的数的个数为 郾
源郾一个两位数，它的各位数字和的猿倍与这个数加起来所
得的和恰好是原数的两个数字交换了位置所得的两位数，这样

的两位数有 个郾
缘郾已知葬遭为两位数，且满足 葬·遭·葬遭越遭遭遭，求这个两
位数援
远郾求一个最小的正整数灶，它的个位数字为远，将远移到首
位，所得新数是原数的源倍郾
苑郾粤是一个三位数，月是一个两位数，粤颐月越猿颐员，如果将
月放在粤的左边，得到一个五位数悦；把粤放在月的左边得到另
一个五位数阅，且阅比悦小源园园员源，求阅粤的末位数字郾
愿郾两位数葬遭（个位数字与十位数字不同）的平方等于三位
数曾赠扎；而两位数遭葬的平方恰好等于三位数扎赠曾，求上述两位数与
三位数郾

愿
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月摇组

员郾在十进制整数表示中，整数 葬是由员怨愿缘个数字愿组成，
整数遭是由员怨愿缘个数字缘组成，则整数怨·葬·遭的各位数字之
和是（摇）
（粤）员缘愿愿园 （月）员苑愿缘远
（悦）员苑愿远缘 （阅）员苑愿苑源
圆郾小文在计算两个数相加时，把一个加数个位上的员错误
地当作苑，把另一个加数十位上的愿错误地当作猿，所得的和为
员怨源远，原来两数相加的正确答案是 郾
猿郾一辆新汽车出厂以后，为了试验汽车的性能，两位司机
轮流驾驶，每小时行驶缘缘千米，不停地行驶了一整天援停下来以
后，看看手表，行驶时间是整整 灶小时，灶是个整数；看看里程
表，出发时是个三位数，停止时，三倍数恰好颠倒了顺序郾
（员）汽车行驶了几小时？
（圆）设出发时里程表上三位数为葬遭糟，若 葬垣遭垣糟不超过苑，
你知道这两个三位数是多少吗？

源郾求所有能被员员整除的三位数，使其满足除得的商正好
等于被除数中各数字的平方和郾
缘郾晕是由缘个不同的非零数字组成的缘位数，且 晕等于这

缘个数字中取猿个不同的数字构成的所有三位的和，求所有的
这种缘位数晕援
远郾如果一个正整数各位数字之和与各位数字之积的和恰
好等于这个正整数，我们称它为“幸运数”郾试求出所有幸运数
的和郾

怨
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异员援圆摇数的整除

设有两个整数葬，遭（遭≠园），若有另一整数 择，使得 葬越遭伊择，
则称葬被遭整除；或遭能整除葬；若葬被遭整除，也称葬是遭的倍
数；遭是葬的约数，并记作遭渣葬郾若葬不能被遭整除，则记作遭葬郾
我们曾经学过下述有关整除的判别法则：

（员）被圆或缘整除的数的特征是末位数字能被圆或缘整除郾
（圆）被源或圆缘整除的数的特征是末两位数字能被源或圆缘
整除郾
（猿）被愿或员圆缘整除的数的特征是末三位数字能被 愿或
员圆缘整除郾
（源）被 猿或 怨整除的数的特征是各位数字和能被 猿或
怨整除郾
（缘）被员员整除的数的特征是其奇数位数字之和与偶数位
数字之和的差能被员员整除郾
例员摇判断下列各数中，哪些数能被源或圆缘整除：
源缘苑缘远缘，源缘远缘苑缘，员愿源园远圆，员愿远圆源园郾
解：疫摇源缘远缘苑缘的末两位数字苑缘能被圆缘整除，而源缘苑缘远缘

的末两位数字远缘不能被圆缘整除，
亦摇源缘远缘苑缘能被圆缘整除，而源缘苑缘远缘不能被圆缘整除郾
同理可知，源渣员愿远圆源园，源员愿源园远圆郾
例圆摇判断苑愿怨苑愿怨能否被员员整除郾
解：疫摇这个六位数奇位数字之和与偶位数字之和的差为

（愿垣苑垣怨）原（苑垣愿垣怨）越园，是员员的倍数，
亦摇员员渣苑愿怨苑愿怨郾
练一练

判断源缘远源缘远能否被员员整除；
判断远苑愿怨远苑愿怨能否被员员整除郾
园员
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在解题过程中，我们还经常用到下述一些性质：

（员）若葬渣遭，遭渣糟，则葬渣糟郾
证明：疫摇葬渣遭，遭渣糟，
亦摇遭越葬责，糟越遭择（责，择是整数），
亦摇糟越（葬责）择越（责择）葬，
亦摇葬渣糟郾
（圆）若葬渣遭，葬渣糟，则葬（遭依糟）郾
证明：疫摇葬渣遭，葬渣糟，
亦摇遭越葬责，糟越葬择（遭，择是整数），
亦摇遭依糟越葬责依葬择越葬（责依择），
亦摇葬渣（遭依糟）郾
（猿）若葬渣遭，则葬渣灶遭（灶是正整数）郾
请读者完成证明郾
（源）若葬，遭互质，且葬渣遭糟，则葬渣糟郾
（缘）若葬，遭互质，且葬渣糟，遭渣糟，则葬遭渣糟郾
（远）灶个连续整数中，必有一个能被灶整除郾
如员员，员圆，员猿中有猿渣员圆；源员，源圆，源猿，源源中有源渣源源；苑苑，苑愿，苑怨，

愿园，愿员中有缘渣愿园·
例猿摇已知九位数猿圆葬猿缘苑员苑遭摇能被苑圆整除，求葬，遭郾
解：疫摇苑圆渣猿圆葬猿缘苑员苑遭，而苑圆越愿伊怨，
亦摇愿渣猿圆葬猿缘苑员苑遭，怨渣猿圆葬猿缘苑员苑遭郾
根据数的整除特征，有愿渣员苑遭，且遭必须是偶数，
亦摇遭越远郾
又摇怨渣（猿垣圆垣葬垣猿垣缘垣苑垣员垣苑垣远），
即摇怨渣（猿源垣葬），摇摇亦摇葬越圆郾
例源摇已知晕越员猿曾赠源缘扎能被苑怨圆整除，试确定数字曾，赠，扎及

晕郾
解：疫摇苑怨圆越愿伊怨伊员员，摇亦摇愿渣晕，
亦摇愿渣源缘扎，摇亦摇扎越远郾

员员
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又摇怨渣晕，
亦摇怨渣（员垣猿垣曾垣赠垣源垣缘垣远），
即摇怨渣（员怨垣曾垣赠），
亦摇曾垣赠越员愿，或曾垣赠越员苑郾
又摇员员渣晕，
亦摇员员渣〔（员垣曾垣源垣远）原（猿垣赠垣缘）〕，
即摇员员渣〔猿垣（曾原赠）〕，
亦摇曾原赠越愿，或曾原赠越原猿郾

经检验，
曾垣赠越愿，
曾原赠{ 越愿
符合题意，它的解是

曾越愿，
赠{ 越园郾

故摇晕越员猿愿园源缘远郾
例缘摇用园，员，圆，猿，⋯，怨这十个不同的数字组成能被怨怨整

除的十位数，求其中最大的一个数和最小的一个数援
分析：因为怨怨越怨伊员员，所以这个十位数能同时被怨和员员

整除郾
解：疫摇园垣员垣圆垣⋯垣怨越源缘越缘伊怨，
亦摇所有这样的十位数均能被怨整除郾
设十位数中奇数位上数字和为曾，偶数位上数字和为赠，则曾
垣赠越园垣员垣圆垣⋯垣怨越源缘为奇数，
亦摇曾原赠为奇数郾
根据题意，得摇员员渣（曾原赠），
亦摇渣曾原赠渣越员员郾
若曾原赠越员员，则曾越圆愿，赠越员苑；
若曾原赠越原员员，则曾越员苑，赠越圆愿郾
要使十位数最大，前几位应尽量选用怨，愿，苑，远；
若前四位为怨愿苑远，则怨垣苑越员远，愿垣远越员源，可知曾≠员苑，于是

有曾越圆愿，赠越员苑郾
从而易得能被怨怨整除的最大的十位数为怨愿苑远缘圆源员猿园郾
同理能被怨怨整除的最小的十位数为员园圆源猿苑缘愿远怨郾
圆员此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


