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内容简介

本书汇集了高中数学奥林匹克中学协作体第二届I����J夏令营中十余位教练员的专题讲座的讲稿K还有

十几套高中数学竞赛的模拟试卷à讲座与试卷内容丰富Ð设计精心Ð难度适宜Ð解答详尽K有很强的训练针对

性K对今后的奥赛选拔赛有直接的参考意义K是一套比较宝贵的数学竞赛的辅导和学生自学材料K也是广大中

学数学教师不可多得的教学参考书à
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在老一辈数学家的倡导和众多数学工作者Ð数学教师的共同努力下K我国的数学奥林匹克
活动得到了较好的发展K取得了丰硕的成绩和丰富的经验à近年来出现的一个现象正在引起
社会的关注M国内有一批很好的中学K她们把数学奥林匹克活动规范到学校的选修课和活动课
之中à在这些学校K学生但凭兴趣学习数学K不必奔波于社会上各种�奥班�或�奥校�之间K学
得很生动Ð很有效à这些学校实际上已成为数学和科学人才发现Ð国际数学奥林匹克选手成长
的沃土à尤其令人兴奋的是K在这些学校参加过数学奥林匹克活动的学生差不多都是发展较
全面Ð高考成绩最好的学生K而且进入大学学习后K其发展的优势更为明显à事实上K学生科学
精神和创新品质的培养从来都是具体的教育活动à规范的数学奥林匹克活动体现的正是素质
教育的要求K其中有丰富多彩的研究性学习à对数学奥林匹克活动这个客观存在K教育管理者
和专家应本着实事求是的态度开展研究à
值得庆幸的是K国内一些在数学奥林匹克活动中成绩卓著的学校K为了探索数学和科学人

才发现与培养的规律Ð总结数学奥林匹克活动的经验和教训这个值得称道的目的K共同构筑了
一个交流的平台���中国数学奥林匹克协作体学校I以下简称�协作体�Jà协作体由东北育才
学校Ð上海中学Ð华南师大附中Ð湖南师大附中Ð武钢三中Ð大连二十四中Ð青岛二中Ð清华附中Ð
人大附中Ð复旦附中Ð上海延安中学Ð江苏盐城中学Ð华中师大一附中Ð黄岗中学Ð长沙一中Ð深
圳中学等��所中学组成à协作体成立近四年来开展了一系列有意义的活动K如一年一度的数
学夏令营K讲座和辅导都由协作体学校教师担任à因此夏令营不仅给那些优秀的数学爱好者
提供了交流学习心得的时空舞台K而且通过教师的�教�这种形式来实现对教师的培训K促进了
数学教师的成长à协作体在实践中显示出旺盛的生命力K较好地促进了中国数学奥林匹克活
动和科学教育的健康发展à
第二届中国数学奥林匹克协作体夏令营于����年�月上旬在武钢三中举办à本书收录

的是本次夏令营的活动资料à容易看出K书中内容并不以难取胜K而是通过精选的材料帮助学
生理解数学思想Ð方法K训练学生分析问题Ð解决问题的能力K因而具有很好的针对性和实用
性à
随着科学技术的发展K数学的重要性会不断被人类所认识K年轻一代学习数学的热情会更

加高涨à如何通过数学奥林匹克活动这种被广泛接受的形式更好地发现和培养数学和科学人
才K无疑是一个很有价值的课题à祝愿协作体和所有有相同志趣的学校在数学和科学人才的
发现和培养方面不断取得新的成果Ð新的经验à

裘宗沪

����年�月
��
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前����言

本书是第二届中国数学奥林匹克协作体夏令营I����年K由武钢三中主持J的成果à书中
汇集了夏令营中十余位教练员的专题讲座的讲稿K还有��套高中数学竞赛模拟试卷à题目比
较有特色K内容丰富K难度适宜K很有训练针对性K是一套比较宝贵的数学竞赛辅导和学生自学
的资料à
全书共分三大部分à第一部分是�专题讲座�K包括��个讲座à每个讲座包括M�知识与方

法�K简单勾勒数学奥赛中重要的知识点Ð定理及方法等N�范例选讲�K精选了一些典型例题K进
行详细解答K而且更重要的是给出了解决数学问题的思路与方法N�训练题�K结合专题讲座内
容K以供学生巩固提高之用à第二部分是�模拟训练�K汇集了��份模拟试卷K试卷难度适宜Ð
针对性强K很适合各类数学奥赛辅导班用来检验参赛学生的水平à第三部分为�练习解答�K这
部分对所有的�专题讲座�中的训练题及�模拟训练�中的题目给出了详细的解答à
第二届协作体学校夏令营得到了中国数学奥林匹克委员会副主席裘宗沪教授和协作体两

执行主席之一的湖南师大附中常力源校长的悉心指导K得到了协作体各成员学校校长的大力
支持à谨借此书出版之机深表谢意à郭希连Ð岑爱国两位老师参与了部分书稿的整理工作K在
此一并表示感谢！

愿本书能为广大高中数学奥林匹克竞赛的参加学生和辅导老师有所帮助！
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讲座一��平面几何中一些重要定理的应用

江苏省盐城中学��王金文
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知识与方法

一Ð与三角形有关的定理

��梅涅劳斯定理��一直线截>�BCD 的边CDKDBKBC 或其延长线于EKFKGK则
CE
ED
ðDF
FB
ðBG
GC��

à

说明MI�J结论的图形应考虑直线与三角形三边交点的位置情况K因而本题图形应该有
两个à

I�J结论的结构是三角形三边上的�条线段的比K首尾相连K组成一个比值为�的等式à
I�J其逆定理为M如果EKFKG 分别在>�BCD的边CDKDBKBCI或其延长线上JK并且

CE
ED
ðDF
FB
ðBG
GC��

K那么EKFKG三点在同一条直线上à

I�J梅氏定理及其逆定理不仅可以用来证明点共线问题K而且是解决许多比例线段问题
的有力工具à用梅氏定理求某个比值的关键K在于恰当地选取梅氏三角形和梅氏线à

��塞瓦定理��设P 是>�BCD 内任意一点KBPKCPKDP 分别交对边于EKFKGK则
CE
ED
ðDF
FB
ðBG
GC��

à

说明MI�J该定理可借助于梅氏定理来证明I也可用面积法来证明Jà如果P点在三角形
形外K结论仍然是成立的à

I�J其逆定理为M在>�BCD 三边I所在直线JCDKDBKBC 上各取一点EKFKGK若有
CE
ED
ðDF
FB
ðBG
GC��

K则BEKCFKDG平行或共点à

I�J塞瓦定理及其逆定理是证明三直线交于一点I线共点J问题的重要定理K应用塞瓦定
理很容易证明三角形中的主要线段的共点问题à

��三角形的四心��三角形的三条中线共点K三条角平分线共点K三条高线共点K三条中垂
线共点à三角形的垂心Ð重心Ð外心共线I欧拉线JK并且重心把连结垂心和外心的线段分成

���的两段à三角形的外心和内心距离e� SIS��s� JI此公式称为欧拉式K由此还得到S1�
�sJK其中S和s分别是三角形外接圆和内切圆半径à

�



��斯特瓦尔特定理��在>�BCD中KE 是CD 上的一点K则BE�ðCD�CEðEDðCD�
BD�ðCE�BC�ðEDà
说明M该定理在解答几何问题K特别是在计算线段长度的问题时K有许多应用à由该定理

易推 出 三 角 形 的 中 线 长 为 nb � �� �c���d��b� �K三 角 形 的 角 平 分 线 长 为 ub �

�
c� cdd qIq�b� JK三角形的高线长为ib��b q

Iq�bJIq�cJIq�d� Jà

��厄尔多斯�摩德尔定理��设Q是>�BCD内或周界上任一点KQ到三边的距离分别为
yKzK{K则QB�QC�QD1��Iy�z�{JK等号成立当且仅当>�BCD为正三角形且Q 是>�BCD
的中心à

二Ð与圆有关的定理

��西姆松定理��过三角形外接圆上任意一点作三边的垂线K则三垂足共线I称为西姆松
线Jà
说明MI�J其逆定理为M若一点到三角形三边所在直线的垂足共线K则该点在三角形的外

接圆上à
I�J推广M通过>�BCD外接圆上的一点Q 引与三边CDÐDBKBC分别成同向等角的直线

QEKQFKQG与三边交于EKFKGK则EKFKG三点共线àI卡诺定理J

��托勒密定理��若四边形内接于一圆K则该四边形的两对边乘积之和等于它的对角线乘
积à
说明MI�J其逆定理为M若四边形两对边乘积之和等于它的对角线乘积K则该四边形内接

于圆à
I�J推广M对于任意凸四边形BCDEK恒有两对边乘积之和大于或等于它的对角线乘积à

I托勒密不等式J
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范 例 选 讲

例���若在直角>�BCD中KDL 是斜边BC 上的高KDF是#�BDL 的角平分线KF点在BL
上KE是BD的中点KG是EF 与DL 的交点K求证MCG"�DFà
分析��要证两直线平行K可证角度相等K可证对应的比例式成立à本题题设中有角平分

线Ð直角三角形K从而可得到许多比例式K故从比例式入手来证平行K即证LG
GD�

CL
CF
à

证明��因为DF平分#�BDLK所以#�BDF�#�LDFà又在直角>�BCD中KDL 为斜边上
的高K所以有#�CBD�#�CDLK从而#�CFD�#�CDFK所以CD�CFà
把梅氏定理用于>�BDL 和三点EKFKGK则得

DE
EB
ðBF
FL
ðLG
GD ��

K

于是 LG
GD �

FL
BF �

DL
BD �

CL
CD �

CL
CF
K

�



�

�

� � �
�

�

即 LG
GD �

CL
CF
à

利用分比定理得 LG
LD �

CL
LF
K

所以 GC "�DFà

����评注��梅氏定理是解决有关比例问题的有力工
具K应用该定理的关键是结合题意K恰当地选取梅氏
线à
例���在>�BCD的边CDKDBKBC上分别取点

B�KC�KD�K使BB�KCC�KDD� 相交于一点K证明M

BB�KCC�KDD� 关于相应的角平分线对称的直线

BB�KCC�KDD� 也相应交于一点à

分析��要证三线共点K由塞瓦定理可知即证
BD�
D�C

ðCB�
B�D

ðDC�
C�B��

K而题设中已知三线共

点K又可得到BD�
D�C

ðCB�
B�D

ðDC�
C�B��

K从而本题的证明转化为寻求这两个比例式之间的联系à

�
��

�

��

�����
�

�

�

��

��

结合题中相等角的条件K借助于三角函数有关知
识易证à
证明��把正弦定理用于>�BDD� 得

BD�
D�D�

tjo#�BDD�
tjo#�DBC

K

用于>�CDD�K得
DD�
D�C�

tjo#�BCD
tjo#�D�DC

K

把两式相乘得

BD�
D�C�

tjo#�BDD�
tjo#�DBC

ðtjo#�BCD
tjo#�D�DC

à

同理
CB�
B�D�

tjo#�CBB�
tjo#�B�BD

ðtjo#�CDB
tjo#�BCD

K

DC�
C�B�

tjo#�DCC�
tjo#�C�CB

ðtjo#�DBC
tjo#�CDB

K

把以上三式相乘K得

BD�
D�C

ðCB�
B�D

ðDC�
C�B�

tjo#�BDD�
tjo#�D�DC

ðtjo#�CBB�
tjo#�B�BD

ðtjo#�DCC�
tjo#�C�CB

à

类似地K可得

BD�
D�C

ðCB�
B�D

ðDC�
C�B�

tjo#�BDD�
tjo#�D�DC

ðtjo#�CBB�
tjo#�B�BD

ðtjo#�DCC�
tjo#�C�CB

à

���� 由对称性知 #�BDD�� #�CDD�K#�D�DC� #�BDD�K#�CBB�� #�B�BDK#�B�BD�

#�CBB�K#�DCC��#�C�CBK#�C�CB�#�DCC�K从而有

BD�
D�C

ðCB�
B�D

ðDC�
C�B

ðBD�
D�C

ðCB�
B�D

ðDC�
C�B��

à

又由BB�KCC�KDD� 三点共线和塞瓦定理得
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BD�
D�C

ðCB�
B�D

ðDC�
C�B�

�K

所以有
BD�
D�C

ðCB�
B�D

ðDC�
C�B

��à

根据塞瓦定理可知KBB�KCC�KDD� 三线共点à
评注��本题解法中的三角函数值比是条件向结论转化的桥梁à
例���设BCDEFG为凸六边形K满足BC�CD�DEKEF�FG�GBK#�CDE�#�FGB�

���K点H和I 为此六边形内部的两点K使得#�BHC�#�EIF�����K求证MBH�HC�HI�
EI�IF1�DGà

� �

��
�

�

� �

��

��
分析��题目条件让我们联想构造一系列关于托勒密

定理的四边形K注意本题图形是由两个等边三角形和一个
以CF为对称轴的四边形构成的K故可作DKG 关于直线

CF 的对称点K从而有两组四点共圆K创造了使用托勒密定
理的使用条件à
证明��作DKG 关于直线CF 的对称点D�KG�K则

D�G��DGà由于>�CDEK>�BFG 是等边三角形K所以三
角形BCD�KEFG� 也都是等边三角形K所以有#�BHC�
#�BD�C�����K#�EIF�#�EG�F�����K从而BHCD�K

FIEG� 为圆内接四边形à由托勒密定理有

D�HðBC �BHðCD��HCðBD�K
因而 D�H�BH�HCK
同理 IG��EI�IFK
所以 BH�HC�HI�EI�IF�D�H�HI�IG�1�D�G��DGà

����评注��应用托勒密定理的关键是四边形内接于圆K有时需要构造圆内接四边形à构造的
方法是多种多样的K本题是利用了对称思想à
例���已知>�BCD的顶点B 在CKD两角的内外角平分线上的射影分别是QKRKSKTK求

证MQKRKSKT四点共线à
分析��因RKSKT分别为点B 向>�JDE三边引垂线的垂足K如能证得点B在>�JDE的外

接圆上K则根据西姆松定理可知RKSKT三点共线K同理可证QKRKS 三点共线K从而问题
得证à

� �

�

�

�
�

��

�

证明��延长CSKDT相交于EK则RKSKT是点

B在>�DEJ三边所在直线上的射影à因为CJKDJ
是>�BCD中的角平分线K所以

#�JED�����#�DJE �������
I#�C�#�DJ

� ��
I�����#�C�#�DJ

� ��#�B� #�JBD
K

所以KBKJKDKE四点共圆K故由西姆松定理知KRKSKT三点共线à
同理KQKRKS三点共线K而过RKS两点的直线是惟一的K所以QKRKSKT四点共线à

�



评注��本题获解的关键是将四点共线问题转化为两组三点共线问题K从而借助于西姆松
定理加以解决à
例���在>�BCD中K角B等于���K角C小于角DK过点B作>�BCD的外接圆的切线K交

直线CD于EK设点B关于CD的对称点为FK作BY垂直CF 于YKZ 为BY 的中点KCZ与外
接圆交于[K证明MCE为>�BE[外接圆的切线à
分析��要证CE为>�BE[外接圆的切线K即证#�[BE�#�[EDà由于#�EB[�#�[DBK

#�[CE�#�DB[K所以只需要证明>�[CE+�>�[BDK即需证BDCE�
B[
C[
K而图中有三角形的截线

�

� ��

�

��

�

�
和圆内接四边形K由梅氏定理和托勒密定理都可
以得到相应的比例式或乘积式à
证明��连BF 交C[ 于NK连[FK[DK在

>�BYF中K由梅氏定理得

FC
CY
ðYZ
ZB
ðBN
NF ��

K

因为Z 为BY 的中点KYZ�ZBK所以

CY
FC �

BN
NF
à

设#�BCD�#�FCD��K则 CY
FC�

CY
BC�dpt��

K

即 BN
NF�dpt��

à

由托勒密定理知

B[ðCF�BCðF[�BFðC[à
因BF��BCtjo���CFtjo�K代入到上式得

B[�F[��C[tjo�K I�J
又#�B[N�#�F[NK由角平分线定理得

B[
F[ �

BN
NFQ �dpt��

K

将上式代入I�J式K可得

B[
C[ �

�tjo�dpt��
��dpt��

K

由#�BCD��可得

#�DBE ��K#�BED�������K
于是

BD
CE �

�tjo�dpt��
��dpt��

K

所以

BD
CE �

B[
C[
K��BDB[ �

CE
CF
à I�J

由#�[CE�#�DB[及I�J知

>�[CE +� >�[BDK

�





��>�BCD中K记CD为bKCD 边上的中线长为nbK现将CD 分成o 等份K分点为E�K

E�K�KEo��K求证MBE���BE�����BEo����Io��Jnb��o���
�
obI J� à

��设NKO 是>�BCD内部的两个点K且满足#�NBC�#�OBDK#�NCB�#�OCDK证明M

BNðBO
BCðBD�

CNðCO
CBðCD�

DNðDO
DBðDC��

à

�



讲座二��组合几何问题

中国人民大学附中��刘叔才

����几何学研究的是图形的度量和位置关系à经典的几何学I如中学的平面几何Ð立体几何Ð
解析几何J只讨论一些简单的规则图形I直线Ð平面Ð二次曲线Ð二次曲面所构成的图形Jà组合
几何则是几何思维的进一步深化K它试图研究不定形Ð不定位的图形带有限制条件的欧几里得
性质K如图形的计数Ð分类Ð构造Ð叠合Ð分解Ð覆盖Ð拓扑关系等K内容丰富多彩à本专题讲座仅
选讲其中部分内容à
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�

��

�

知识与方法

一Ð组合几何计数方法

组合几何的核心部分���组合几何计数理论形成较早K处理方法比较传统K基本上是利用
排列组合Ð组合数学中的递推关系等进行几何图形的点Ð边Ð角Ð多边形Ð区域等计数K内容丰
富K经常出现在数学竞赛中à主要计数方法有利用组合解释计数和利用递推关系计数à

二Ð平面凸集Ð凸包及应用

平面凸集和凸包是组合几何中的基本内容à鉴于这方面的题目在近年来国内外竞赛中出
现较多K因此要求做到掌握并会应用à
定义���如果G中的任意两点BKC的连线段BC 上的每一点都属于GK那么称G为凸集

或凸图形à空集也算作凸集à
直线上的凸集有M线段K直线K射线à
平面凸集的例M全平面K半平面K不大于����的角域K抛物线及双曲线I一支J在开口方向

的无界区域K圆K椭圆K凸多边形等有界区域à
空间凸集的例M全空间K半空间K不大于����的二面角域K凸多面角域K带域K球K凸多面

体等à
定理���任何多个凸集的交为凸集N特别地K两个凸集的交仍是凸集à
定义���包含点集I图形JG的最小凸集I凸图形J称为点集I图形JG的凸包à这里的�最

小�K是指凸包能包含于任何其他的包含G的凸集之中à
定理���有限o点组有且只有一个凸包à

��



证明参见�竞赛数学教程�I陈传理等主编K高教出版社KQ���Jà
定义���平面图形G的点位于直线m的一侧且与m有公共点K则称m为图形G 的承托

直线à
定理�IIfmmz定理J��I�J平面上已给有限个凸集I或无穷多个有界闭凸集JK如果其中每

�个有公共点K那么它们全体有公共点N
I�J如果空间中的凸集I或无穷多个有界闭凸集JK其中每�个有公共点K那么它们全体有

公共点à

三Ð整点问题

整点又称格点K即平面直角坐标系的点QIyKzJK如果y与z同为整数K称Q为整点à此
概念可推广到三维空间乃至o维空间K也可推广到�有理点�等à整点问题可以说是数论与解
析几何相结合的产物K近几年来又结合组合数学Ð图论以及整数规划等新型学科K而成为中学
数学竞赛的良好材料à
定义��多边形I凸的或凹的K但不是折的或有洞的J各个顶点均为整数K称为整点多边形N

多面体I要求同上J各个顶点均为整点K称为整点多面体à
下面是关于整点多边形与整点多面体的性质M
定理���I�J若整点三角形B�B�B�P坐标为BjIyjKzjJIj��K�K�JQ的面积为

T� � ��

y� z� �
y� z� �
y� z� �

K

则T� 为整数或半整数K且T���k�B�KB�KB� 三点共线à
I�J若整点o边形B�B�B��BoP坐标为BjIyjKzjJIj��K�K�KoJQ的面积为

T� ��
y� z�
y� z�

�
y� z�
y� z�

���
yo zo
y� z

�

�

�

��

K

则T为整数或半整数K且T��k�B�KB�K�Boo点共线à
定理���若整点四面体B�B�B�B�KPBjIyjKzjK{jJIj��K�K�K�JQ的体积为

W � ��

y� z� {� �
y� z� {� �
y� z� {� �
y� z� {� �

K

则�W 必为整数K且W��k�B�KB�KB�KB� 四点共面à
定理�IQjdbse定理J��若整点多边形的边界上共有N 个整点I包括顶点JK内部共有O 个

整点K则多边形的面积T���N�O��
à

证明参见�数学中的智巧�I亨斯贝尔格著K北京大学出版社Jà
下面是图形覆盖整点方面的两个著名定理à
定理�ICmjdigfmeu定理J��若坐标系中的图形G面积大于oK则可使G适当平移K使它内部

至少包含o��个整点à
定理�INjolpxtlz定理J��若关于坐标原点中心对称的平面凸图形G的面积大于�K则G
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