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前　　言

水作为一种资源，是支撑社会、经济和生态环境可持续发展的基础，是一种不可或缺的
要素。由于经济发展、认识能力、科学技术水平等诸多原因，目前水资源安全受到了极大的
威胁，人类生存环境和空间充满了危机。因此，加强水资源问题的认识、研究和合理开发、
利用和保护水资源具有重要的意义，也是水科学工作者的重要课题。作为这一课题的基础内
容———水文学，必须得到充分的重视和大量的投入。
水文学研究对象 （如洪水、径流、降雨等）具有大量的不确定性和复杂性，常规的分析

方法很难对它们的发展规律和变化特征有清晰的了解和准确的预测。因此，水文学问题的研
究需要引入新理论、新方法。２０世纪８０年代初兴起的小波分析 （ｗａｖｅｌｅｔａｎａｌｙｓｉｓ）就是一
种由粗及细的分析方法。它可以观测到细微的变化，也可以展示大的变化趋势，同时能获得
不同频带的简单序列。将小波分析引入水文学应用研究中，并与现代各种理论和方法结合，
从多方面揭示水文系统的变化规律，从而为水资源合理开发、利用和有效配置提供更多的依
据。另一方面，小波分析与水文学结合，不但拓宽了其应用范围，而且还推动了小波理论本
身的发展。这正是本书的初衷所在。
由法国科学家Ｍｏｒｌｅｔ提出的小波分析是一种调和分析方法，是Ｆｏｕｒｉｅｒ分析发展史上的

一个里程碑式的进展，被人们誉为数学 “显微镜”。小波分析一面世，便在科学技术界引起
一场轩然大波并成蔓延之势。小波分析是一种窗口大小固定但形状可变 （时宽和频宽可变）
的时频局部化分析方法，它具有自适应的时频窗口：高频段时，频域窗口增大，时间窗口减
小；低频段时，时间窗口增大，而频率窗口减小。这非常适合于像暴雨、洪水这一类非平稳
序列的分析和计算。经过２０年来的发展和运用，小波分析方法和技术已初具规模。
目前小波分析理论、方法及其技术在信号处理、图像压缩、语音编码、模式识别、地震

勘探、大气科学以及许多非线性科学领域内得到了较为广泛的应用，取得了大量的研究
成果。
小波分析在水文学中的应用研究才起步，本书是作者近十年来将小波分析应用于水文学

中所开展研究工作的一个初步总结，包括以下１０章内容：第１章简要介绍了小波分析的由
来、特点，较详细地分析了小波分析在水文学中的应用现状；第２章～第４章分别较详细地
介绍了小波分析的基本理论、常用小波函数及其构造和快速小波变换算法；第５章～第７章
分别探讨了小波分析在水文序列滤波及消噪、水文序列复杂性分析和水文序列奇异性及趋势
性分析中的应用；第８章～第１０章分别介绍了小波分析在水文系统多时间尺度变化、水文
系统预测和水文系统随机模拟方面的研究成果。
本书是国内水文小波分析领域的第一本专著，其特点是内容新颖，理论联系实际，深入

浅出，便于理解和实际分析计算。本书可作为高校水文水资源及环境类专业的高年级本科生
和研究生的教材和教学参考书，也可供理工科大专院校相关专业的高年级学生、研究生和教
师阅读，同时适合于有关科技工作者使用和参考。此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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书书书

第１章　绪　　论

１１　水文学与小波分析

水文学是研究地球上水的分布、数量、循环、运动等的变化规律及其水与环境相互作用
的一门科学，是地球科学的一个分支。通过水文测验可以获得各种水文现象的大量时间序
列，这些水文时间序列是水文系统在气象、流域下垫面和人类活动因素作用下的输出，它具
有确定性成分、（近似）周期成分和跳跃、突变、趋势等特征。水文学一个重要研究途径就
是利用现有的分析技术对水文时间序列进行描述，以探讨水文系统的演变规律。
在对水文时间序列的基本刻画中，常常采取时域和频域两种基本形式［１］。时域分析是

从时间域上描述水文序列，具有时间定位能力，自相关分析和互相关分析就是常用的时域分
析方法，但它无法得到关于水文时间序列变化的更多信息 （如采样率、周期等）。１８２２年

Ｆｏｕｒｉｅｒ提出的频域分析法———Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，可以揭示水文时间序列不同的频率成分，具有
准确的频率定位能力。这样，许多在时域上看不清的问题，通过频域分析就显得清晰了。但

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换仅适合于平稳水文时间序列的分析。
在水文学中，水文时间序列 （如暴雨、洪水、径流等）几乎都是非平稳的，是随时间变

化的时变序列，它们的频域特征都随时间而变化。对于这一类非平稳序列，需要提取某一时
段 （或极小瞬间）的频域信息，或某一频段所对应的时间信息，即所谓的时频分析。显然时
域分析和频域分析都无能为力。

２０世纪８０年代初由Ｍｏｒｌｅｔ提出的具有时频多分辨功能的小波分析 （ＷａｖｅｌｅｔＡｎａｌｙｓｉｓ，
又称子波分析）为更好分析水文时间序列变化特性奠定了基础。水文时间序列呈现各种各样
的特性。例如，日流量过程，枯期变化较平稳，汛期变化剧烈，涨水落水之间发生一个峰
点。对这样的过程，枯期的分析可粗一点，而汛期分析可精细一点，既前者的分辨力低一
点，后者则高一点。因此，小波分析非常适合分析水文时间序列。
在水文学领域引进小波分析开创了一条崭新的研究途径，极大地丰富了水文学的内容。

小波分析在水文学应用中发挥了重要的作用，形成了水文小波分析新技术。

１２　小波分析的发展简介

对给定的信号ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ）［Ｌ２（Ｒ）表示在实数域Ｒ上平方可积］，Ｆｏｕｒｉｅｒ变换为

ｆ^（ω）＝∫
∞

ｔ＝－∞
ｆ（ｔ）ｅ－ｉωｔｄｔ （１１）

其逆变换为

ｆ（ｔ）＝ １２π∫
∞

ω＝－∞
ｆ^（ω）ｅｉωｔｄω （１２）

１此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



Ｆｏｕｒｉｅｒ变换就是将信号用三角基函数来展开，以此揭示信号不同的频率成分，因而具
有准确的频率定位能力，这是Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的最大优点。从式 （１１）还可以看出，积分时
间ｔ从－∞到∞，基函数ｅ－ｉωｔ是无限支撑的，在时域没有任何的衰减，因此不存在任何的时
间局域化特征。从这个意义上来讲，它不能告诉人们某种频率成分发生在哪些时间内，即在
时域上没有任何分辨率，这是Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的最大缺点。这可以从图１１看出。Ｆｏｕｒｉｅｒ分析
在数学领域和工程技术上都长期占有极其重要的地位，但它仅对平稳信号最有效。

图１１　Ｆｏｕｒｉｅｒ变换

在实际工程中，存在的信号几乎都是非平稳的，如音乐信号、探地信号、雷达信号、暴
雨、洪水等，它们的频域特征都随时间而变化。对于非平稳信号，Ｆｏｕｒｉｅｒ分析就不适用了。
为此，１９４６年Ｇａｂｏｒ提出了短时Ｆｏｕｒｉｅｒ变换 （ＳｈｏｒｔｔｉｍｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ———ＳＦＴ，又
称窗口Ｆｏｕｒｉｅｒ变换）理论，它为时频分析开辟了一条道路。
对频率定位，必须保留频率ω变量，对时间定位必须保留时间τ变量，因此，ＳＦＴ定

义如下

Ｇｆ（ω，τ）＝∫
∞

ｔ＝－∞
ｆ（ｔ）ｇ（ｔ－τ）ｅ－ｉωｔｄｔ （１３）

式中，“－”表示复共轭 （下同）；ｇ（ｔ）为窗口函数。ｇ（ｔ）起时限作用，ｅ－ｉωｔ起频限作
用。Ｇｆ（ω，τ）大致反映了ｆ（ｔ）在τ时刻附近、频率为ω的 “信号成分”的相对含量。显
然，信号的ＳＦＴ变换精确地按窗口宽度分解了信号的频谱，提取了其局部频谱信息，当τ

图１２　ＳＦＴ基函数的时频胞元

在整个信号时间轴ｔ上扫描时，就给出了ｆ（ｔ）的完
整频谱。

ＳＦＴ变换的时频分辨率是由窗口函数的时频窗
口面积 （如图１２所示）所决定的。一般窗口面积
越小越好，最初Ｇａｂｏｒ选取高斯函数作为窗口函数

ｇ（ｔ）＝ １
２槡πａ
ｅ－ｔ

２／（２ａ２） （１４）

我们知道这是最佳的窗口函数，因为它具有最小的
窗口面积。

一旦选定窗口函数ｇ（ｔ），时频窗口的时宽和频宽不变，则窗口的形状及其面积就确定
了，那么时频分辨率就固定不变。若要改变分辨率，则必须重新选择窗口函数。另外，根据

Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ原理 （又称测不准原理），信号的时宽和频宽 （也即时间分辨率和频率分辨率）
是一对矛盾的量，不可能同时得到任意高的时间分辨率和频率分辨率。由于频率与周期成反
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比，高频信号需要窄的时间窗，低频信号需要宽的时间窗，即时频窗口的大小应随频率而
变：对于快变信号，或瞬态信号，也即高频成分的分析，适宜于采用短时窗口，放宽频率窗
口；对于慢变信号，也即低频成分信号，必须选用长时窗口，缩小频域窗口。ＳＦＴ解决不
了这个问题。２０世纪８０年代初法国油气工程师 Ｍｏｒｌｅｔ在研究地震波的局部性质时，创造
性提出了小波分析［２～５］，它就能成功地解决上述问题。
小波分析是一种窗口大小固定但形状可变 （时宽和频宽可变）的时频局部化分析方法，

它具有自适应的时频窗口：高频段时，频域窗口增大，时间窗口减小；低频段时，时间窗口
增大，而频率窗口减小。小波分析的关键在于引入了满足一定条件的基本小波函数ψ（ｔ）以
代替Ｆｏｕｒｉｅｒ变换中的基函数ｅ－ｉωｔ。ψ（ｔ）经伸缩和平移得到一族函数

ψａ，ｂ（ｔ）＝｜ａ｜－１
／２ψ
ｔ－ｂ（ ）ａ ａ，ｂ∈Ｒ，ａ≠０ （１５）

式中，ψａ，ｂ称分析小波或连续小波；ａ为尺度 （伸缩）因子，ｂ为时间 （平移）因子。
对于ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ），连续小波变换（ｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ———ＷＴ）为

Ｗｆ（ａ，ｂ）＝｜ａ｜－１／２∫
∞

ｔ＝－∞
ｆ（ｔ）ψ

ｔ－ｂ（ ）ａ ｄｔ （１６）

式中，Ｗｆ（ａ，ｂ）为ｆ（ｔ）在相平面 （ａ，ｂ）处的小波变换系数。
从式 （１６）可知小波分析的原理：当ａ减小时，ψａ，ｂ（ｔ）的时域波形在时间轴方向上收

缩，分析信号的细节，得到信号的高频信息；当ａ增大时，ψａ，ｂ（ｔ）的时域波形在时间轴方
向上展宽，分析信号的概貌，获得信号的低频信息。也就是说，通过调整ａ的大小，改变时
频窗口的时宽和频宽，从而实现了信号时频局部不同分辨率的分析。如图１３所示，用大尺
度ａ２，对应宽时窗口Ｔ２，分析信号的轮廓——— “看见森林”；用小尺度ａ１，对应短时窗口

Ｔ１，分析信号的细节——— “观察树木”。

图１３　信号小波分析的原理

１９８０年 Ｍｏｒｌｅｔ提出小波变换概念［６］之后，用于实际工程中效果很好，但在数学上不严

密。１９８４年他求助于理论物理学家Ｇｒｏｓｓｍａｎ和数学家 Ｍｅｙｅｒ等人，寻求这种新技术的理
论严密性的支持［７］。在深入分析新变换中基函数所应当具备的性质 （能量有限性、容许性
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条件、时频局域化特征、伸缩与平移不变性）后，他们共同提出连续小波变换的几何体系。

１９８５年 Ｍｅｙｅｒ创造性构造了规范正交基，提出了多分辨率概念和框架理论。１９８６年Ｂａｔｔｌｅ
和Ｌｅｍａｒｉｅ又分别独立地给出了具有指数衰减的小波函数；随后 Ｍａｌｌａｔ创造性地发展了多
分辨分析概念和理论并提出了快速小波变换算法———Ｍａｌｌａｔ金字塔算法［８］。１９８８年Ｄａｕ
ｂｅｃｈｉｅｓ构造了具有有限紧支集的正交小波基［９］，１９９０年Ｃｈｕｉ和王建忠构造了基于样条函
数的正交小波［１０］。至此，小波分析的系统理论得以建立。
小波分析［２～５］是一调和分析方法，是Ｆｏｕｒｉｅｒ分析发展史上的一个里程碑式的进展，被

人们誉为数学 “显微镜”。小波分析一面世，就在科学技术界引起一场轩然大波并成蔓延之
势。目前，小波分析在信号处理、图像压缩、语音编码、模式识别、地震勘探、大气科学以
及许多非线性科学领域内取得了大量的研究成果［５，１１，１２］。１９９６年文献 ［１３］以二次样条函
数作为小波基，采用 Ｍａｌｌａｔ算法对地震信号进行分解和重构；利用小波变换良好的时频局
部化特性，能够较准确地检测出信号的奇异性及其出现位置。１９９７年文献 ［１４］介绍了调
频高斯小波并用于心电图信号处理中，研究表明它能正确识别正常与不正常心电图。１９９８
年文献 ［１５］应用Ｄａｕｂｅｃｈｉｓ小波采用二进尺度小波变换的 Ｍａｌｌａｔ算法提取局部放电信号，
数值仿真研究表明这种途径是可行的。１９９５年文献 ［１６］用小波网络模型对具有混沌特征
的时间序列进行了短期和长期预测，并获得了成功。１９９７年文献 ［１７］用小波变换法将太
阳黑子数分解成１个尺度系数和５个残差系数，然后用动态反馈神经网络分别对它们进行拟
合与预报，最后进行累加，计算结果表明，这种方式是有效的。同年文献 ［１８］基于文献
［１７］的原理对财政数据进行了预报研究。鉴于篇幅，不再列举小波分析在各非线性科学领
域内的研究成果，有兴趣的读者可参考相关文献。
小波分析之所以广泛得到应用，在于：时域和频域同时具有良好的局部性质；能将信号

分解成交织在一起的多尺度成分，并对各种不同尺度成分采用相应粗细的时域取同样步长，
从而能够不断地聚集到所研究对象的任意微小细节，同时在数学上具有严格意义上的突变点
诊断能力。
水文学问题的研究，需要引入新理论、新方法。将小波分析引入水文学应用研究中，并

与现代各种理论和方法结合，从多方面揭示水文系统的变化规律，从而为水资源合理开发、
利用和有效配置提供更多的依据。另一方面，小波分析与水文学结合，不但拓宽了其应用范
围，而且还推动了小波理论本身的发展。

１３　小波分析在水文学中的应用研究

水文时间序列是一个观测到的样本，呈现各种各样的变化特性。小波分析具有多分辨率
功能，非常适合于分析水文时间序列。小波分析可以深刻揭露各种水文时间序列的变化特
性，如突变、趋势等；通过小波分析的多分辨率功能，可以揭示水文系统的多时间尺度特
性；通过小波分析建立合适的小波组合模型可用于水文系统预测预报；通过小波的分解和重
构可以随机模拟水文系统以用于水文水资源分析和计算等。
随着小波理论的形成和发展，它的优势逐渐引起许多水科学工作者的重视并引入水文学

科中。从１９９３年Ｋｕｍａｒ和ＦｏｕｆｏｕｌａｒＧｅｇｉｏｕｓ［１９］将 ＷＴ介绍到水文学中以来，ＷＴ在水文
学中已取得了一定研究成果，主要表现在水文系统多时间尺度分析、水文时间序列变化特性
分析、水文系统预测预报和水文系统随机模拟等方面。
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１３１　小波分析在水文系统多时间尺度分析中的应用
所谓多时间尺度，指系统变化并不存在真正意义上的周期性，而是时而以这种周期变

化，时而以另一种周期变化，并且同一时段中又包含各种时间尺度的周期变化。多时间尺度
的研究，将为水文系统分析、预测提供重要依据。目前水文系统多时间尺度分析已开展了一
定的研究工作。

１９９３年，文献 ［１９］在评述 ＷＴ基础上，运用正交小波 （Ｈａａｒ小波）变换研究了空间
降水的尺度和振荡特征。研究表明空间降水存在标度的自相似性和时间尺度的多种成分。

ＷＴ提供了分解二维空间非均质和各向异性降水场的一种方法。１９９６年，文献 ［２０］用小
波包理论对降水时间序列进行小波分解，识别其时间频率尺度，进而进行能量分解，为研
究降水形成机制开辟了新途径。

１９９７年文献 ［２１］根据 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换系数的模、位相和实部分析了西安市近５０年
月降水量多时间尺度结构。１９９９年文献 ［２２］利用 Ｍａｒｒ小波变换对广州前汛期降水、后汛
期降水和全年逐月降水量的多时间尺度进行了分析。发现广州年降水存在２８年、７年、２年
左右的主要周期；前汛期降水存在２５年、２年左右的主要周期；后汛期降水存在２３年、９
年、２年左右的主要周期。

１９９９年文献 ［２３］通过 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换法分析了华北地区的水资源各分量的时间频率
的多层次结构和突变特征。同年文献 ［２４］将 ＷＴ引入随机水文过程研究领域，根据水文
现象的物理成因，对水文序列进行小波变换，借以测定水文序列隐含的近似周期。２０００年
文献 ［２５］用小波变换法分析了中国东北地区夏季降水异常情况。文献 ［２６］用 Ｍｏｒｌｅｔ小
波变换法分析了河南省近５０年来月降水量距平序列的多时间尺度结构，对其旱、涝时频变
化特征进行了初步研究。２０００年文献 ［２７］用 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换分析了北京近百年的气
候变化。

２００１年文献 ［２８］利用小波变换对降水量时间序列的多时间尺度变化及突变特征进行
了探讨。小波变换不仅能将降水量时间序列的频率特征在时间域上展现出来，清晰地给出各
种时间尺度的强弱和分布情况以及旱涝变化趋势和突变点，而且还能分析出其主要周期。文
中以新安江流域黄山地区主汛期 （５～７月）和年降水量为例，研究表明，主汛期和年降水
的年际及年代际时间尺度在时域中分布不均匀，具有明显的局部化特征；同时分析出主汛期
降水具有８年、１９年左右的周期，年降水存在６年、１９年左右的周期；研究还表明，主汛
期降水与年降水的时间尺度变化比较接近。

２００２年文献 ［２９］以长江宜昌站近百年 （１８９０～１９８７）年平均流量过程为例，利用

Ｍａｒｒ小波和 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换，对它的多时间尺度演变特性进行了分析。不管是 Ｍａｒｒ小波
变换，还是 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换，它们详细地剖析了年平均流量序列内部的结构，可以发现其
周期变化是复杂的，长度和强弱在不同时段表现不一，即年平均流量序列是多时间尺度系
统；另外，通过小波变换系数的变化，可以考察不同时间尺度下年径流量在不同时期的丰枯
变化和突变位置。Ｆｏｕｒｉｅｒ分析无法给出水文序列的多时间尺度结构。小波分析较Ｆｏｕｒｉｅｒ
分析具有无可比拟的优势。

２００３年文献 ［３０］根据 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换研究了长江宜昌站１８７７～１９７６年年最大洪峰
流量序列多时间尺度特征和周期变化。小波变换能清晰地给出各种时间尺度的分布情况，而
且通过小波方差可分析出其主要周期为４５年、９年、１４年和３０年。

２００３年文献 ［３１］以三峡宜昌站１１１年 （１８７７～１９８７）年最大洪峰序列和金沙江屏山
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站５３年 （１９４０～１９９２）年平均流量序列为例，利用 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换时频局部化功能，将上
述水文序列的频率特征在时间域上展现出来，清晰地给出了各种周期的强弱和分布情况以及
突变点；而且还分析出其主要周期：屏山站年平均流量存在３年、４５年、８５年及１４年左
右的周期；宜昌站年最大洪峰流量存在４５年、８年、１４５年及３０５年左右的周期。由于
资料有一定的差异，计算结果与文献 ［３０］略有不同。

２００３年文献 ［３２］运用小波分析方法对黄河上中游天然径流序列进行了分析，揭示了
河川径流多时间尺度变化规律，并对径流在不同时间尺度上变化的影响因素进行了探讨。研
究结果对于认识黄河径流的变化规律、开发利用管理黄河水资源有着重要的意义。

２００４年文献 ［３３］用小波分析法对黄河青铜峡２７０多年 （１７２４～１９９７）的年径流时间
序列变化进行了多尺度分析，展示了在不同时间尺度下黄河上游年径流丰、枯变化的过程。
揭示了其年径流具有１２８年、６４年和３２年左右的周期性变化。这三个主要周期的变化，主
导着黄河上游天然年径流的变化特性。研究也表明，自１９９７年以来，黄河天然年径流变化
的大趋势是处于接近或低于其多年平均水平，并会延续若干年，这对进一步研究黄河径流演
变规律具有重要的意义。
小波分析为水文系统多时间尺度分析研究提供了强有力的工具。目前研究手段已基本

成熟。

１３２　小波分析在水文序列变化特性描述上的应用
受气候和人类活动影响，水文序列复杂多变。描述其变化特性是水文学的一个重要工

作。小波分析在水文序列变化特性描述上的应用包括两方面的内容：一是奇异性检测；二是
过程特性定量表征。
根据小波变换良好的时、频局部化特性，可以确定水文时间序列奇异性及其强弱。文献

［２１］利用小波分析给出了西安市降水序列中所包含的突变点的存在性和具体位置，如１９５２
年、１９５９年、１９６４年、１９７６年和１９８４年。文献 ［３１］基于小波分析给出了水文序列的突
变特征，如屏山站年径流在１４年时间尺度下丰、枯变化明显，丰枯突变点在１９４７年、１９５５
年、１９６１年、１９６８年、１９７５年、１９８１年和１９８８年。文献 ［３４］应用小波分析将水文时间
序列分解成不同尺度下的低频成分和高频成分，然后对低频成分进行重构，可以获得趋势变
化。文中以黄河上、中、下游四个水文站实测年径流序列为例进行了研究。文献 ［３５］从小
波分析的多分辨率角度探讨了水文序列变化的统计特征。将水文序列进行连续小波变换，得
到小波变换系数，计算出小波变换系数的动力学特征指标———分维，建立分维随尺度的变化
过程。根据分维随尺度的变化特性，探讨了水文序列的奇异性 （突变、跳跃等）变化。通过
仿真试验和实际径流资料计算分析，表明提出的方法是有意义而可行的。
径流变化复杂，其复杂性的定量描述是需要研究的重要内容。随着小波理论的出现，小

波分析法在过程变化特性定量表征上显示出巨大的优势。文献 ［３６］基于 Ｍａｌｌａｔ算法给出
了表征水文过程变化特征的信息量系数，同时与不均匀系数、分维数进行了比较。以长江流
域宜昌站和屏山站年、月平均流量过程和汛期日流量过程为例，研究表明，信息量系数从频
率能量分布出发刻画过程变化的复杂程度：水文过程越复杂，信息量系数越大；水文过程越
简单，信息量系数越小。
文献 ［３７］提出了基于 Ｍａｌｌａｔ小波变换的 Ｈｕｒｓｔ系数估计方法，估计量是半参数无偏

的；文中应用的是Ｄａｂｅｃｈｉｅｓ４小波。以中国５条河流洪峰流量资料为例进行了研究，表明
借助小波分析可揭示水文序列的长持续性结构。
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文献 ［３８］提出了基于连续小波变换的水文时间序列分维数的估计方法，将该法运用于
黄河流域兰州、河口镇、三门峡、青铜峡、利津和花园口６个水文站年径流的分维计算，同
时与Ｒ／Ｓ法估计值进行了对比。如兰州站年径流的分维值为１２７７，花园口站年径流的分维
值为１１９８。研究表明，建议的基于连续小波变换的分维估计法是可行的。
文献 ［９６］提出了基于 Ｍａｌｌａｔ小波变换的水文时间序列分维数的估计方法，探讨了分

维小波估计法的稳定性和影响因素。以长江、黄河年、月、日径流资料为例，运用小波方法
估计出了其对应的分维值。文中指出，在水文时间序列分维估计时宜采用 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ４、

Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ５、Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ６为基小波。研究表明该法是可行而有效的。
文献 ［４０］提出了基于小波消噪的符号动力学研究径流变化复杂度的途径。首先对径流

序列进行小波消噪，然后运用ＬｅｍｐｅｌＺｉｖ算法计算其复杂度，最后以长江、黄河流域为例
定量计算了径流的复杂性。该文为研究水文系统的复杂性提供了新的工具。研究表明：①黄
河流域径流变化比长江流域要复杂；②黄河流域径流的平均复杂度为８３，且从上游到下游
的复杂性变化趋势不明显；③从时间纵向看，黄河径流变化的复杂性并未发生显著的变化。
最近，作者将小波分析用于水文系统混沌性识别研究工作。包括两个方面的内容：一是

先消除水文序列的噪声，再进行混沌性识别；二是在假定混沌性存在前提下，探讨水文水资
源序列在小波变换后，不同尺度下的小波变换系数的关联维数是否发生改变。
上述研究表明，小波分析在水文序列变化特性描述上具有独特的优势。我们的尝试工作

是成功的。

１３３　小波分析在水文系统预测预报中的应用
近十多年来，出现了许多新理论、新方法，并在水文系统预测预报中得到了广泛应用研

究。将它们相互耦合构建模型，将是现代水文预测的发展方向。小波分析与分形、混沌、人
工神经网络、随机理论结合，不失为一种有效途径。

１９９８年文献 ［４１］基于小波分析、混沌和人工神经网络构造了混沌小波网络模型，用
该模型对金沙江屏山站汛期日流量序列进行了长期预测，文中还与多元线性回归模型作了比
较，研究表明混沌小波网络模型是优越的。

１９９９年文献 ［４２］将人工神经网络与小波耦合，提出了基于小波变换序列的人工神经
网络组合预测模型：首先对水文序列实行 ＡＴｒｏｕｓ小波变换；再利用人工神经网络对小波
变换系数进行多尺度组合预测；最后对预测分过程重构即得原始水文序列预测。文中对宜昌
站年平均流量作了研究，表明预测效果理想。同年文献 ［４３］将小波分析与混沌耦合建立了
不同时间尺度的气候预测模型，并对滇中月降水距平值在月、季、年三种尺度上进行了
预测。

２０００年文献 ［４４］基于人工神经网络与小波的优点提出了多步预测的小波神经网络模
型并应用于大气中，研究成果表明，建议模型对历史样本具有很好的拟合效果，独立样本的
预测结果也令人满意。
文献 ［３０］提出了基于小波变换序列的最近邻抽样回归组合预测模型。对水文序列施行

快速小波变换算法，分解得到小波变换序列；根据最近邻原理，对各小波变换序列分别建立
最近邻抽样回归模型；然后将预测的小波变换序列经快速小波逆变换算法重构得到原水文变
量的预测值。文中以长江宜昌站年最大洪峰流量序列为例进行了探讨。
文献 ［４５］针对日流量时间序列的非线性和多时间尺度特性，将小波分析与人工神经网

络进行耦合，提出了一种新的组合模型———小波人工神经网络组合模型：将非线性时间序列
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施行小波变换，再以小波变换系数序列作为人工神经网络的输入，原始时间序列作为人工神
经网络的输出，最后训练网络并进行预测。以长江三峡水库入库站寸滩日流量预测为例，对
该模型进行了验证。研究表明，小波人工神经网络组合模型延长了预见期，提高了预报精
度，具有广阔的应用前景。同时作者将提出的小波人工神经网络组合模型用于地下水位动态
变化的预测，取得了较好的成果［１２］。
文献 ［４６］提出了一种随机组合预测模型：利用 Ｍａｌｌａｔ算法对水文时间序列进行多尺

度分解，得到对应尺度下的概貌 （低频）分量和细节 （高频）分量；分别对概貌 （低频）分
量和细节 （高频）分量建立随机模型进行预测，预测结果的叠加即为原水文变量的预测。将
该模型用于黄河三门峡年径流预测中并与传统预测模型进行了对比分析，研究结果表明，建
议的组合模型充分利用了现有信息，预测精度高。

１３４　小波分析在水文系统随机模拟中的应用
水文系统随机模拟是水文学研究的又一项重要内容。原则上，上面的各种组合模型都可

以用于水文系统随机模拟中。所谓随机模拟，即建立反映水文序列随机变化规律的随机水文
模型，根据模型由 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ试验生成大量水文序列。小波分析能充分展示水文序列的组
成成分，可应用于水文系统随机模拟。
文献 ［４７］利用ＡＴｒｏｕｓ算法将日流量过程分解成几个小波系数序列和一个尺度系数

序列，即小波变换序列，根据水文时间序列显示的主周期 （年）将小波变换序列分解成若干
段，经无条件随机抽样，获得无数组合，再由小波逆变换得到模拟日流量过程。以金沙江屏
山站日流量为例，研究表明该途径是可行而有效的。
文献 ［４８］将小波分析与随机理论结合提出了基于小波变换的组合随机模型。以屏山站

年径流过程为例建立了基于小波变换的组合随机模型并进行随机模拟研究，模型实用性分析
表明是可行的。
将小波分析和非参数模型［１９９，２０１］结合提出了基于小波分析的非参数模型并应用于水文

系统的随机模拟中，取得了较好的成果。

１４　本书的内容

小波分析理论和方法处于发展阶段。从已有的自然科学各领域应用看，小波分析具有很
大的潜力。小波分析在水文学中的应用研究才起步［４９，５０］，本书是作者近十年来将小波分析
应用于水文学中所开展研究工作的一个总结，包括以下１０章：第１章简要介绍了小波分析
的由来、特点，较详细分析了小波分析在水文学中的应用现状；第２～４章分别较详细地介
绍了小波分析的基本理论、常用小波函数及其构造和快速小波变换算法；第５～７章分别探
讨了小波分析在水文序列滤波及消噪、水文过程复杂性分析和水文序列奇异性和趋势性分析
中的应用；第８～１０章分别介绍了小波分析在水文系统多时间尺度变化、水文系统预测和水
文系统随机模拟方面的研究成果。
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第２章　小波分析的基本理论

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换把信号分解成许多不同频率的正弦信号的叠加，没有时域信息，对于Ｆｏｕ
ｒｉｅｒ谱中的某一频率，不知道是在什么时候产生的，因而没有局部化分析功能，特别不适合
于非平稳信号的处理。窗口Ｆｏｕｒｉｅｒ变换通过窗函数处理具有时频局部化分析特点，但它的
局限性在于其局部化是一次性的，即窗函数一定，窗口的大小、形状就固定不变。对所有的
频率都使用单一的窗，不能敏感地反映出信号的突变。而实际应用中，为了精确地确定信号
中的高频现象发生的时间位置，应该使用窄时域窗；为了全面观察低频现象，应该使用宽时
域窗。因此，窗口Ｆｏｕｒｉｅｒ变换分析也无法真正满足非平稳信号的时域和频域的局部化分析
要求。Ｍｏｒｌｅｔ提出的小波分析是一种可调时频窗的分析方法，能很好地描述非平稳信号，
成功解决了时频局部化问题。实践证明，小波变换使人类的信号分析与处理真正地发生了质
的飞跃。
本章主要介绍小波分析的基本理论，包括连续小波变换、离散小波变换、二进小波变换

和多分辨分析等内容。由于水文系统研究对象一般是一维情形，因此，这里介绍的是一维小
波变换。

２１　连续小波变换

２１１　连续小波变换定义
令Ｌ２（Ｒ）表示定义在实轴上、可测的平方可积函数空间，若函数ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ）满足

∫
∞

ｔ＝－∞
ｆ（ｔ）２ ｄｔ＜ ∞ （２１）

那么，这样的函数可用来表示能量有限的连续时间信号或模拟信号。对于信号ｆ（ｔ）∈
Ｌ２（Ｒ），连续小波变换 （ｃｏｎｔｉｎｕｅｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＣＷＴ）定义为［２～５］

Ｗｆ（ａ，ｂ）＝ ａ －１／２∫
∞

ｔ＝－∞
ｆ（ｔ）ψ

ｔ－ｂ（ ）ａ ｄｔ＝ 〈ｆ（ｔ），ψａ，ｂ（ｔ）〉 （２２）

式中，Ｗｆ（ａ，ｂ）称为小波变换系数；ψ（ｔ）称为基本小波或母小波 （ｍｏｔｈｅｒｗａｖｅｌｅｔ）；

〈，〉表示内积；ａ是尺度伸缩因子，ｂ是时间平移因子；ψａ，ｂ（ｔ）是由ψ（ｔ）伸缩和平移而成
的一族函数

ψａ，ｂ（ｔ）＝ ａ －１／２ψ
ｔ－ｂ（ ）ａ

，ａ，ｂ∈Ｒ，ａ≠０ （２３）

称ψａ，ｂ（ｔ）为分析小波或连续小波。
有些工程技术人员往往直接按卷积形式定义小波变换 （如 Ｍａｌｌａｔ在有关小波变换用于

边沿检测的论文中）并应用到实际工作中。设ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ），则卷积形式的小波变换为

Ｗｃｆ（ａ，ｂ）＝ｆ（ｂ）ψａ（ｂ）＝
１
槡ａ∫

∞

ｔ＝－∞
ｆ（ｔ）ψ

ｂ－ｔ（ ）ａ ｄｔ （２４）

９



其中，ψａ（ｂ）＝
１
ａψ

ｂ（ ）ａ 。

比较式 （２２）和式 （２４），区别仅仅在于小波的形式上：一个取共轭，一个不取共轭；
一个要时间反转 （即时间对折）而另一个不反转。对于线性时不变系统，内积形式与卷积
（ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ）形式没有本质上的区别。

２１２　连续小波变换的时频分辨特性
对于母小波ψ（ｔ），其中心ｔ与有效宽度Δψ 可由下式求出

ｔ ＝∫
∞

－∞
ｔψ（ｔ）２ｄｔ

∫
∞

－∞
ψ（ｔ）２ｄｔ

，Δψ ＝
２∫

∞

－∞
（ｔ－ｔ）２ ψ（ｔ）２ｄｔ

∫
∞

－∞
ψ（ｔ）２ｄｔ

（２５）

相应地，可以求出ψａ，ｂ（ｔ）的中心与有效宽度是ｂ＋ａｔ与ａΔψ。同样可定义ψ（ｔ）的Ｆｏｕｒｉｅｒ

变换ψ^（ω）的中心ω与有效宽度Δψ^

ω ＝∫
∞

０
ω ψ^（ω）２ｄω

∫
∞

０
ψ^（ω）２ｄω

，Δψ^ ＝
２∫

∞

０
（ω－ω）２ ψ^（ω）２ｄω

∫
∞

０
ψ^（ω）２ｄω

（２６）

相应地，ψ^ａ，ｂ（ω）的中心与有效宽度分别为ω／ａ和Δψ^／ａ。那么，式 （２２）的小波变换的
时窗范围为 ［ｂ＋ａｔ－ａΔψ，ｂ＋ａｔ＋ａΔψ］，这称为 “时间局部化”，频窗范围为 ［ω／ａ－
Δψ^／ａ，ω／ａ＋Δψ^／ａ］，称为 “频率局部化”。Ｗｆ（ａ，ｂ）的时域和频域表现限制在一个 “时
间频率窗”里

［ｂ＋ａｔ－ａΔψ，ｂ＋ａｔ＋ａΔψ］×［ω／ａ－Δψ^／ａ，ω／ａ＋Δψ^／ａ］ （２７）
“时间频率窗”是自适应的，如图２１所示。图２１ （ａ）表明，ａ变大时，ψ（ｔ）在时

域变宽，而频域变窄；反之亦然。图２１ （ｂ）表明，ａ较大时，频窗中心自动地调整到比较
低的位置，同时频域窗口自动变窄，时域窗口自动变宽，这时对信号的频率定位能力较强，
频率分辨率高，时间分辨率则低，检测到的是低频信号成分；ａ变小时，频窗中心自动地调
整到比较高的位置，同时频域窗口自动变宽，时域窗口自动变窄，这时对信号的时间定位能
力越强，时域分辨率高，频域分辨率则低，检测到的是高频信号成分。

图２１　连续小波变换的时间频率窗

从图２１可以明显地看出ＣＷＴ与ＳＦＴ的不同时间频率窗特征。对于ＳＦＴ，一旦确定
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窗函数，其时间频率窗便固定不变，而ＣＷＴ的时间窗及频率窗的宽度却随ａ的取值不同
而不同。小波变换这种信号的时间频率分析方法，使它在时频两域都具有局部化功能，即
多分辨分析功能，所以被誉为分析信号的 “显微镜”。
从上面分析知，时间频率窗的形状在改变，那么窗口的面积是否发生了变化呢？窗口

的面积为

时间频率窗的时宽×频宽＝２ａΔψ×
２Δψ^
ａ ＝４ΔψΔψ^

可见面积与ａ，ｂ无关，而仅仅取决于母小波函数。据测不准原理可知，时域窗和频域窗不
能同时任意窄。对于给定的小波函数，小波分析也只能以一种分辨率的降低换取另一种分辨
率的提高。

２１３　连续小波变换的性质
连续小波变换是线性变换，具有以下几个方面的性质。
（１）叠加性 （线性性）
如果ｆ１（ｔ）的ＣＷＴ是Ｗｆ１（ａ，ｂ），ｆ２（ｔ）的ＣＷＴ是Ｗｆ２（ａ，ｂ），则ｆ（ｔ）＝ｋ１ｆ１（ｔ）＋

ｋ２ｆ２（ｔ）的ＣＷＴ为ｋ１Ｗｆ１（ａ，ｂ）＋ｋ２Ｗｆ２（ａ，ｂ）。
（２）平移不变性
若ｆ（ｔ）的ＣＷＴ是Ｗｆ（ａ，ｂ），则ｆ（ｔ－τ）的ＣＷＴ是Ｗｆ（ａ，ｂ－τ）。所谓平移不变性，

指信号延迟多少时间，其小波变换也在时间轴上延迟多少。
（３）伸缩共变性 （尺度转换性）

若ｆ（ｔ）的ＣＷＴ是Ｗｆ（ａ，ｂ），则ｆ（ｃｔ）的ＣＷＴ是Ｗｆ（ｃａ，ｃｂ）／槡ｃ。该性质表明，当信
号ｆ（ｔ）作某一倍数伸缩变换时，其ＣＷＴ将在时间ｂ轴、尺度ａ轴上同时作相同倍数的伸
缩变换，但不发生失真变形。这是使小波变换成为数学 “显微镜”的重要依据。

（４）自相似性与冗余性
由于ψａ，ｂ（ｔ）是同一基小波ψ（ｔ）经过伸缩和时间平移获得的，而ＣＷＴ又具有平移不变

性和伸缩共变性，所以在不同的 （ａ，ｂ）点的ＣＷＴ具有自相似性，或者说具有一定程度的
自相关性，特别是靠得近的两点的相似性更大。
本质上，连续小波变换是将一维信号等距映射到二维的时间尺度 （ａ，ｂ）相平面上，其

自由度明显增大，从而使得小波变换中存在信息表述的冗余度 （ｒｅｄｕｎｄａｎｃｙ）。冗余性事实
上也是自相似性的直接反映。

（５）内积定理 （Ｍｏｙａｌ定理）
用基本小波分别对信号ｆ１（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ），ｆ２（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ）作连续小波变换，即Ｗｆ１（ａ，ｂ）＝

〈ｆ１（ｔ），ψａ，ｂ（ｔ）〉，Ｗｆ２（ａ，ｂ）＝〈ｆ２（ｔ），ψａ，ｂ（ｔ）〉，则有

〈Ｗｆ１（ａ，ｂ），Ｗｆ２（ａ，ｂ）〉＝ｃ〈ｆ１（ｔ），ｆ２（ｔ）〉 （２８）

　　式中，ｃ＝∫
∞

０

｜ψ^（ω）｜２
ω

ｄω。通过变换，可将式 （２８）写成更具体的形式

∫
∞

０

ｄａ
ａ２∫〈ｆ１（ｔ），ψａ，ｂ（ｔ）〉〈ｆ２（ｔ），ψａ，ｂ（ｔ）〉ｄｂ＝ｃ∫ｆ１（ｔ）ｆ２（ｔ）ｄｔ （２９）

这就是 Ｍｏｙａｌ定理。如果ｆ１（ｔ）＝ｆ２（ｔ）＝ｆ（ｔ），则由 Ｍｏｙａｌ定理有
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