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前    言 

当今，组合数学中的许多问题是数学中的精华,同时也是推动计算机科学与技术蓬勃发

展的原动力。组合数学的应用也涉及到自然科学和社会科学的许多领域。比如，它在计算

机科学、编码理论、通信网络、电子工程、实验设计、交通运输、社会经济学、管理科学

等领域中都有着广泛的使用价值，特别是在计算机科学中有着重要的应用。这不仅因为它

是这门学科的重要基础，更主要的原因是计算机科学的核心是算法的研究,而组合算法是算

法的重要组成部分。没有组合数学的理论基础，组合算法的深入研究和分析是不可能的。

由于以上原因，组合数学在当今世界中受到普遍的高度重视。 

由孙世新教授编著、电子科技大学出版社出版的《组合数学》目前已成为国内多所高

等院校正在使用的教材。由于教材涉及的内容广、习题多、题难做，使学生在学习这门课

程时遇到许多困难。为了使学生更好地学习组合数学，全面掌握组合数学的基本问题、基

本原理、基本方法及其应用，编写本书是十分必要的。 

本书每章由两部分组成： 
1．内容提要：简要地介绍每章的主要基础知识，包括定义、定理以及所使用的方法等。

（注意：本书中所使用的定理、公式、图和表的编号都是原教材或原参考文献中对应的定

理、公式、图和表的编号。） 
2．习题解答：对原教材每章中的习题进行了较详尽的解答和分析（由于原教材中第十

一章的所有习题都可以在该章找到答案，故本书未能给出该章的习题解答）。 
本书叙述详尽，习题由浅入深、条理清晰、层次分明。读者可通过该书对组合数学有

更深刻、更全面的认识和了解，提高分析和解决组合数学问题的能力。本书中每章的内容

提要都是对原教材中相应内容的概括和归纳，读者完全能够根据每章的内容提要把原书“由

厚变薄”。而每章中习题的解答和分析可以使读者全面而深刻地掌握组合数学中的主要内

容、基本原理和使用的方法，并能达到举一反三、纲举目张、立竿见影的效果。该书适合

于计算机专业及非数学专业的理科、工科专业的本科生、研究生作为参考书使用，也可作

为组合数学教师的教学参考用书以及工程技术人员自学的教材或参考书。 

本书的编写得到了电子科技大学计算机学院和研究生院领导的支持和鼓励，同时也得

到了编者的许多学生的支持和帮助，特别是编者的博士和硕士研究生们，他们使用过本书

原稿并指出了一些错误和缺点，并对本书的编写做了许多工作。在此一并向他们表示最衷

心、最诚挚的谢意。 

由于编者水平有限，书中难免存在不少错误和缺点，恳请读者批评指正。 

 

 

编   者 
2005 年 10 月于电子科技大学 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第一章  排列、组合与二项式定理 

一、内容提要 

加法规则  设 S 是有限集合，若 iS S⊆ （i=1，2，3，L ，m），
1

m

i
i

S S
=

=U ，且 i j≠ 时，

i jS S φ=I ，则有 

11

m m

i i
ii

S S S
==

= = ∑U                            （1.1） 

特别，当 m=2 时，有 

1 2 1 2S S S S S= = +U  

乘法规则  若 ( )1 2iS i m= L，， ， 为有限集，且 

( ){ }1 2 1 2 1 2m m i iS S S S a a a a S i m= × × × = ∈ =L L L， ， ， ， ，， ， ，则有 

1 2
1

| | | | | |
m

m i
i

S S S S S
=

= × × × = ∏L                  （1.2） 

特别，当 m=2 时，有 1 2 1 2| | | | | | | |S S S S S= × = ×  

定义 1.1  设 A={a1，a2，L ，an}是具有 n 个元素的集合，r 是正整数．从这 n 个不同

的元素里取 r 个按照一定的次序排列起来（r ≤ n），称为集合 A 的 r−排列．其排列数记为 P

（n，r）．换言之，A 的 r−排列为 A 的 r 有序子集． 

另外，为了处理问题的方便，我们定义 

1 0
( , )

0
n r

P n r
n r

≥ =⎧
= ⎨ <⎩

 

定理 1.1  对于正整数 n，r（ r n≤ ），有 
!( ) ( 1) ( 1)

( )!
nP n r n n n r

n r
= − − + =

−
L，          （1.3） 

推论 1  当 2n r≥ ≥ 时，有 
( ) ( 1 1)P n r nP n r= − −， ，                       （1.4） 

推论 2  当 2n r≥ ≥ 时，有 
( ) ( 1 1) ( 1 )P n r r P n r P n r= ⋅ − − + −， ， ，            （1.5） 

定义 1.2  从集合 A = {a1，a2，L ，an}的 n 个不同元素中取出 r 个元素按照某种顺序
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（如逆时针）排成一个圆圈，称这样的排列为圆排列（或称循环排列）． 

定理 1.2  集合 A=（a1，a2，L ，an）中的 r 个元素的圆排列的个数为 
( ) / !/( ( )!)P n r r n r n r= −，                   （1.6） 

定义 1.3  从重集 B ={ k1· b1，k2 · b2，L ，kn · bn} 中选取 r 个元素按照一定的顺序排

列起来，称这种 r−排列为重排列． 
定理 1.3  重集 { }1 2 nB b b b= ∞ ⋅ ∞ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∞ ⋅， ， ， 的 r−排列的个数为 nr． 

定理 1.4  重集 { }1 1 2 2 k kB n b n b n b= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅， ， ， 的全排列的个数为 

1 2

!
! ! !k

n
n n nL

 

式中
1

k

i
i

n n
=

= ∑  

定义 1.4  设 A= {a1，a2，L ，an}是具有 n 个元素的集合，r 是非负整数．从这 n 个不

同的元素里取 r 个不考虑次序组合起来（r ≤ n），称为集合 A 的 r−组合．换句话说，A 的

r−组合是 A 是 r−无序子集． ( , )
n

C n r
r

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

用 或 表示集合 A 的 r−组合的个数． 

另外，为了使用方便，我们定义： 

1 0
( )

0
n n r

C n r
r n r

≥ =⎛ ⎞ ⎧
= = ⎨⎜ ⎟ <⎝ ⎠ ⎩

，  

定理 1.5  对于 r n≤ ，有 
( ) !( )

! !( )!
n P n r nC n r
r r r n r

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

，
，                （1.7） 

推论 1                      ( ) ( )C n r C n n r= −， ，                        （1.8） 

推论 2  （Pascal 公式） 
( ) ( 1 ) ( 1 1)C n r C n r C n r= − + − −， ， ，             （1.9） 

推论 3        ( 1 1) ( 2 1) ( 1 1) ( )C n r C n r C r r C n r− − + − − + ⋅ ⋅ ⋅ + − − =， ， ， ，     （1.10） 
定理 1.6  { }1 2 nB b b b= ∞ ⋅ ∞ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∞ ⋅， ， ， 的 r−组合数为 

1
( )

n r
F n r

r
+ −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，                        （1.11） 

定理 1.7  （二项式定理）当 n 是一个正整数时，对任何 x 和 y，有 

0
( )

n
n k n k

k

n
x y x y

k
−

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                     （1.12） 

推论 1  当 n 是正整数时，对任何 x，y 均有 

0
( )

n
n k n k

k

n
x y x y

n k
−

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑  

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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0
( )

n
n n k k

k

n
x y x y

n k
−

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑  

推论 2  当 n 是正整数时，对所有的 x 有 

0 0
(1 )

n n
n k k

k k

n n
x x x

k n k= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑               （1.13） 

推论 3  当 n 是正整数时，都有 

0
2

n
n

k

n
k=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                                  （1.14） 

推论 4  当 n 是正整数时，都有 

0
( 1) 0

n
k

k

n
k=

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                              （1.15） 

定理 1.8 设α 是一个任意实数，则对于满足 1x y < 的所有 x 和 y 有 

0
( ) k k

k
x y x y

k
α αα∞

−

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                       （1.16） 

式中                    

( 1) ( 1) 0
!

1 0
0 0

a a a k k
ka

k
k

k

− − +⎧ >⎪
⎪⎛ ⎞

= =⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ <⎪

⎩

L

 

推论 1  对于 1z < 的任何 z，有 

0
(1 ) k

k
z z

k
α α∞

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                           （1.17） 

推论 2  对于 1z < 的任何 z，有 

0

11(1 ) ( 1)
(1 )

n k k
n

k

n k
z z

kz

∞
−

=

+ −⎛ ⎞
+ = = − ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∑         （1.18） 

推论 3  当 1z < 时，有 

0

1 ( 1)
1

k k

k
z

z

∞

=

= −
+ ∑                            （1.19） 

推论 4  当 1z < 时，有 

0

1
1

k

k
z

z

∞

=

=
− ∑                                （1.20） 

推论 5  当 1z < 时，有 
1

2 1
1

2 2( 1)1 1
12

k
k

k
k

k
z z

kk

−∞

−
=

−⎛ ⎞−
+ = + ⎜ ⎟−⋅ ⎝ ⎠

∑                （1.21） 

推论 6  当 1rz− < ，即 1z r< 时，有 



组合数学习题解答 

 ·4· 

0

1
(1 ) n k k

k

n k
rz r z

k

∞
−

=

+ −⎛ ⎞
− = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                  （1.22） 

组合恒等式 

恒等式 1  对于正整数 n 和 k，有 
1
1

n nn
k kk

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                             （1.23） 

恒等式 2  对于正整数 n，有 

1

1
2

n
n

k

n
k n

k
−

=

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                            （1.24） 

恒等式 3  对于正整数 n，有 

0
(

n

k =
∑ 1) 0k n

k
k

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
                          （1.25） 

恒等式 4  对于正整数 n，有 

2

0

n

k
k

=
∑ 2( 1)2nn

n n
k

−⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
                      （1.26） 

恒等式 5  对于正整数 n，有 

0
(

n

k =

−∑ 1 21) 0k n
k

k
− ⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

                        （1.27） 

恒等式 6  对于正整数 n，有 
1

0

1 2 1
1 1

nn

k

n
kk n

+

=

⎛ ⎞ −
=⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑                         （1.28） 

恒等式 7  对于正整数 n，m 和 p，p ≤ min{m，n}，有 

0

p

k

n m m n
k p k p=

+⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑                       （1.29） 

恒等式 8  对于正整数 m，n 有 

0

m

k

n m m n
k k m=

+⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑                         （1.30） 

恒等式 9  对于任何正整数 n，有 
2

0

2n

k

n n
k n=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑                              （1.31） 

恒等式 10  对于非负整数 p，q，n，有 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛p

k k
p

0

q n k n n
k p q p q

+⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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恒等式 11  对于非负整数 p，q，n，有 

0

p

k

p
k=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
q n p q k n p n q
k p q p q

+ + − + +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

           （1.32） 

恒等式 12  对于非负整数 n 和 k，有 

0

1
1

n

i

i n
k k=

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑                                   （1.33） 

恒等式 13  对于所有实数α 和非负整数 k，有 

0

1k

j

j k
j k

α α

=

+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑                            （1.34） 

证明恒等式常用的方法有： 

1．数学归纳法． 

2．利用二项式系数公式，特别是 Pascal 公式． 

3．比较级数展开式中的系数（包括二项式定理和以后要讲的母函数法）． 

4．积分微分法． 

5．组合分析法． 

还有其他的一些常用方法，如有限差分法、级数变换法、多项式的有限 Taylor 展开法

等．这些方法本书未涉及，有兴趣的读者可参看 H.W.Gonld 所著的《组合恒等式》一书． 

二、习题解答 

1.1  求在 1000 和 9999 之间各位数字都不相同的奇数个数． 

解：在 1000 和 9999 之间的数都是 4 个数字的有序排列．由于题设要求所求的数字是

奇数，因此个位数字只有五种选择，即选 1，3，5，7，9．题设又要求各位数字都不相同，

即千位、百位、十位和个位上的数字各不相同．另外要求所求数字大于 1000，则说明千位

数字只能在 1，2，3，L ，9 中选取．具体步骤如下： 

① 先从 1，3，5，7，9 中选出一位作为个位数字，共有 5 种选法； 

② 再从 1，2，L ，9 中除去①中选得的数字后选一个数作为千位数字，共有 8 种选法； 

③ 再从 0，1，2，L ，9 中除去①、②中选得的数字后选一个数作为百位数字，共有

8 种选法； 

④ 最后从 0，1，2，L ，9 中除去①、②、③中选得的数字后选一个数作为十位数字，

共有 7 种选法； 

因为每选一个符合题设条件的四位数需要经历以上四步，所以由乘法规则知，各位数

字都不一样的奇数共有： 

5 8 8 7× × × =2240 个 
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1.2  求在 1000 和 9999 之间各位数字都不相同，而且由奇数构成的整数个数． 

解：由奇数构成的 4 位数只能是由 1，3，5，7，9 这 5 个数字构成，由于这 5 个数字

中没有包括数字 0，所以不用考虑 0 排在千位时的特殊情况．题设又要求各位数字都不相

同，因此这是一个从 5 个不同元素中选 4 个的排列，可得 

P（5，4） 5!
(5 4)!

= =
−

120 

1.3  洗一副扑克牌 52 张有多少种方法？ 

解：由于扑克牌每一张都不相同，洗一副扑克牌相当于问有 52 个空位，将 52 张扑克

牌放入 52 个空位中的排法，所以此题是典型的全排列问题，由全排列公式可得洗一副扑克

牌有 52！种方法． 

1.4  10 个人坐在一排看戏有多少种就坐方式？如果其中有两人不愿坐在一起，又有多

少种就坐方式？ 

解：这显然是一个 10 个人的全排列问题，故共有 10！种就坐方式．如果两个人坐在

一起，则可假定把这两个人捆绑在一起，于是问题就变成 9 个人的全排列，共有 9！种就

坐方式．而这两个人相捆绑的方式又有 2 种（甲在乙的左面或甲在乙的右面），故两人坐在

一起的方式数共有 2×9！，于是两人不坐在一起的方式共有 10! − 2×9！． 

1.5  10 个人围圆桌而坐，其中两人不愿坐在一起，问有多少种就坐方式？ 

解：首先，这是一个圆排列问题，不考虑特殊情况，10 个人围圆桌就坐共有
10!
10

种方

式．当两人必须坐在一起时，可看作一个共同体参加圆排列，即此时为 9 个人参加圆排列，

有
9!
9
种方式，又由于两个人坐在一起的时候位置可以互换，所以两人坐在一起的方式数为

2× 9!
9
，故两人不坐在一起的方式数为： 

10! 9!2 9! 2 8!
10 9

− × = − ×  

1.6  6 男 6 女围圆桌交替就坐有多少种就坐方式？ 

解：先将 6 个男的围圆桌而坐，其就坐方式为
6!
6
种，然后加入一个女的有 6 种方式，

再加第 2 个女的就有 5 种方式，加入第 3 个女的就有 4 种方式……加入第 6 个女的只有 1

种方式，故由乘法规则知，其就坐方式共有： 
6! 6 5 4 3 2 1 6! 5!
6

× × × × × × = ×  

1.7  由 1，2，3，4，5 这五个数字能组成多少个没有重复数字，不能被 5 整除，且比

20 000 大的五位数？ 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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解： 

方法一： 

① 先考虑这五个数字能组成的没有重复且比 20 000 大的五位数．因为要比 20 000 大，

所以万位上只能由 2，3，4，5 这四个数字之一组成，即万位上的数字有 4 种选择方式，确

定了万位后，可知，千位上有 4 种选择方式，百位上有 3 种选择方式，十位上有 2 种选择

方式，个位上有 1 种选择方式，由乘法规则可得，共有 4 4 3 2 1× × × × =96（个） 

② 在①中加入限制条件“能被 5 整除”，此时个位只能选 5，万位上的数字要大于 1，

所以万位上有 3 种选择方式，千位上有 3 种选择方式，百位上有 2 种选择方式，十位上有

1 种选择方式，由乘法规则可得，共有3 3 2 1× × × =18（个） 

③ 题设中是求不能被 5 整除的数，只需用①中所求的个数减去②中所求的个数，即 
96 18 78− = （个） 

方法二： 

因为要组成的五位数既不能被 5 整除，且比 20 000 大，因此个位上只能取 1，2，3，4

这四个数字，万位上只能取 2，3，4，5 这四个数字，这样的五位数分为两种情况： 

① 个位上取数字 1．此时个位上的数字只有 1 种选法，万位上可取 2，3，4，5 这四

个数字，有 4 种选择方式，千位上有 3 种选择方式，百位上有 2 种选择方式，十位上有 1

种选择方式，由乘法规则可得，共有 4 3 2 1 1× × × × =24（个）． 

② 个位上取 2，3，4 这三个数字之一．此时个位上的数字有 3 种选法，万位上可取 2，

3，4 这三个数字中剩下的两个数字或者数字 5，有 3 种选择方式，千位上有 3 种选择方式，

百位上有 2 种选择方式，十位上有 1 种选择方式，由乘法规则可得，共有 
3 3 3 2 1× × × × =54（个） 

故这样的 5 位数共有 
24+54=78（个） 

1.8  证明： 

a．
1n nn

r rn r
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

证明：原式左端=
( ) ( )

1! ( 1)!
! ! ! 1 !

n nn n n n
r rr n r n r r n r n r

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= = ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=右端 

b．
2 2

11
n nn

n nn
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

证明：原式左端=
( )

2 22 ! (2 )!
11 1 ! ! ( 1)! 1 !

n nn n n n
n nn n n n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=右端 

c． ( )1
1

1
n n

n r
r r
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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证明： 

( ) ( ) ( )
1 ( 1)! ! !( 1)

! 1 ! ! 1 ! ( 1)! 1 !

( 1)
1

n n n nn n r
r r n r r n r r n r

n
r

r

−⎛ ⎞ −
= ⋅ = = + ⋅⎜ ⎟ − − − − + − −⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + ⋅ =⎜ ⎟+⎝ ⎠

原式左端=

右端

 

1.9  在 1～10 000 000 000 之间的 100 亿个数中，有多少个数含有数字 1？又有多少个

数不含有数字 1？ 

解：先求不含有数字 1 的个数，在 0 和 9 999 999 999 之间的 100 亿个数中，不含有数

字 1 的个数，实际上就是重集{ }0 2 3 9∞ ⋅ ∞ ⋅ ∞ ⋅ ∞ ⋅L， ， ， ， 的 10 − 排列的个数，故有 910 个数

不含有数字 1，于是在 1～10 000 000 000 之间的一百亿个数中有 109 1− 个数不含有数字 1，

因此有（1010−1）−（910−1）=1010− 910个数含有数字 1． 

注意：排除 0 

1.10  在 1000～9999 之间的整数，有多少个整数仅包含数字 3 一次？有多少个整数不

包含数字 3？又有多少个整数仅包含 3 个 7？ 

解：① 仅包含 3 一次，分两种情况． 

a．千位为 3，由于仅包含 3 一次，百位、十位和个位可任取非 3 数字，故在重集

B={ }0 1 2 4 5 9∞ ⋅ ∞ ⋅ ∞ ⋅ ∞ ⋅ ∞ ⋅ ∞ ⋅L， ， ， ， ， ， 中，取 3 个数字的排列，其重排列数为 310 1−（ ）个． 

b．千位非 3 且非 0，即在数字 1，2，4，5，6，7，8，9 中选取一个作为千位，其选

法有
8
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

种，此时百位，十位和个位有且仅有一个是 3，这时符合题意的数有 3 210 1× −（ ），

由乘法规则有 
8
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

23 (10 1)× × −  

由于 a 和 b 两种情况互不相容，故由加法规则有 

3 2 3
9 8 9 2673

1
⎛ ⎞

+ × × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

（个） 

② 根据题设可知所求整数不包含数字 3，则千位只能在 1，2，4，5，6，7，8，9 中

选取一个，共有 8 种方式，又因为所求整数各位允许数字重复，则百位、十位和个位可以

分别在 0，1，2，4，5，6，7，8，9 中选取一个，由乘法规则得这样的整数共有 

8× 93=5832（个） 

③ 分千位非 7（非 0）与千位是 7 两种情况，可得答案为 

( )3
8 10 1 35

2
⎛ ⎞

+ × − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

（个） 

1.11  单词“MISSISSIPPI”中的字母有多少种不同的排列方法？如果两个 S 不相邻，

又有多少种排列方法？ 
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解：① 这可以看作是重集 B={ }1 4 4 2M S I P⋅ ⋅ ⋅ ⋅， ， ， 的一个全排列，故不同的排列数为： 
11! 34650

1!2!4!4!
= （种） 

② 由于两个 S 不相邻，则先把 4 个 S 从重集 B 中去掉，再将剩余 7 个字母进行排列，

这样的排列共有
7!

2!4!
个，对于每个这样的排列有 8 个空位置，如：_M_I_I_I_P_P_I_ 

再把 4 个 S 嵌入 8 个空位置中，这样的嵌入共有
8
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

种，由乘法规则可得符合题意的

排列共有 
87! 7350
42!4!

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
（种） 

1.12  空间中有 30 个点，这 30 个点中无四个点共面，问它们能确定多少个三角形？

能确定多少个四面体？ 

解：由题设可知这 30 个点中无四个点共面，则这 30 个点中也无三点共线．因为如果

有三点共线了，再加上任意一点，四点就共面了，这显然与题设矛盾．既然无三点共线，

说明任意三点都能组成三角形；无四点共面，说明任意四点都能组成四面体，所以三角形

的个数为 C（30，3），四面体的个数为 C（30，4）． 

1.13  求方程 X 1 +X2 +L +X n= r 的正数解的个数． 

解： 

方法一： 

由原教材（参考文献［1］，以后皆用原教材表示）第一章第三节例 8 知 
X1 +X2+L +Xn = r                       （1） 

的非负整数解的个数为
1n r

r
+ −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

在式（1）中，若令 Yi=Xi+1，i=1，2，L ，n，则（1）变为： 
y1+y2+L +yn=n+r                         （2） 

则式（2）的正数解的个数等于（1）的非负整数解的个数，故（2）的正整数解的个数

为： 

1 1
1

n r n r
r n

+ − + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

设 k=n+r，则 
1 1

1 1
n r k

n n
+ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

即 y1+y2+L +yn=k 的正整数解的个数为
1
1

k
n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠
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故式（1）的正整数解的个数为
1
1

r
n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

． 

方法二：本问题相当于要把 r 个苹果分成 n 堆，要求每堆都不空，求不同的分法数目． 

我们这样考虑：把 r 个苹果排成一排，它们之间有 r−1 个空隙，在其中选择 n−1 个并

放入隔板，这样就有
1
1

r
n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

个放法，即原方程有
1
1

r
n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

个解． 

1.14  求 1～10 000 中，有多少整数，它的数字之和等于 5？又有多少数字之和小于 5

的整数？ 

解：在 1～9999 中考虑，不是 4 位数的整数前面补足 0，例如 235 写成 0235，则问题

就变为求：x1+x2+x3+x4=5 的非负整数解的个数，故有 

F（4，5）
4 5 1

5
+ −⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

56 

对第二个问题，分为求： 

x1+x2+x3+x4=4 的非负整数解，其个数为 F（4，4）=35 

x1+x2+x3+x4=3 的非负整数解，其个数为 F（4，3）=20 

x1+x2+x3+x4=2 的非负整数解，其个数为 F（4，2）=10 

x1+x2+x3+x4=1 的非负整数解，其个数为 F（4，1）=4 

将它们相加即得， 
F（4，4）+F（4，3）+F（4，2）+F（4，1）=69 

由于 10 000 不是 4 位数，但也满足数字之和小于 5。因此共有 70 个数字之和小于 5

的整数。 

1.15  有多少种方法把字母 a，a，a，a，a，b，c，d，e 排列成无两 a 相邻？ 

解：若要两个 a 不相邻，必须将 4 个字母 b，c，d，e 放在 5 个 a 之间，相当于 5 个 a
排成一排，每两个相邻的 a 之间用一个方框隔开，即排成 a a a a a ，再将 4 个字母

b，c，d，e 放入 4 个方框中的方法，这是 4 个元素的全排列问题，于是这样的放法共有 4！

种． 

1.16  从整数 1，2，L ，1000 中选取三个数，使得它们的和是 4 的倍数，求这样的选

法有多少种？ 

解：设集合 A={1，2，3，L ，1000}，把这 1000 个数按模 4 的余数分成四个子集合，

其中 
Ai={x|x=i（mod 4）}i=1，2，3，4 

显然这 4 个集合各有 250 个数． 

设在 A 中所取的三个数为 a1，a2，a3，那么这种选取是无序的，且满足 a1+a2+a3=0
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（mod4），我们将选法分为五类： 

① a1，a2，a3 选自同一集合 A4，这样的选法共有 

N1=C（250，3） 

② a1，a2，a3 选自集合 A1，A2，并且在 A1 中选取 2 个，在 A2中选取 1 个，这样的选

法共有 

N2= C（250，2）×C（250，1） 

③ a1，a2，a3 分别选自三个集合 A3，A4，A1 各一个，这样的选法共有 

N3=[C（250，1）]3 

④ a1，a2，a3 分别选自 A2，A4，在 A2中选 2 个，A4 中选一个，这样的选法共有 

N4=C（250，2）×C（250，1） 

⑤ a1，a2，a3 分别选自 A2，A3，在 A2中选 1 个，在 A3 中选 2 个，这样的选法共有 

N5=C（250，1）×C（250，2） 

由加法规则，满足题意的选法共有 

N= N1+N2+N3+N4+N5=C（250，3）+3×C（250，2）×C（250，1）+[C（250，1）]3 

1.17  用二项式定理展开（2x−7）7  

解：将 X=2x，Y=−7，n=7 代入二项式定理（1.12）中即得． 

1.18  在（3X−2Y）18 展开式中，X5Y13 的系数是什么？X8Y9 的系数是什么？ 

解：在二项式定理（1.12）式中，令 X=3x，Y=−2y，n=18，k=5 即得 X5Y13 的系数为

18
5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
35×213 

X8Y9 的系数是 0（ 8 9 18+ ≠Q ( )183 2X Y∴ −在 展开式中根本没有 8 9X Y 项，故 8 9X Y 的

系数是 0．） 

1.19  用组合分析的方法证明恒等式
0

2
n

n

k

n
k=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

解： 

方法一： 

我们考虑一个由 a 和 b 组成的长度为 n 的字符串，字符串每位的取值为 a 或 b 两种情

况．由乘法规则，这样的字符串共有 2 2 2 2
n

n× × × =
6 4 7 4 8

L 个． 

另一方面，这样的字符串可以看成由 a 和 b 组成的一个 n−排列，它有 k
（ 0 1 2k n= L，，， ，  ）个 a，n k− 个 b 组成，这样的排列个数就是重集 Bk= ( ){ }k a n k b⋅ − ⋅，

的n −排列数，由定理 1.4 知，这样的排列个数为 

!
!( )!

nn
kk n k

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

   0 1 2k n= L，，， ，  
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再由加法规则，这样的字符串共有
0

n

k

n
k=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ． 

综合以上两种情况有 

0
2

n
n

k

n
k=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

方法二： 

设集合 U={a1，L ，an}有 n 个元素，则这个集合中的各个元素“选取”与“不选取”

有两种状态，于是对于 a1 有 2 种选法，对于 a2也有 2 种选法……对于 an也有 2 种选法，

由乘法规则，其总数为：2×2×2×L ×2=2n． 

而等式的左端说明这所有的状态可分解为从 n 个元素中分别取 0，1，L ，n 组合的总

数为
0

n

k

n
k=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ． 

综合以上两种情况有         

0
2

n
n

R

n
k=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

1.20  用组合分析方法证明
( )2 !

2n

n
和

(3 )!
2 3n n

n
×

都是整数． 

证明：① 考虑 2n 个数的全排列． 
显然，其排列数为 (2 )!n ． 

另一方面，2n 个数的全排列可按如下步骤完成： 

在排列位置 1，2 上：从 2 n 个数中选 2 个数排列在位置 1，2 上，其排列法有 

2
2
2

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

个 

在排列位置 3，4 上：在排列位置 1，2 上确定两个数后，再从剩下的 2 n −2 个数中选

2 个数排列在位置 3，4 上，其排列法有 

2
2 1

2
n −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

（ ）
个 

L L  
在排列位置 2n−1，2n 上：在排列在位置 1，2，3，4，L ，2n−2 上确定 2n−2 个数后，

再从剩下的 2 n −（2n−2）个数中选 2 个数排列在位置 2n−1，2n 上，其排列法有 

2
2 2 2

2
n n− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

（ ）
=2

2
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由乘法规则得总的排列法有 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


