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内 容 简 介

  本书为机械电子部推荐的高等学校教材 , 是 1983 年我社出版

的《组合数学》上册的修订版. 全书共有六章: 排列与组合 , 母函数与

递推关系 , 容斥原理与鸽巢原理 , Pólya 定理 , 区组设计与编码 ,线性

规划 . 内容取舍得当 , 理论联系实际 .

本书是计算机系本科生和研究生的教学用书 ,也可作为数学专

业师生的教学参考书 .



写在“再版”前的话

转眼间“组合数学(算法与分析)”一书 (上、下册 )出版已快十

年了.一本好的科技书总是要通过使用, 修改,再使用, 再修改几个

反复才能臻于完善.出版社和作者都有出修订版的愿望. 正好在此

期间,原书上册被选作全国计算机专业的教材, 这样两者便结合起

来进行.本书问世之日, 也是再版修订完成之时.读者不难发现“再

版”中有相当数量的新增内容,有的虽材料依旧, 但已是重新改写

过的.

“组合数学”研究的问题源远流长,有的甚至于可追溯到欧拉

等著名数学家.然而它之所以成为最活跃的一数学分支, 则是近年

来受计算机科学蓬勃发展的刺激和影响. 它从计算机的科学研究

中获取了广阔的发展空间.本书是原书上册的再版, 所以它仅仅是

基础理论部分. 基础是重要的, 但毕竟不是全体. 在它的出版后松

一口气之余,剩下部分的改写便自然而然地提到日程上来了. 我计

划在新的一册“算法与复杂性分析:组合算法”一书中继续完成它.

作 者  

1991. 1. 20  
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第一章 排 列 与 组 合

§ 1 加法法则与乘法法则

1. 引论

  组合数学是一既古老而又年轻的数学分支.说它古老, 因为它

所研究的问题有的可追溯到很久很久以前.然而, 它之所以形成一

新的分支,那还是最近若干年的事, 是受到电子计算机蓬勃发展影

响的结果.

什么是“组合数学”?要给它下一个正确的定义是不容易的. 它

还在发展中,本书讨论的内容实际上是属于“组合分析”范畴.

组合分析研究的主要内容是计数和枚举. 即计算具有某种特

性的对象有多少,并进而把它完全列举出来.

“计数”在许多方面有其重大作用,比如概率论, 要计算发生具

有某种性质的事件的概率等于多少,往往首先要计算出具有该性

质的事件的数目;又如物理学家要研究物质的物理性质, 就要计算

电子被分配在不同能级的不同状态数有多少. 对于计算机科学工

作者, 计数还有其特殊的意义:计算机科学是研究算法的一门科

学,必须要对算法所需要的计算量和存储单元作出估计, 即所谓算

法的时间复杂性和空间复杂性分析, 这属于“组合算法”的研究内

容.组合分析和组合算法的关系亦如数学分析和计算方法的关系,

组合分析是组合算法的基础,即为算法与算法分析作准备.

2. 加法法则与乘法法则

加法法则与乘法法则是在计数研究中最常用也是最基本的两
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个法则.以下设事件 A 与事件 B 是不同的两类事件.

( a ) 加法法则:

设事件A 有m 种产生方式,事件 B 有 n 种产生方式,则“事件

A 或事件 B”有 m+ n 种产生方式.

例如大于零而比 10小的偶数有 4个, 即( 2, 4, 6, 8) ;大于零而

小于 10的奇数有 5 个, 即( 1, 3, 5, 7, 9) ;则大于零小于 10 的整数

有 4+ 5= 9 个,即 ( 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) . 这里事件 A 指的是大于

零小于 10 的偶数;事件 B 指的是大于零小于 10的奇数, 大于零

小于 10 的整数, 不外乎或为偶数或为奇数两种可能,即属于 A 或

属于 B.

( b) 乘法法则:

若事件A 有m 种产生方式,事件 B 有 n 种产生方式,则“事件

A 与事件 B”有 mn 种产生方式.

例 1.  设一个符号由两个字符组成, 第 1个字符有 a , b, c, d ,

e 五种方式, 第 2 个字符有 1, 2, 3 三种方式. 则根据乘法法则, 该

符号具有 5× 3= 15种方式. 即

a 1, b1, c1, d 1, e1,

a 2, b2, c2, d 2, e2,

a 3, b3, c3, d 3, e3.

例 2.  从 A 到 B 有 3 条不同的道路, 从 B 到 C 有 2 条不同

的道路,则从 A 经 B 到 C 的道路数

n = 3× 2 = 6.

图 1-1-1

  例 3.  求比 10000小的正整数中含有数字 1的数的个数.

解: 所有由{0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 9个数字组成的每一位都

·2· 第一章 排 列 与 组 合



有 9 种出现方式,根据乘法法则, 由 9 个数字组成的 4 位数个数等

于 9× 9× 9× 9= 81
2
= 6561, 其中 0000 不属于正整数.故比 10000

小不含数字 1 的 4 位正整数个数等于 6561- 1= 6560.

所以小于 10000 含有数字 1 的数的个数为 9999 - 6560 =

3439.

§ 2 排 列 与 组 合

定义: 从 n 个不同的元素中,取 r 个按次序排列, 称为从 n 中

取 r 个排列,其排列数记以 P ( n, r ) .

定义:从 n 个不同元素中, 取出 r 个而不考虑其次序时, 称为

从 n 个中取 r 个组合,其组合数记以 C( n, r ) , 或记以
n

r
.

例如从 100 个成员中选出 20人编成一小组, 不必考虑先后次

序,所以是一个组合问题, 共有 C( 100, 20)种方案. 如若考虑 100

名选手中选出 20名依顺序排成一个队. 则有考虑次序的必要, 故

是排列问题,共有 P ( 100, 20)种方案.

例.  从 A, B, C, D 中取 3个组合, 则有以下几种组合形式:

{A , B , C}, {A , B , D }, {A, C, D }, {B, C, D }. 若从 A , B, C, D 中取

3个排列,则上面所得到的 4组, 再加以排列,得

    �A BC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA,

A BD , AD B, BAD , BDA, DAB, DBA,

A CD , ADC, CAD , CDA, DAC, DCA,

BCD , BDC, CBD, CDB, D BC, D CB.

从 n 个中取 r 个排列的典型模型是把 n 个有标志的球, 取 r

个放到 r 个有区别的盒子里,每盒一个, 如下列的 r 个盒子:

供选取球数:   j( 1)   �( 2)    .⋯  r( r)

n 个 n- 1 个 n- r + 1个

·3·§ 2 排 列 与 组 合



如上图所示,第一个盒子有 n 个球可供选取, 第 2个盒子仅有

n - 1 个球可供选取, ⋯⋯, 最后一个盒子则只有 n - r + 1 个球可

供选择.根据乘法法则, 应有

P ( n, r ) = n( n - 1) ( n - 2)⋯( n - r + 1) =
n!

( n - r) !
.

( 1-2-1)

( 1-2-1)是 P ( n, r )的计算公式,当 r= n 时有

P ( n, n) = n! .

  如果球有标志,盒子是完全一样的, 而且不考虑其次序, 则是

从 n 个取 r 个的组合问题.即组合的典型问题是把 n 个有标志的

球, 取 r 个放到 r 个无区别的盒子里, 每盒一个. 自然也可以看作

是取 r 个无标志的球,放到 n 个有区别的盒子, 每盒一球的方案数

(不考虑次序) .对每一个方案再考虑盒子的排列次序, 可得 P ( n,

r )与 C( n, r )的关系:

P ( n, r ) = r! C( n, r ) ,

∴  C( n, r ) =
P ( n, r )

r!
. ( 1-2-2)

  下面举出若干例子, 通过它能熟练灵活而且正确地掌握排列

组合、加法法则及乘法法则等概念.

例 1.  有 5本日文书, 7 本英文书, 10 本中文书, ①从中取两

本不同文字的书,问有多少种方案? ②若取两本相同文字的, 又有

多少种方案? ③任取两本,不问是否相同文字, 有多少种方案?

解: ① 取两本不同文字, 可以有日英, 中日, 中英三种不同的

组合法.根据乘法法则有: �

日、英各一本的方案数= 5× 7= 35种,

中、日各一本的方案数= 10× 5= 50种,

中、英各一本的方案数= 10× 7= 70种.

依据加法法则可得:
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取两本不同文字的方案数 N 1 = 35+ 50+ 70= 155 种.

② 取两本相同文字的, 可有两本日文, 两本英文,两本中文三

种,根据加法法则得

N 2 = C( 5, 2) + C( 7, 2) + C( 10, 2)

= 10 + 21 + 45 = 76种.

  ③ 因为不问是什么文字, 相当于从 22本书中取 2 本组合, 故

有方案数为

N 3 = C( 22, 2) =
22× 21

2
= 231种.

或根据加法法则得 N 3 = N 1 + N 2 = 155+ 76= 231 种.

例 2.  从 1～300 之间任取 3 个不同的数, 使得这 3 个数的

和正好被 3 除尽,问共有几种方案?

解:  被 3除的余数不外乎 ①余 0, 即被 3除尽;②余 1;③

余 2.故 1～300的 300个数可分成 3组:

A = {1, 4, 7, ⋯, 298};

B = {2, 5, 8, ⋯, 299};

C = {3, 6, 9,⋯, 300}.

  显然, 集合 A 的数被 3除余 1, 集合 B 的数被 3除余 2,集合 C

的数被 3 除尽.

任取三个数其和正好被 3 除尽的有如下四种情况:

① 三个数同属于集合 A ,应有 C( 100, 3)种方案:

  ② 三个数同属于集合 B, 应有 C( 100, 3)种方案:

  ③ 三个数同属于集合 C, 应有 C( 100, 3)种方案:

  ④ 三个数分别属于集合 A, B, C, 根据乘法法则应有 1003 种

方案。

根据加法法则,任取三个不同的数, 它的和正好被 3 除尽的方

案数应为

N = 3C( 100, 3) + 100
3

= 3×
100× 99× 98

3× 2× 1
+ 1000000

·5·§ 2 排 列 与 组 合
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= 3× 161700 + 1000000 = 485100 + 1000000

= 1485100.

  例 3.  某车站有 1 到 6六个入口处,每个入口处每次只能进

一个人,问一小组 9个人进站的方案数有多少?

解法 1:  若把从第 1 入口处到第 6 入口处依入口顺序排列,

可得 9 个人的一种排列, 可是哪几个人从哪个入口处入口的讯息

消失了.为此相邻两个入口的人员之间加入一个标志, 当然标志是

没有区别的, 关键在于标志所在的位置. 故问题导致若 14 个元素

中有 5 个元素无区别, 9 个不相同, 求其不相同的排列数. 例如从

1—14的 14个数中任取 5个, 设为( 3, 5, 9, 11, 13) , 对应一种入口

顺序示意图:

* * ○* ○* * * ○* ○* ○*
↑ ↑ ↑ ↑ ↑
3 a5 99 �11 �13 �

其中○为标志, * * ⋯* 为 9个人的一种排列, 可见排列的前两个

人从第 1 入口处入口,第 3个人从第 2个入口处入口, ⋯.

 故进站的方案数N = 9! C( 14, 5) =
14!

5! 9!
9!

=
14!
5!

= 726485760.

  解法 2:  和解法 1 相同, 在相邻两入口处入口的人员之间加

一个标志,问题导致 14个对象的全排列中, 由于其中 5个标志是

无区别的,故其重复度为 5! .于是得:

进站的方案数  N = 14! / 5! .

  解法 3:  第 1 个人有 6种选择方案,即可从六个入口处中的

一个入口.第 2个人则有 7种选择方案, 因为他选择和第 1 个人相

同的入口处时, 还有在第 1人的前面进站还是在第 1个人的后面

进站之分.同样的道理, 第 3 个人则有 8种选择, ⋯⋯. 依此类推,
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第 9 个人有 14种选择方案. 根据乘法法则可得:

 进站的方案数 N = i6× 7× 8× 9× 10× 11

× 12× 13× 14.

  例 4.  求能除尽 1400的正整数数目( 1 除外) .

解: 1400= 23 52 7.

故除尽 1400的数应为

2l 5m 7n ,

其中 0≤l≤3, 0≤m≤2, 0≤n≤1,但排除 l= m= n= 0.

根据乘法法则可得,除尽 1400 的数的数目应为

N = ( 3 + 1)× ( 2 + 1)× ( 1 + 1) - 1

= 4× 3× 2 - 1 = 23.

  例 5.  求 5位数中至少出现一个 6,而被 3整除的数的个数.

因 k 位十进制数 p 1p 2⋯p k 被 3整除的充要条件是 p 1 + p 2 +

⋯+ p k 被 3整除, 根据这个道理分别讨论如下:

解法 1: ① 从左向右计,最后一个 6出现在第 5 位,即 p 5 = 6.

第 2, 3, 4位数可以是 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 十数字之一. 但第 1

位数不能任意, 为了保证 5 位数之和被 3 整除, p 1 只有 3 种可能.

根据乘法法则, 5 位数中最后一位是 6, 而被 3 整除的数有 3× 103

= 3000个.

② 最后一个 6出现在第 4 位, 即 p 4 = 6. 第 5 位数 p 5 只有 9

种可能;第 2, 3 位各有 10 种可能,为了保证被 3 整除,第 1 位数 p 1

有 3种方案, 根据乘法法则可得,属于这一类的 5位数有 3× 102×

9= 2700个.

③ 最后一个 6 出现在第 3位, 即 p 3 = 6.被 3 整除的数应有 3

× 10× 92 = 2430个.

④ 最后一个 6 出现在第 2 位, 被 3 整除的数应有 3× 93 =

2187个.

⑤ 第 1 位 p 1 = 6. 而被 3 整除的数应有 3× 93 = 2187个.
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根据加法法则, 5位数中至少出现一个 6 而被 3 整除的数应

有 3000+ 2700+ 2430+ 2187+ 2187= 12504 个.

解法 2: 5 位数共 90000 个,其中被 3整除的有 30000个.

30000个被 3整除的数中不出现 6 的数, 第 1 位有 1, 2, 3, 4,

5, 7, 8, 9 八种可能;第 2, 3, 4位则有九种可能;最后一位有 3种可

能.故 5位数中被 3整除而不出现 6的数应有

3× 8× 9
3

= 17496 个.

  因此 5 位数中至少出现一个 6 而被 3 整除的数应有

30000 - 17496 = 12504个.

  例 6.  求 1000! 的末尾有几个零.

1000! = 1000× 999× 998× ⋯× 3× 2× 1, 此问题在于求把

1000! 分解成素数的乘积时, 2 和 5的幂是多少? 末尾的零的个数

等于 2 和 5 的幂中较小的一个.故问题导致对从 1到 1000 的整数

中求是 2k 和 5l 型数倍数的数的个数.

不超过 1000 的正整数中是 5 的倍数的数共 200 个, 其中有

40个是 25= 52 的倍数, 40 个中又有 8 个是 53 的倍数, 8个中还有

1个是 54 的倍数.

故若乘积 1000! 分解成素数的乘积, 其中 5的幂应为 200+ 40

+ 8+ 1= 249.

不难判定其中 2 的幂必然超过 249, 故 1000! 的末尾有 249 个

零.

§ 3 一 一 对 应

“一一对应”概念在数学研究中经常见到. 组合数学在研究计

数问题时,更是常用这种办法来简化我们的计算. 比如已知事件 A

和事件 B 一一对应, 要对事件A 计数时,可改为对事件 B 计数, 假

如事件 B 的计数比 A 容易,则比较困难的事件 A 的计数从而获
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得解决.下面先举几个例子, 在以后的讨论中还将不止一次地用到

类似的办法.

例 1.  设某地的街道把城市分割成矩形方格, 每个方格叫它

做块. 某甲从家里出发上班, 向东要走过 m 块, 向北要走过 n 块.

问某甲上班的路径有多少种?

图 1-3-1

问题可化成图 1-3-1 的方

格图, 每格一单位, 求从 ( 0, 0)

点到( m, n)点的路径数.

这里所谓“路径”指的是不

允许向后退, 即不允许逆着 x ,

y 的正向走.

设从 ( 0, 0) 点开始向水平

方向前进一步为 x , 垂直方向

上升一步为 y . 于是从( 0, 0)到

( m, n)点, 水平方向要走 m步,

垂直方向要走 n 步, 总和为 m

+ n 步. 一条到达( m, n)点的路径对应一由 m 个 x , n 个 y 组成的

一个排列:

x x y⋯ x y .

m 个 x, n 个 y

反过来 m 个 x , n 个 y 的任一排列对应一条从( 0, 0)到( m, n)的路

径. 所以从( 0, 0)点到( m, n)点的路径和 m 个 x , n 个 y 的排列一

一对应,故所求的路径数为

N = C( m + n, m) .

  例 2.  Cn H 2n+ 2是碳氢化合物,随着 n 的不同有下列不同的枝

链:

这说明对应于 Cn H 2n+ 2的枝链是有 3n+ 2个顶点的一棵树, 其

中 n 个顶点与之关联的边数为 4;其它 2n+ 2个顶点是叶子. 对于
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图 1-3-2

这样结构的每一棵树,就对应有一种特定的化合物. 从而可以通过

研究具有上述性质的树找到不同的碳氢化合物 Cn H 2n+ 2 .

例 3.  在 100 名选手之间进行淘汰赛 (即一场的比赛结果,

失败者退出比赛) , 最后产生一名冠军,问要举行几场比赛?

解: �第 1轮要进行 50 场比赛,留下 50 名选手;

第 2轮要进行 25 场比赛,留下 25 名选手;

第 3轮要进行 12场比赛, 1 名选手轮空,留下 13名选手;

第 4轮要进行 6场比赛, 1名选手轮空,留下 7名选手;

第 5轮要进行 3场比赛, 1名选手轮空,留下 4位选手;

第 6轮要进行 2场比赛, 留下 2 名选手:

最后一场决赛, 产生一名冠军.
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共举行的比赛场数= 50+ 25+ 12+ 6+ 3+ 2+ 1= 99 场.其实

由 100名选手最后产生一名冠军, 要淘汰掉 99 人, 一场比赛淘汰

一名选手,两者一一对应, 故立即可得比赛场数应为 99场.

下面介绍一个图论中有名的问题, 即计算 n 个有标号的顶点

的树的数目. 即对 n 个顶点 v1 , v2 ,⋯, vn 用 n- 1条边把它们连接

起来,问有多少种方案?

定理 ( Cayley) : n 个有标号的顶点的树的数目等于 n
n- 2 .

证明: 定理的证明就是采用了一一对应的方法。

假设这 n 个顶点的标号为 1, 2, ⋯, n, T 是其中一棵树. T 的

树叶中标号最小的设为 a 1 ,其相邻点为 b1 ,移去 a1 点和边( a 1 , b1 ) ;

在剩下的 n- 1个顶点的树中再寻找标号最小的树叶, 设为 a 2 , 其

相邻的顶点设为 b2 ,移去顶点 a 2 及边( a2 , b2 ) ;⋯. 继续以上的步骤

直到剩下一条边为止. 由于树枝边数为 n - 1, 故共进行了 n - 2

次,得序列

b1 b2⋯bn- 2 .

  通过上述的规则, 树 T 对应了一 n - 2 个数的序列: b1 b2⋯

bn- 2 .这样所得序列不都是由不同的 n- 2个数组成.

反之,给了一 n- 2个数的序列

b1 b2⋯bn- 2 , ( 1)

可以找到一棵树 T 与之对应, 办法如下:从序列

1, 2, 3,⋯, n ( 2)

中找出第 1 个不在序列 ( 1)中出现的数,显然这个数就是 a 1 ,建立

边 ( a 1 , b1 ) . 从序列( 1)中消去 b1 , 从序列 ( 2)中消去 a 1 , 在余下的序

列( 1)和( 2)中继续以上的过程,直到序列( 1)空了为止.这时序列

( 2)留下两个数设为 ai, bi, 连接顶点 a i, bi便得一棵树.

这样, n 个标号顶点的树 T 和 n- 2个数 b1 , b2 , ⋯, bn - 2组成的

序列( 1)建立了一一对应关系. 根据乘法法则, 序列 ( 1) 的数目为

n
n- 2

.
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