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                  1 整数规划实例

1.1 整数规划的概念

    任何具有极大和极小目标的决策问题都可以归结为一个整数最优化间题，其中（可量化）

决策变量必须假定为非分数或离散值。一般地说，整数问题可以有约束或无约束，表示目标和

约束的函数可以是线性或非线性。在严格意义下，每个整数间题都应当被看作非线性的，因为

它的函数仅仅被定义为变量的离散值。然而，从研究整数问题解法的观点看，更有意义的分类

是忽略这种技术细节。亦即，一个整数问题被归类为线性的，在放松变量的整数限制后函数是

严格线性的。否则，问题是非线性的。以后将看出这种分类是研究整数问题解法的重要基础。

其实，这个领域的多数研究集中在线性问题，本质上是由于它相对容易些。

    上述意义下的整数最优化不是一个新的数学题目，但直到20世纪40年代末及50年代初

运筹学广泛应用之前，多数被研究的问题基本上是纯数学的。例如n个平面将三维空间分成

最多块数的问题，及平面地图着色使之用最少颜色区分任何两个具有公共边界段区域的问题。

可惜，不像连续数学那样，很少有整数最优化的统一理论产生，而只是研究一些特殊情况。

    整数最优化对解决实际间题的重要性逐渐在运筹学领域令人信服地显示出来。然后，研

究人员和专家都认识到求解若干或全部决策变量为整数的规划模型的必要。虽然各种应用领

域的若干重要问题形成过整数模型，但第一个求解线性整数间题的有限整数规划技术是1958

年由Gomory研究出来的。从此以后，其他算法被陆续研究出来。

1.1.1 整数规划的数学定义

    一般的整数规划可定义为：

              max(or min) z＝Ko(xl，x2,⋯，x�）
                                                    （芯〔飞

              S. t.   PI(XI,X2}⋯，x.) 1二fib;, i E M-̀-11, 2,⋯，m｝

                                          L> >

                .xj>0, j E N=11, 2,⋯，n｝

                  .xj integer, j E I二N

如果I=N，即所有的变量被限制于整数值，则问题叫做纯整数规划。否则，若I匚N，则当做

混合问题处理。纯规划和混合规划的概念有时被推广到约束的松弛变量。以后在多数情形下

不再特别说明。

    整数规划领域中多数研究集中在9，为线性函数，iE101UM，为标准化起见，线性问题

被写成

                      max(or min) z＝云cjxj
                                                                                    i〔N
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                    s. t 习a;ixi＋S;＝。‘，＊EM
                                                            jEN

                                  S;）0,  z任M

                              x;）0,  .jEN

                                xj integer,  j E I C N

其中：、是松弛变量。如果约束本来是等式，则没有辅助的松弛变量。

    去掉整数性条件，则问题变成（连续）线性或非线性规划。换句话说，整数规划是在连续可
行解空间的离散点集内寻找最优点。

    表面上看，附加整数性条件似乎不应该成为严重问题。实际上解空间在附加条件后也“较

好”确定，因为人们不再需要在无穷的连续点集内“搜索”（为简单起见，假定连续空间是有界

的）。虽然整数问题的解空间在结构上比连续问题好确定，但计算起来已证明是可怕的。尽管

持续不断的理论研究已有几十年时间，加之数字计算机速度和功能的惊人增加，研究的整数规

划算法还是没产生满意的结果。

    本质的事实是整数性条件常常破坏解空间的“好”特性。典型的示例是整数线性规划。去

掉整数性条件，解空间是凸的。这个最基本的特性导出线性规划中极成功的单纯形法。

    由于线性和非线性连续规划的成功，差不多所有的整数规划算法基本上是把离散空间转
换为等价的连续空间。这一般是修改原始的连续解空间，使得所希望的最好整数点被挑选出

来。即使连续空间不可用（如全是二进制变量的问题），其解法通常还是可以被追溯到连续问

题。

    直接从离散变量的有限点集出发考虑解法的代表是枚举法。但完全枚举（或称穷举）会带

来组合爆炸。本质上的完全枚举（如隐式枚举）也没有摆脱组合爆炸的阴影。不完全枚举法是

多项式时间算法，甚至是与变量数目无关的算法，但其解通常是统计意义下的近似解，需要估

计它为最优解的概率或／及它不为最优解时的误差。

1.1.2 连续最优解舍人到整数解

    对整数规划程序的失望导致多数潜在用户避免使用它们。结果，有些人相信先用连续模

型然后舍入结果可以更好地解决问题，即使得不到最优解，也可以迅速而“自动”地获得一个好

解答。毕竟，各种模型参数的少许误差应该是允许的，这样使“最优”解有点柔性。

    舍入的思想不是毫无是处，至少临时应急（如单方向地舍或入）及面临判断“一个”解或无

解时可取。然而，人们决不要误认为每个整数问题都可以按这种方式处理。舍入的结果通常

不再是整数规划的一个可行解；并且随着决策变量的增加，“舍”或“入”的可能性按2的指数增

长，再快的计算机也没法计算和比较舍入后的结果。

    一般来说，对整数规划而言，连续最优解舍入到整数解不是一个可取的近似方法。

    下面例举一些典型的整数规划间题，这些实例都具有明确的数学模型。还有许多整数规

划间题很难用数学语言描述，或者很难找到恰当的数学描述方式，这有待于自然科学与人文科

学的发展。

1.2 单次装载问题

    有一辆卡车的最大载重为b，现有二种货物可供装载。设.1＃货物每件重量为aj，每件装
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载收费为ci ( j二1, ..，二）。试问：应采用怎样的装载方案才能使卡车一次载货的收入最大？

    解 设.xi表示卡车装载1＃货物的件数。于是，可得下面的整数规划问题：

                          max二二习cixi
                                                                                  j二1

                          s. t.习aixi C b
                                                                          i=1

                              xi >0，整数，.7＝1,⋯，”

其中约束条件习 aTxi G b表示卡车装载货物的总重量不应超过卡车的最大载重量。
                        i=1

1.3 产销平衡的运输问题

    设某种物品有m个产地A1, A2, ...,An;n个销地B1, B2，一，B,,. A‘地的产量为ai, i =

1,2，一，m;乓处的需求量为勿l1 =1,2,..., n。由A‘运往乓单位产品的运费为cii, i二1, 2,
⋯，m，.1＝1, 2,⋯，n。

    不妨假定习ai＝名bi。对所有‘和iIai,句>0。如果习。‘＞习乞，即供过于求时，
                        i=i 丿=1                                                    i=1        i=1

可假设有一虚拟的销地B，十1+久十，＝习a、一习气，且ci,，十，二0,‘二1, 2,⋯，m。若习ai＜
                                                          i=1       j=1                                                     i=1

习 bi，则问题无解。试求：产销平衡条件下总运费最小的调运方案。
i=t

    下面来建立这个间题的数学模型。

    设从第i个产地到第i个销地的物质运输量为xii，则目标函数为

                        mi。二＝习习ciix=i
                                                                        r=I i=i

约束条件是

                    名x=i＝。‘（、＝1，2，⋯，m）
                                                    i=1

                      习x。二b;  (j = 1,2，二，。）
                                                              i=1

                          xi; >, 0 ( i＝1, 2,⋯，m ;j二1, 2,⋯，二）

又由于产销平衡，因此有

            mZ a;·m（       n二。）一\}n   / }m\U \ U二。）一全b;
                                      i=1          i=1   i=1                  i=1   ==t         i=1

该模型是线性规划模型，它有m X n个变量，v-?＋n一1个独立约束方程。从模型可知，运输

问题的约束方程组的系数矩阵具有以下形式：
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  4 整数规划基础

      「二11   X12 ⋯ xln   X21   X22 ，二 -T 2. ⋯ 二。；xm2 ⋯ xmǹ

        1 1             1 ⋯ 1

        I                    1    1 ⋯ 1                                   'nt行

        ｝ 1    1 ⋯ 1

        丨1                  1 ⋯ 1                                     1

        】 1                 1 ⋯ 1                                I
          1 ＿ ＿ Tn仃

        L              1                 1 一 1 ＿ 丿

上述矩阵中的元素均为0或1(其中零元素未写）；矩阵的每一列中正好有两个非零元素，每个

变量在前m个约束方程中出现一次，在后n个约束方程中出现一次。

    由于运输问题的特定结构形式，因此对它有较单纯形法更为简单的求解方法— 表上作

业法，表上作业法的实质仍是单纯形法，这里不再介绍，有兴趣者可参考有关资料。

    运输问题还有一个更为重要的性质，这就是：如果。iv bj都是整数，那么最优解中，xii也必
为整数值。利用这个特点，可以将很多其他类型的整数规划间题化为运输问题来求解，不用特

别增加整数限制条件，结果可自然满足整数要求。运输问题的上述特性给求解某些整数规划

问题带来了很大方便。

1.4 工厂选址问题

    某地区有m座煤矿，户矿每年产量为a‘吨，现有火力发电厂一个，每年需用煤bo吨，每

年运行的固定费用（包括折旧费，但不包括煤的运费）为ho元。现规划新建一个发电厂，m座

煤矿每年开采的原煤将全部供给这两个电厂发电用。现有n个备选的厂址。若在J#备选厂

址建电厂，每年运行的固定费用为匆。每吨原煤从户矿运送到1＃备选厂址的运费为cij (i=
1}...,m; j-1) -,n)。每吨原煤从i#矿运送到原有电厂的运费为cio(i=l,...pm)。试问：
应把新厂厂址选在何处，m座煤矿开采的原煤应如何分配给两个电厂，才能使每年的总费用

（电厂运行的固定费用与原煤运费之和）为最小？

    解 易知新建电厂每年用煤量为b =习ai -boo
                                                                      i=1

    令决策变量

                      丨1, j＃备选厂址被选中；
                    J';＝丨＿’二-.1－－ 一 ’ j =1, 2,⋯，，
                        丨0，否则。

为了方便，称原有电厂为尹厂，在i＃备选厂址处建的新厂为J＃厂。设.x v为每年从户矿运送
到i＃厂的原煤数量（z二lp-} m; J二0, l, ..。）。于是，每年总费用等于

                ‘·习习cilx ii＋习hiyi＋ho                                                    i二t丿=o            i=1

  若J”备选厂址未被选中，即yi二0，那么尹厂根本就不存在，这时x ii应全为零。故有下
列约束条件：
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                      习xij＝ai,‘二1, 2,‘一m，
                                                      j=o

                      艺x'io＝bo,
                                                                    i= 1

                      艺x。二byj，J＝1，2,⋯，，，
                                                                    i=1

                            xij > 0, i二1,2，二，m; j二1,2，二，n.

又因为现在只要新建一个电厂，故还有下述约束条件：

                            艺yj＝1
                                                                    j=i

于是，上述选址问题可以归纳成下列形式的整数规划：

                mi。二一习习cijxij＋习协十ho
                                                      i=1j=o j=1

                      s. t.习xij＝ai,￡二1, 2,⋯，m，
                                                        丿．0

                        习xio＝bo,
                                                                        i=1

                        习x。二byj , j二1，2，⋯。，
                                                                        i=1

                        习yj＝1,
                                                        丿_,

                              xi!）0, yj“0,1·i＝1, 2,⋯，M ;j＝1，2,⋯，n．

1.5 背包问题

    形式最简单的整数规划问题是背包问题：一个背包的容积为 V>0，现有n种物品可装，

物品i的重量为wj >0，体积为vj>0,jEN,N二｛1, .. ,川。间如何配装，既使得不超过背包
的容积，且使装的总重量最大。

    设变量

                                丨1，物品.1被装入背包，

                              丨。，物品A不装入背包。
则背包问题可写成如下的0-1规划的形式：

    求 max wx＝习wixj，
                                                                          丿任N

    满足

                        vx＝习vjx;（v，
                                                                      jEN

                            xj取0或1, jEN.

记背包问题的允许解集合为S。不妨可设v, -<-- V, i C- N,,（若有vj > V，则必有xj二0)，且

习vi＞V（否则，必有xj＝LIEN).
丿EN
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1.6 旅行售货员问题

    在城市。，的一位旅行售货员计划去城市v2, v3，一，v。推销商品，然后返回二1。设‘。为
从城市v；到城市vi需要的时间（i，j二1,...,n; i#j)。试问：这位旅行售货员应如何计划旅
行路线，以便一方面保证对每个城市恰好进行一次访问，另一方面在旅途上花费的时间又最

少？

    解 令决策变量

                        11，若在旅行路线中有从v，到v、的行程，

                          丨0，否则

因此，目标函数为：

                          二＝习习 cijxij，
                                                                  i=1丿a1

其中cii(i=1，一，n）可取为一个充分大的正数Mo（请读者想一想，为什么？）

    由于旅行售货员在旅途中恰有一次以v‘为起点的行程，故应有：

                      习xii＝1,￡＝1，二，二．
                                                      j.1

同样，恰有一次以vi为终点的行程，故应有：

                        名.Tij＝1，j＝1，二，，．
                                                          丿二I

    但是，满足这些约束条件的解，不一定是售货员的一条旅行路线。因为，有可能出现多回

路的“分割”现象（见图1. 1),

    V2               V6翼
                                                  图 1.1

    为了避免这种“分割”现象的出现，还需增加一些约束条件。我们要求任意两个不同的城

市v‘和Vi之间都有相应的旅行路线把它们连接起来，或者把几个城市任意分成两组Q和口
后，在旅行路线中一定要存在以Q中某个城市v‘为起点，以口的某个城市vi为终点的一个
行程。若以Q表示集合｝1, 2,⋯，耐的任一个非空真子集，口＝丨1,2,⋯，川一Q，则上述要求

可用下面的约束条件来表示：

                        习习xv）1
                                                        iEQjc-口

Q为{1,2,...,川的任一非空真子集。由于n个元素组成的集合{1,2,...,川共含有2" -‘个非
空真子集，因此把n个城市分成两组Q和口共有2”一’种分法。换言之，这类约束条件共有

2”一‘个。
    于是，旅行售货员问题可以写成下列形式的0-1规划问题：
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                    mi。二一E E ctrxii
                                                                  i=,j=,

                        s. t.习二。=1，，＝1,⋯，，，
                                                                      i=,

                            E二。= 1,j ; 1，一。，
                                                                                          i=,

                          习艺zv）1, Q二｝1,2，一，nj,
                                                                iEOjEQ

                                  .xi,二     0, 1, i,j二1，二，n.

1.7 套裁下料问题

    看一个经典的线性规划实例：钢筋下料。设钢筋的原材料长度为l。要利用这些钢筋下

长度分别为It，一，编的毛坯料。假设毛坯料长l‘的需要量为bi，问应该采用何种下料方式，
才能既满足需要，又使使用的钢筋根数最少？

    用非负的整数向量P; = (at, a2,,**, anj)T表示对一根钢筋的第1种下料方式，其中。ij表

示下毛料l，的数目。则所有的向量几必须满足条件习liaij < 1，所有a。为非负整数。反
                                                                                                                  i= ,

之，满足条件的任何向量Pi都对应着一种下料方式。特别地，令
                          (a� （of （of

              ，：一｛“！．P，一Ia22I.．⋯      P＿一｝“｝

                              l0 j          l0］ l amn,］

其中

              一｛芳」，‘一1, 2,⋯，m
数Lr」表示不超过；的最大整数。Pt,  -, P。表示只下一种毛料的方式。

    设采用方式凡下料的钢筋总数为xi，则上述间题可写成如下形式

    求 min习xj

    满足条件

                    名airxi＝bi,‘＝1, 2,⋯，m，

                    习。丿‘<l，对所有的方式.1 l
                                                                i=1

                        a 7j为非负整数，

                      xi）O，对所有的方式j。

                                        习 题

    1．明年1月，某工厂准备在甲、乙、丙三种产品中选择两种产品投产，它们都需要经过三道工序加工，有

关数据如下表：

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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                                                              产 品
        加工时间／（小时／件） — 生产能力／小时

                                              甲 乙 丙

            I            A                 3              2 ， 1800
      2 序 ｝ B                 1              1                  2                 2000

              ｝ C                 1              3                  1                 1600

            成本／（元／件） 50             80              60

            售价／（元／件） 200           300             250

    甲、乙、丙产品在投产时，无论生产数量有多大，都需要固定费用（例如装夹具的设计制作费）。假定三种

产品的固定费用分别为1500元，2000元和1800元，间如何安排生产可使工厂获得的利润最大？试建立整数

规划模型。

    2.（选择性约束条件问题）某厂生产第.l种产品的数量为xj(j=1,2,3)，其材料可在甲及乙中选择一种，
材料消耗的约束条件分别为

                        2xl＋5x2＋6x3<180及 4x1＋3x2＋5x3<300

（其他资源约束未列出）。试问这类选择性约束条件如何体现在模型中？

    3.怎样利用0-1变量，将下列情况表成线性约束条件：

    (1)下列四个约束条件中，至少必须满足3个：

                              XI＋x2<5, x2<3, x3<5, x3＋x4<7,

    (2）对四个非负的变量XI, x2, x3和x4，有：

                            或者x1=0,x2=0，或者x3＝0,x4 =00

    (3) x3只能取值0, 5, 6和120

    (4）当二，＋3x2＋4x3<18时，或有6<x1<8，或有x1＝0;

    而当19成XI +3,x2+4x3时，或有10<x1<20，或有xl=0o
    4．用编号为1, 2, 3, 4的四种机床生产三种产品1,2,3，这三种产品的工艺路线及工序加工时间如下表所

示：

                                                          尸机床加工时间／/J1、时
                工 艺路 线 I            I           I

                                    1 ｝ 2 ｝ 3 1        4
                                  1                    a,一                                   a3          'a4

        i0产品 2                    b, - b2一                                            b4

                                      3                                                    CZ              C̀3

    由于不同的产品需要不同的装夹具，所以每台机床必须先将一件产品完成，而后才能加工后面的产品。

此外，还要求产品B开始加工到完成，经历时间不得超过d小时。问如何确定各产品在机床上的加工顺序，

使在最短的时间内制成全部产品。

    5.（利润分段线性间题）某厂生产甲、乙两种产品，需经过金工和装配两个车间加工，有关数据如下表：

    灬灬‘、“ 一－0v二
                                                                              品

                                                                    — 总有效工时
                                                                                          乙

            ｝ 金工 ； 3                480
        车 间 I 二 ＿

              ｝ 装配 2                 5                500
                售价／（元／件） 300                 520

产品乙每件生产成本为400元。试根据产品甲生产成本的下列两种情况分别建立整数规划的模型：

    (1)产品甲的生产成本是分段线性的，即第1件至第30件，每件成本为200元；第31件至第70件，每件
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成本为195元；从第71件开始，每件成本为190元。

    (2）产品甲的产量不超过40件时，每件成本为200元，但若超过40件，则甲的全部产品统算在一起，每件

成本为195元。

    6．用甲、乙两台机床生产A, B两个产品，这两个产品在甲、乙两台机床上的加工顺序及加工工时如下：

  产品A: ｛甲2/1、时｝— ｝乙3/1、时｝
（即产品A要先在甲机床上加工2小时，再在乙机床上加工3小时，才完成）

  产品B: ｛甲4刁、时丨— ｝乙5 /1、时｝
  或 ｛乙5/1、时J— ｛甲6刁、时｝

每台机床只能在加工好一个产品以后，再加工另一个产品，试列出线性整数规划模式，以确定A, B在甲、乙两

台机床上的加工顺序，使在最短时间内完成A, B产品。

    7.（装配线平衡间题）若某工厂的产品的装配线由6道工序组成，各工序的加工时间及工序前后顺序如下

表：

              工 序 加工 时间／分钟 前 道工 序

                        1                                     3

                        2                                     5

                      3                                     2                              2

                    4                                     6                             1,3

                      5                                     8                              2

                      6                                     3                              4

    若这条装配线设若干工作站。被装配的产品在这些编了号的工作站上流水移动时，每个工作站都要完

成一道或几道工序。我们假定：在任一给定的工作站上，不管完成哪些工序，能用的总时间不得超过 10分钟。

问最少应设立几个工作站？每个工作站完成哪些工序？建立整数规划棋型。

    8．尝试从自己有关课题中提炼整数规划数学模型。
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                        2 单纯形法

    几十年来的大量使用所取得的效果表明，单纯形法是一个好算法，效率很高。到目前为

止，还未碰到过用它算不出来的线性规划间题。

    1972年，克利（Klee）和明地（Minty）人为地设计出了一些线性规划间题，用单纯形法来求

解它们，效果非常不好，计算时间随问题规模的增长而成倍地增加！

    可大量实践表明单纯形法是一个好算法。1983年，著名数学家— 菲尔兹奖得主斯梅尔

(Smale)— 从理论上证明，使单纯形法“失灵”的那些线性规划间题在实际中出现的可能性是

微乎其微的。实践也表明，这类问题难得碰上，事实上就没有碰到过。因此从概率意义上讲，

尽可以放心地使用单纯形法。

2.1 线性规划基本概念

    线性规划间题的标准形式为

求

                          max x。二习cixi， (2．1．1)
                                                                              j=1

满足条件

                    习a=ixi＝。‘，／＝1，2,⋯，m， (2．1．2)
                                                    j=1

                            二，-̀-=0, j＝1, 2,⋯，n． (2．1．3)

其中的c;, a=j, b，都是已知的实数，xi是未知量。式（(2.1.1）称为目标函数，式（(2.1.2)和（(2.1.3)
称为约束条件。满足方程组（(2.1.2)的解I x1, ..., Xn，若同时又满足条件（(2.1.3)，则称其为

允许解。使目标函数二。的值达到最大的允许解，称为最优解。利用向量和矩阵的符号，记
                            C＝（c1,⋯，c,），

                                  }a�．·⋯a,-飞

                                                  t口脚1,?P11 “”，am" J

                              A;＝（a;1,⋯，a in）， i＝1，2，⋯，m，

          ，，一｝a l' I ,，一1, 2,⋯，。，
                                              L                                              antj丿

                                (b, l        (x, l

                                        b二 ｝三 ｝。 x二 ！1｝．

                                    Lbm） Lx. )

贝q式（(2.1．1)至（(2.1.3)可写成



                                      2 单纯形法 n

求 max x0= Cx,
满足条件

                          Aix=bi,   i＝1, 2,⋯，m， x） 0.

或者写为

求 max x0= Cx,
满足条件

                  习xjpj＝b, xj）0,        j=1，2，二，，·
                                              丿s,

或者简单地写为

求 max (xoI xo=Cx, A二二。，二）0).
    假如所给问题的目标函数是求minCx，则可等价地化为求｛- max（一Cx)I。假如所给问

题的约束条件中含有不等式

                              A ix镇bi， 或 Aix） 6i，

则可等价地化为如下的等式条件

                              Aix+x二十i=6it  xn+i%0>

或

                              A ix一xn+i“big  xn+i->-0,

称xn+＊为松弛变量。
    约束条件（2.1.2),(2.1.3)所确定的定义域是高维空间中的凸多面体。一个多面体的最

基本的概念是顶点和棱，顶点称为多面体的零维边界面，棱称为一维边界面。下面所定义的基

本允许解和极方向是顶点和梭的代数描述。引进单纯形表是为了使计算过程表格化。

    对线性规划问题，求max{xoIx。二Cx, A二一b，二）0}0
    设系数矩阵A的秩等于行数m，从A中任意地取出m列pji' pjz，一pjm，构成A的一个

mxm的子矩阵B二（pi, pi 2... pjm )，若B非奇异（即！B丨7L0)，则称B为线性规划间题的一个
基。变量xj1, xja,，一xi.称为B的基变量，其余的变量称为B的非基变量，对基B= IP;1Pj2一
Pi. I，让所有的非基变量都取零值后，约束条件化为

                  xi， Pi，十xZ P72  jZ十”’＋xin Pi。一b，
若记向量

                                              ［二、飞

                                                    xB＝ I ： I，

                                              l xi.1

则上式可写成

                                          刀xB二b．

利用高斯消去法，可解得

                                x。二B一1b,
记向量

                                                fbin飞

                                              B 一̀b二 I 丨

                                            (bm0J
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称方程组（2.1.2}的解

                  x;：二blot- txj，二‘0，其余x;二0                  (2.1.4)
为对应于B的基本解；若满足B一’b）0，则称其为基本允许解，而这时的B称为允许基。

  对应于基B二（pi, .--Pi.），考虑线性方程组

                  买a=>！￡＝。，，

                  刁at>.xr·cam,                             (2.1.5)
定义向量

                    CB＝（cj,，一ci.），x＝（7ri,⋯，‘二），
则（2.1.5)可写为

                          哄，＝cjI,’“，哄。二cj. ,
或者

                                            介B二CB．

利用高斯消去法，可解得

                                    兀＝CBB一1．
称二为对应于基B的单纯形乘子。用二乘方程Ax =b的两边，可得

                        sAx = CBB一’Ax = CBB一‘b二xb.                   (2.1.6)

从x。二Cx的两边减式（(2.1.6)的两边，可得
                                    x。一劝 二《;x一xAx,

即 xo+(xA一C)x=xb,                       (2.1.7)

将基本解（2.1.4)代入（2.1.7)，可求410目标函数值

              xo= xo＋(xp;，一cj,) b lo＋⋯＋(rrp;，一ci. ) b,,, o = xb·
    定理2.1 对基B，若B一'b>0 ，且CBB一1A一C>0，则对应于B的基本解（(2.1.4)便是

最优解。我们称其为基本最优解，而这时的基B称为最优基。

    证明：由B一'b>0 ，可知（(2.1.4)是基本允许解；由（xA一C)＝(CBB一‘A一C)>0，则对一

切允许解x，由关系（nA一C)x>0，根据关系式（2.1.7)，可知任何允许解的目标函数值二。（

xb，但是允许解（2.1.4)使目标函数值达到nb，因此必是最优解。证毕。

    用B一‘乘方程组Ax二b两边，得

                                B一'Ax＝B一1b

与方程（2.1.7)联在一起，可得关系式

                    (1  CBB一‘A一Cl i x。丨I CBB一‘，｛
                              丨 “ 1｝ 一】＝！ 一 ！． (2.1.8)

                            10    B一'A )＼xI ＼B一1b  I

我们称线性方程组（2.1.8)中的矩阵

                        丨CBB一‘。CBB一‘A一C丨
                                    ｝一 一 ｝ (2.1．9)

                                      lB一'b      B一'A   )
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为对应于基B的单纯形表，记作T(B)。记

                              CBB一’b＝吞00， (2boa, ．1．10)
                                              lb,n 1

                                        B一’b＝｝： ｝。 (2．1．11）

                                                  lbmo)

                                          fb,；飞

                            B一‘P;＝｝：｝，.l＝1, 2,⋯，n， (2．1．12)

                                      l bn,j丿

                npj一cj二CBB一‘pi一ci＝boj. .1＝1, 2,·，。， (2.1.13)
则

                                                （b nn bn, ⋯ b n- l

                                                  ｝bin b � ⋯ b,＿｝
                                T(B）二（b‘；）二 I                   I．

                                          lb.o  b�,1 ⋯ bn,n

    对任意的基B=(凡I马2⋯几，：），设T(B）二（札），对应于每一非基变量xj，考虑包含m
＋1个变量的线性齐次方程组

                      yi, P;,＋”’十y>.P;}＋洪 一0．
它的解集是一条直线。记其中使y;二1的解为

        ／一日· (2.1.14)
记

                                          丨y;.1

                                    .7B＝｝：｝，

                                  丨y;．丨

则 y' B满足BYB+P;=0,
即 A＝一B一‘P;.
因此，y满足关系

                          Yj＝一气，i＝1, 2,⋯，m，

                            另＝1， (2．1．15)

                              A二0，对其余所有分量，

称Y,为基B的一个对应于非基变量xi的极方向。根据定义，有性质
                              Ay＝By'B＋Pt＝0,                        (2．1．16)

由于

              bo，一CBB一‘P;一Ci一刁ci.b。一cf

                一刁ci,（一}i)＋‘一、）。
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