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前 言

“洛书”是我国最古老的文化科学遗产之一，也可称得上是世界最古老的文化科学遗产之

一。大约３００年前，一个外国名人就间接地作出了这样的评价。１７世纪末或１８世纪初，德国
哲学家、数学家莱布尼兹收到了法国传教士白晋自北京寄给他的《周易》和“六十四卦圆图”。

他在给白晋的回信中十分肯定地认为他的二进制数学与“六十四卦圆图”完全一致。信中又

说：“这个易图是现存科学之最古老的纪念物。”二进制是计算机技术的数学基础。如今我们再

评价“六十四卦圆图”这个现存科学之最古老的纪念物对现代科学技术发展的影响是怎么说也

不过分的。一般认为，先有“河图”“洛书”后有“八卦”，再后才有“六十四卦圆图”，所以“洛书”

是现存科学比“六十四卦圆图”更加古老的纪念物。对“洛书”何时问世也有不同看法。“洛书”

问世以来，一直是受人瞩目的数学问题，我国古代许多名家，数学家都对它进行过评述和研究。

经过了三千多年的漫长岁月，才由我国宋代数学家杨辉找到了它的排列方法，并在他的《续古

摘奇算法》（１２７５年）书中刊行于世。杨辉还排列出４阶、５阶、⋯⋯、１０阶共７个纵横图（即现
代数学的幻方），由此引发了世界上不少国家的幻方热，寻找大幻方和幻方的科学排列方法。

时间又过去了七百多年，世界上已有了１０５阶幻方，但奇、偶数幻方排列问题仍是一个未解的
数学难题。它与当代热浪迭起的梅森素数大寻找十分相似。梅森于１６４４年在他的《物理学随
感》中刊出了经他验证的７个素数，即数２狀－１（狀为素数）中是素数的有狀＝２、３、５、７、１３、１７、
１９，并提出一个猜想：狀＝３１、６７、１２７、２５７时２狀－１是素数，３１＜狀＜２５９的其它素数，２狀－１都
是合数。虽然后来证明了梅森这个猜想有误，２６７－１和２２５７－１不是素数，并且被梅森认为不
是素数的２６１－１却是素数，但被后人称为梅森素数的犕狀＝２狀－１的寻找却未曾停止。随着
计算机的发展进步，梅森素数大寻找成了人类智慧的大较量。到１９９２年发现的最大梅森素数
是犕７９６８３９＝２７９６８３９－１，如果把这个数全印出来，这本书将有１８０页，不过它也只是梅森素数的
第３２个。近日报刊消息，最大梅森素数是犕３０２１３７７＝２３０２１３７７－１，它也只是梅森素数的第３７个，
是否存在最大的梅森素数，仍是一个未解之谜。

出于对我国文化科学遗产的挚诚热爱，也出于对象“八卦”那样本来属于我国文化科学遗

产却由外国人揭示它的真谛的事情不再重演的民族自尊，可以说是不自量力地投入了对“洛

书”未解之谜的探索。也许是功夫不负有心人吧！通过１０年的不懈努力和不断的探索，初步
解决回答了以下问题：

（１）不存在最大的幻方。用简单易行的以图代数法可由一个３阶幻方排列出９阶、２７阶、

８１阶、２４３阶⋯⋯直到无限。
（２）找到了奇、偶数阶幻方的通用方法。当狀为大于等于３的整数时，狀２自然数都能排列

成狀阶幻方。
（３）“洛书”型幻方，对角线对称型幻方都具有多种类、多方向、多层次的对称和多方向的等

差数列结构特征。由这些结构特征推导出幻方的４种变幻方法可以排列出许多同阶幻方。比
如一个１１阶幻方用这４种变幻方法可以得到１５１３２８００个１１阶幻方。把这些幻方排印成书，
最少要有２０００页的书５００卷，约可排满４个书架。
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（４）幻方不是自然数的特有现象，还可以排列出由狀２项等差数列组成的狀阶幻方，其中

狀为大于等于３的任意整数，而且数列可以由任意正负有理数、正负无理数、正负虚数或复数
组成；它还可以有条件地由狀个狀项等差数列组成；有条件地由狀２个简单函数组成。对于这
样的幻方，可称为广义幻方。由狀２个自然数构成的幻方则只是广义幻方的一个特例，即由首
项为１、公差为１的狀２项数列构成。
（５）任何一阶幻方都可通过对它的每个数进行加、减、乘、除而改造成幻和为任意有理数、

无理数、虚数或复数的同阶幻方，进而组成一个无限系列，这样的无限系列显然强于由自然数

组成的无限系列，也强于由数轴上所有点组成的无限系列，即强于由德国数学家康托尔命名的

超限数系列 ０和 １。它与由平面上曲线组成的超限系列 ２何者为强，笔者未能作出比较。

但在目前被承认的３个超限系列 ０、 １和 ２之外，又出现了一个由幻方组成的超限系列。

由于笔者未曾专门学过数学，也未从事过与数学有关的工作，是地道的数学专业门外汉，

因此本书的内容有某些错误实所难免，甚至所用语言也非数学专业用语。为此，诚恳地企盼读

者给予指正，使“洛书”这颗由我们祖先留给我们的科学种子能在华夏大地上生根、开花、结实，

并造福炎黄子孙。

作者．于１９９８年１０月
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第一章 幻方的历史和现状

第一节 一个科学问题的神秘化

世界上第一个幻方产生在我国，一般人认为已有４０００年的历史，也有人认为已有５０００年

图１１

了。它以“洛书”（图１１）之名被正式刊载于春秋时代成书的《周易》，也有约

２６００年的历史了。仅就它以符号表示数字这一特征来看，它很可能产生于文字
出现以前的原始社会。也就是说，我们的祖先还在以结绳或符号表示事物的

数量时，就能够排列出在几千年之后才由数学家找到排列方法的数字方阵，实

在是有难以理解之处。它以点连线这种符号表示数字，又恰好是我国古代结

绳记事的象形符号，说明它的确是我国祖先的伟大创造。《周易》在正式刊载它时引用了两则

美丽的神话传说，大意是说伏羲氏得了天下，黄河里跃出了金马驹，背负“河图”作为礼物献给

他，伏羲氏因作“八卦”作为治理国家的法规；大禹治水获得成功，洛水中浮出神龟，背负“洛书”

献给他作为礼物，大禹因作“九畴”作为治理国家的法则。“洛书”本来是一个比较明显的数学

问题，就这样被人为地神秘化了。它的正式刊出更引起世人的瞩目，许多古代名家甚至数学家

都曾把它赞誉为“天地生成之数”，更在它的神秘面纱上涂上了斑斓的色彩。就这样，它又走过

了近２０００年的神秘历史。

１ １５ １４ ４

１２ ６ ７ ９

８ １０ １１ ５

１３ ３ ２ １６

图１２

大约在公元３世纪，希腊也出现了一个每行、每列和两条对角线４个数
之和都等于３４的４阶幻方（图１２）。它比“洛书”的诞生晚了２０００多年，比
“洛书”被正式刊出也晚了近千年。但它同样具有神秘的传说，人们认为它

是可以避邪和治病的神物。幻方的神奇结构和排列困难是使人感到神秘的

重要原因。

近年由新世界出版社出版的《当今世界之谜破解》一书中，认为“洛书”

是外星人送给地球人的礼物。这虽然只能说是一种猜想，似乎也近似神话，但却不能完全排除

这种可能性。美国发射的以探寻外星人是否存在为目的的旅行者Ⅰ号和Ⅱ号都载有幻方图作
为送给外星人的礼物。如果确有外星人存在，他们把“洛书”赠给地球人作为礼物，就是合乎逻

辑的事。外星人应同地球人一样，是宇宙间的高级智慧生命体，并不是根本不存在的神仙。事

实已经证明，地球人不仅能排列出并非“天地生成之数”的“洛书”，还可以排列出许许多多乃至

无穷多阶幻方。

第二节 第一次突破

在“洛书”正式刊出近２０００年后，我国宋代数学家杨辉首开先河，揭开了“洛书”的神秘面
纱。在他所著《续古摘奇算法》（１２７５年）一书中，不仅给出了“洛书”的排列方法，并把这一纯
数学问题称作纵横图，排出了４阶、５阶、⋯、１０阶纵横图。在此书中，对“洛书”４阶纵横图排

１



列方法的记述虽然只是作为个别纵横图的专用方法，但对今天发现奇、偶数阶幻方的通用排列

方法给予了重要的启示。为此，这里以现代语言对他的３阶纵横图（即“洛书”）的排列方法作
简单介绍。

把１、２、３、⋯、９这９个自然数按自左上至右下的顺序进行３×３的斜向排列（图１３），上
下１、９对调，左右７、３互换（图１４），４个偶数沿对角线向外挺出，就成了与“洛书”的结构完全
相同的３阶幻方（图１５）。它的奇妙之处就在于各行、各列及两对角线上三个数之和均等于

１５。杨辉纵横图的排列方法在全世界数学界产生了巨大的影响。七百多年来，世界上不少国
家都兴起过幻方热，许多数学家都参与研究。大发明家富兰克林也曾因排列出一个１６阶幻方
而倍受称赞。１９９０年出版、１９９４年再版的《中国少年儿童百科全书》科学技术卷第１６５页仍以
《神秘的幻方》为题对幻方的历史和现状进行了介绍。或许是由于它的结构奇妙，幻方才有它

几千年的神秘历史，但今天已无神秘可言了。

④ ⑨ ②

③ ⑤ ⑦

⑧ ① ⑥

图１５

⑨

④ ②

③ ⑤ ⑦

⑧ ⑥

①

图１４

①

④ ②

⑦ ⑤ ③

⑧ ⑥

⑨

图１３

第三节 任意阶幻方的排列———一个待解的数学难题

现代数学给幻方下的定义是：把狀２个自然数排列成狀行狀列的狀阶方阵，使每行、每列

和两条对角线上狀个数之和都等于同一数犛。犛称为幻和，犛＝狀
（狀２＋１）
２
。这个问题已成为

现代数学一个重要分支组合学的研究课题。目前国外已排出１０５阶，我国已排列出１１９阶和

１２０阶。但是大于１２０阶幻方如何排列，仍是不得而知。即便是小于１２０阶，也不是每阶都已
排列出来。阶数狀大于３的任意整数是否都存在幻方？人们已经发现，当幻方的阶数狀分别
为奇数和偶数时，排列存在许多共性。但是，是否存在着奇、偶数阶幻方排列的通用方法呢？

总之，奇、偶数阶幻方排列问题仍是一个未解的数学难题。

幻方在现代科学技术诸多方面都有所应用，如图论、博弈论、程序设计、人工智能等，它还

是启迪智力和进行智力测验的工具。
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第二章 打开幻方迷宫的万能钥匙

如果把３、４、５、⋯、∞每一阶幻方都看成是一座数字迷宫，只要有三把万能钥匙就可以把
这无穷多个迷宫全部打开，它们是：

狀＝２犿＋１（犿＝１、２、３、⋯∞），即狀＝３、５、７、⋯、∞；

狀＝２×２犿（犿＝１、２、３、⋯∞），即狀＝４、８、１２、⋯、∞；

狀＝２×（２犿＋１）（犿＝１、２、３、⋯∞），即狀＝６、１０、１４、⋯、∞。
讲形象一点就是第一把钥匙从第一座迷宫３阶幻方开始，每隔一间都可以打开。
第二把钥匙从４阶幻方开始，每隔３间都可以打开。
第三把钥匙从６阶幻方开始，每隔３间都可以打开。
那么真有这样的万能钥匙吗？回答是肯定的。下面分别介绍这三种神奇的万能钥匙。

第一节 奇数阶幻方的排列

一、打开“洛书”型幻方迷宫的万能钥匙

世界上第一个出现的幻方是“洛书”，它是奇数阶幻方最小的排头兵。因为不存在２阶幻
方，所以它也是整个幻方系列最小的排头兵，是所有幻方迷宫的第一间。随着幻方阶数的增

大，每阶幻方都存在着许多个结构不同的同阶幻方，但在所有奇数阶幻方中都有一个与“洛书”

结构完全相同的幻方，因而称为“洛书”型幻方。下边就是这一类型幻方的排列方法。这一方

法是在前边介绍的杨辉排列方法的启示下得到的。把它放在首位进行介绍，也是对这位伟大

数学家在幻方排列方面首开先河卓越功绩的缅怀。为了清晰和节省篇幅，只选一个较小的７
阶幻方的排列为例。

把１、２、３、⋯、４９这４９个自然数作由右下向左上的倾斜７×７排列，便得到图２１中的斜
正方体图形。这个图形与前边介绍的杨辉方法在方位上不同，相当于旋转了１８０°，目的是让
它的结果与“洛书”的方位完全一致。仔细分析图２１中的斜正方体图形不难发现以下结构特
点：

纵向观察共有１３行，其中奇数行都是奇数，偶数行都是偶数。每行都是由下向上的递增
等差数列，公差是８，即幻方的阶数７＋１＝８。即便只有两项，它的差也是８。任意奇数阶幻方
排列在这个方向的公差都是阶数狀＋１，即９阶幻方是９＋１＝１０，１１阶幻方是１１＋１＝１２，等
等。

横向有１３列，同样奇数列是奇数，偶数列是偶数。它们也同样都是由左向右的递增等差
数列，公差是６，即幻方的阶数７－１＝６。任意奇数阶幻方排在这个方向的公差都是阶数狀－
１，比如９阶是９－１＝８，１１阶是１１－１＝１０，等等。
中间行和中间列都是７项，即项数与幻方的阶数狀相同（任意奇数阶幻方排列也都是如

此）。这两个数列的７项总和都等于幻方的幻和，即犛＝狀
（狀２＋１）
２ ＝７

（７２＋１）
２ ＝１７５。

３



２４ ３０ ３６ ４９ ６ １２ １８

４２ ４８

１６ ２２ ３５ ４１ ４７ ４ １０

２８ ３４ ４０ ４６

８ ２１ ２７ ３３ ３９ ４５ ２

１４ ２０ ２６ ３２ ３８ ４４

７ １３ １９ ２５ ３１ ３７ ４３

６ １２ １８ ２４ ３０ ３６

４８ ５ １１ １７ ２３ ２９ ４２

４ １０ １６ ２２

４０ ４６ ３ ９ １５ ２８ ３４

２ ８

３２ ３８ ４４ １ １４ ２０ ２６

图２１

行数之差为幻方阶数狀（在这里为７）的
两行数的个数，都等于幻方阶数狀＝７。即
第１行的１个数与第８行的６个数之和是７
个数；第２行的２个数与第９行的５个数之
和也是７个数，⋯⋯，所有这样７个数之和
也都等于幻方的幻和犛＝１７５。
在列方面也是如此，凡列数之差为７的

两列都有７个数，７个数之和也都等于幻和

犛＝１７５。
根据上述结构特点，引进代数学直角坐

标系的概念，把中间一行视为纵轴，中间一

列视为横轴。有了这个坐标系，再把第一象

限的所有偶数全部调到第三象限，第三象限

的所有偶数调向第一象限；第二象限的所有

偶数调向第四象限，第四象限的全部偶数调

２４ ３０ ３６ ４９ ６ １２ １８

１６ ２２ ３５ ４１ ４７ ４ １０

８ ２１ ２７ ３３ ３９ ４５ ２

７ １３ １９ ２５ ３１ ３７ ４３

４８ ５ １１ １７ ２３ ２９ ４２

４０ ４６ ３ ９ １５ ２８ ３４

３２ ３８ ４４ １ １４ ２０ ２６

图２２

往第二象限。调动的方法是：

每个偶数都沿斜线方向调动７个方格
（７也是幻方的阶数狀，９阶幻方调９格，１１
阶幻方调１１格，余类推），把４个象限所有
偶数全部沿斜向调７格后，偶数都移到图２
１的黑体字位置。然后把原来位置上的偶数
全部去掉，得到图２２。图２２上余下的７
行７列整理靠近，就是图２３。它就是要求
的７阶“洛书”型幻方。
使用这一方法可以排列出任意奇数阶

幻方，直到无穷大。

这里不妨再与杨辉的排列方法作一比

较。斜排是相同的，只是方位变为由右下到

左上，排列后得出的幻方结构与“洛书”完全

相同。不同的是，杨辉的方法是把除中间数

２４ ３０ ３６ ４９ ６ １２ １８

１６ ２２ ３５ ４１ ４７ ４ １０

８ ２１ ２７ ３３ ３９ ４５ ２

７ １３ １９ ２５ ３１ ３７ ４３

４８ ５ １１ １７ ２３ ２９ ４２

４０ ４６ ３ ９ １５ ２８ ３４

３２ ３８ ４４ １ １４ ２０ ２６

图２３

５以外的所有８个数都进行调动（旋转１８０°），即调动了狀２－１个

数。本方法只调动所有偶数，它恰好是狀
２－１
２
个数，即杨辉方法的

１／２个数。杨辉方法调动方向不规范，特别是在调动偶数时，距离
不规范。随着幻方阶数增大，调动距离难以掌握，所以它只是排

列三阶幻方的专用方法。本方法调动的只是偶数，方向和距离是

规范的，因而适用于任意奇数阶幻方的排列，比如用它排列“洛

书”，在斜向３×３排列后，只调动２、４、６、８四个偶数，每数沿斜向
调３格，再去掉原有的偶数，进行整理就得到与“洛书”完全相同

４



的３阶幻方。
这里肯定会提出问题，即当幻方的阶数还不太大时，可以用实际排列的结果检验它是否正

确。但当阶数狀不断增大时，直接排列是不可能的。比如１０１阶幻方，就有１０２０１个数参与
排列；１００１阶幻方会有１００２００１个数参与排列；如果是１０００１阶，就会有１０００２０００１个数参与
排列。如果将每个数填入一平方厘米的格子里，大约需要用一个足球场那样大的纸，这怎么能

实际操作呢？显然是无法证明这一方法是否可以通用于任意大奇数的。为了证明它的正确

性，这里再介绍另一种与它相似的方法，可以得出完全相同的结果。

这一方法的具体运作是把１、２、３、⋯、４９依次由右向左横向排列，７个数为１列，各列由下
而上排列成７阶自然方阵。以它的两条对角线把全图分成上、下、左、右四个部分。上部分的
所有偶数全部向下直移７个方格；下部分全部偶数向上直移７格；左部分全部偶数向右平移７
格；右部分全部偶数向左平移７格，图２４黑体字是被移动的所有偶数。去掉图２４原有白体
字所有的偶数，再把图形沿顺时针方向旋转４５°角，靠近整理后就会得到图２５，它与图２３是
完全相同的７阶“洛书”型幻方。
以上两种方法走的是不同的途径，但得出完全相同的结果，是殊途同归。这就初步证明了

它的正确性和普遍适用性，但这种方法也有局限性，用它们只能排列出“洛书”型幻方。

２４ ３０ ３６ ４９ ６ １２ １８

１６ ２２ ３５ ４１ ４７ ４ １０

８ ２１ ２７ ３３ ３９ ４５ ２

７ １３ １９ ２５ ３１ ３７ ４３

４８ ５ １１ １７ ２３ ２９ ４２

４０ ４６ ３ ９ １５ ２８ ３４

３２ ３８ ４４ １ １４ ２０ ２６

图２５

１８

１２ １０

６ ４ ２

４９ ４８ ４７ ４６ ４５ ４４ ４３

３６ ４２ ４１ ４０ ３９ ３８ ３７ ３６ ４２

３０ ３５ ３４ ３３ ３２ ３１ ３０ ２９ ３４

２４ ２２ ２８ ２７ ２６ ２５ ２４ ２３ ２２ ２８ ２６

１６ ２１ ２０ １９ １８ １７ １６ １５ ２０

８ １４ １３ １２ １１ １０ ９ ８ １４

７ ６ ５ ４ ３ ２ １

４８ ４６ ４４

４０ ３８

３２

图２４

下边再介绍一种完全不同的方法，它既能排列出“洛书”型幻方，又能排列出与“洛书”不同

的许多同阶幻方。由于这一方法目前还找不到先例，所以暂称它为“轴对称有序配位法”。为

了说明它能排列出“洛书”型幻方，这里仍以７阶幻方为例，具体方法如下：
首先把狀２（狀＝７）个自然数１、２、３、⋯、４９排列成７×７的自然方阵（图２６）。再把图中每

个数给出位置标号，例如“１”在图中第１行第１列的位置，位置标号是
犎１
犔１
；“２”这个数是在第

１行、第２列，位置标号是
犎１
犔２
；⋯以此类推，数９是

犎２
犔２
。由左上到右下对角线上７个数是

５



１、９、１７、２５、３３、４１、４９，它们的位置标号则是
犎１
犔１
、犎２
犔２
、犎３
犔３
、犎４
犔４
、犎５
犔５
、犎６
犔６
、犎７
犔７
。

这条对角线上各数的位置标号是行代号与列代号的数码相同，而且任意阶自然数方阵的这条

对角线上各数的位置标号都是如此。本方法中的轴就是用的这个特性。为了运作方便，去掉

标号中的字母，规定左上为行代号，右下为列代号，图２７就是７阶幻方的轴对称有序配位图。

轴是中间一行，即１
１
、２
２
、３
３
、４
４
、５
５
、６
６
、７
７
。由下向上递增是为了使结果与“洛书”型

幻方的方位相同。采用由上到下递增，或把轴放在中间列的位置都可得出相同的结果，只是方

位不同。作一个旋转就会得到方位也相同的幻方。什么叫有序配位呢？图中与１
１
对称位置

上各数的位置标号左右分别是７
２
２
７
、６
３
３
６
、５
４
４
５
；在２

２
的左右对称上则是１

３
３
１
、７
４

４
７
、６
５
５
６
。就是说每个对称位置上的位置标号都是行列互异，全图都是如此。它们是怎样

排出来的呢？这就是由“有序”来决定。这个“序”就是行标号，是由左向右递增，到边缘后再返

到最左继续向右递增（７的右边是１而不是８）；列标号则是由右向左递增，到边缘后返回最右，
再向左递增（７的左边是１而不是８）。关键是保证中间行的位置标号都是行列相同。

１ ８ １５ ２２ ２９ ３６ ４３

２ ９ １６ ２３ ３０ ３７ ４４

３ １０ １７ ２４ ３１ ３８ ４５

４ １１ １８ ２５ ３２ ３９ ４６

５ １２ １９ ２６ ３３ ４０ ４７

６ １３ ２０ ２７ ３４ ４１ ４８

７ １４ ２１ ２８ ３５ ４２ ４９

图２６

４

３

５

２

６

１

７

７

１

６

２

５

３

４
３

２

４

１

５

７

６

６

７

５

１

４

２

３
２

１

３

７

４

６

５

５

６

４

７

３

１

２
１

７

２

６

３

５

４

４

５

３

６

２

７

１
７

６

１

５

２

４

３

３

４

２

５

１

６

７
６

５

７

４

１

３

２

２

３

１

４

７

５

６
５

４

６

３

７

２

１

１

２

７

３

６

４

５
图２７

２４ ３０ ３６ ４９ ６ １２ １８

１６ ２２ ３５ ４１ ４７ ４ １０

８ ２１ ２７ ３３ ３９ ４５ ２

７ １３ １９ ２５ ３１ ３７ ４３

４８ ５ １１ １７ ２３ ２９ ４２

４０ ４６ ３ ９ １５ ２８ ３４

３２ ３８ ４４ １ １４ ２０ ２６

图２８

有了这个轴对称位置标号图，再把所有位置标号还原成它在

自然方阵中所代表的数，就得到图２８。它是与图２３和图２５
完全相同的７阶“洛书”型幻方。它是怎样还原成数的呢？直观
办法就是根据位代号在自然方阵中去找。比如左上角的位置标

号是４
３
，即４行３列，自然方阵中４行３列的数是２４；右上角的

位置标号是３
４
，即３行４列，自然方阵中３行４列的数是１８。如

此逐个落实就是图２８的７阶幻方。这样运作，在排列较大阶数
幻方时实在太麻烦。因为它必须有一个自然方阵，再逐个找出填好，既麻烦，又容易失误，只要

错一个数，其结果就必然不是幻方，而且不易发现和校正。有效的方法是在排出标号图之后，

６此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



可以直接计算出每个行列标号代表的数。这个计算公式是：行标号减１，乘以阶数狀，再加列

标号。可以这样表示：（犎狓－１）狀＋犔狔。仍以左上角的
犎４
犔３
为例，这里的犎狓 是犎４、犔狔是犔３，

即（４－１）×７＋３＝２４；左下角是５４
，即（５－１）×７＋４＝３２。使用这一方法排列大幻方时，直

接计算出各数，就免去了在一个大图中去找某个数的麻烦。

这个计算公式不仅可以计算出用行、列标号代表的每一个数，而且用它还可以证明用本方

法排列出的任意奇数阶幻方都是正确的。即用它可以证明每行、每列和两对角线狀个数之和

犛＝狀
（狀２＋１）
２
都相等。证明方法如下：

从图２７可知，每列的行代号都是从左到右递加１为１、２、３、⋯、狀（这里狀是７），列代号

则是从右到左递加１为１、２、３、⋯、狀（这里狀是７），所以行或列代号总和都等于
（１＋狀）×狀

２ ＝

（１＋７）×７
２ ＝２８。因为每个数都等于行代号减１再乘以狀后加列代号，因而要计算全列（或

行）狀个数之和时，就是从列（或行）的行代号总和
（１＋狀）狀
２
中减去狀个１即狀以后再乘以狀，

然后再加上狀个列代号的总和
（狀＋１）狀
２
。所以全列（或行）的总数就为 （狀＋１）狀

２ －［ ］狀狀＋
（狀＋１）狀
２ ＝狀

３－狀２
２ ＋狀

２＋狀
２ ＝狀

３＋狀
２
，这正好是幻方的幻和犛。

再观察图２７的两条对角线，左上右下对角线的行代号都是４。这个４也是狀＋１２
。又因

为是狀个４，所以行代号总和也是
（狀＋１）狀
２
；列代号则是１、２、３、⋯、狀（这里是７），共狀项。所

以，它们的总和也是（１＋狀）狀
２
。因此，这条对角线狀个数之和也是犛＝

（１＋狀）狀
２ －［ ］狀狀＋

（狀＋１）狀
２ ＝狀

３＋狀
２
。从右上到左下的对角线与它相反，行代号是１、２、３、⋯、狀（这里是７），列

代号都是（狀＋１）
２
（这里是７＋１

２ ＝４）。所以这条对角线上狀个数之和犛＝
（狀＋１）狀
２ －［ ］狀狀＋

（狀＋１）狀
２ ＝狀

３＋狀
２
。

为了使这一证明更形象，这里再以一个稍大一些的１３阶幻方排列为例。图２９是轴对称
有序配位图。从图中可以清楚地看到，每行、每列的行列代号都是１、２、３、⋯、１３这１３个连续

数。１３是幻方的阶数狀。所以，每行、每列的行列代号总和都是
（１＋１３）×１３

２
，每行、每列的幻

和犛＝
（１＋狀）狀
２ －［ ］狀狀＋（１＋狀）狀２ ＝狀

３＋狀
２ ＝１３

３＋１３
２ ＝１１０５，正好是１３阶幻方的幻和犛。

再看两条对角线，它们的情形和７阶幻方是一致的：左上右下对角线行代号都是７，也是狀＋１２

＝１３＋１２
，它们的和也是（１＋狀）狀

２
，列代号是１、２、３、⋯、狀（这里是１３），它们的总和也是

７



（１＋狀）狀
２
。这条对角线狀（这里是１３）个数的总和犛＝

（１＋狀）
２ －［ ］狀狀＋（１＋狀）狀２ ＝狀

３＋狀
２ ＝

１１０５。另一条对角线也是如此，不赘述。由这一证明可以得出如下结论：对一个正方阵，当每

行每列和两对角线的行代号之和等于列代号之和且等于狀（狀＋１）
２
时，它必是一个幻方。

７

６

８

５

９

４

１０

３

１１

２

１２

１

１３

１３

１

１２

２

１１

３

１０

４

９

５

８

６

７
６

５

７

４

８

３

９

２

１０

１

１１

１３

１２

１２

１３

１１

１

１０

２

９

３

８

４

７

５

６
５

４

６

３

７

２

８

１

９

１３

１０

１２

１１

１１

１２

１０

１３
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图２９

以上介绍了三种任意奇数阶幻方的排列方法。三种不同的方法可以排列出完全相同的结

果。第三种方法轴对称有序配位法已被证明适用任意奇数阶幻方的排列。既然前两种方法所

得结果与第三种方法完全相同，可以推想它们也都适用任意奇数阶幻方的排列。以上方法排

列出来的幻方都称为“洛书”型幻方，是因为它们的结构特征与“洛书”完全相同。而用轴对称

有序配位法还可以排列许多与“洛书”型幻方结构特征不同的幻方，只是采用的“序”不同。稍

后将具体介绍这一方法所排出的非“洛书”型幻方。

什么是“洛书”型幻方的结构特征呢？幻方最基本的结构特征是每行、每列和两条对角线

上狀个数之和都等于同一数。“洛书”型幻方除了这一基本特征外还有许多可视为神奇的结
构特征。通过对这些特征的研究，结合以上介绍的三种排列方法可以总结出一个排列“洛书”

型幻方的通用公式。使用这个公式可以比上述三种方法更加简单、准确地排列出任意奇数阶

“洛书”型幻方。“洛书”型幻方的结构特征有以下几个。

（一）对称结构

“洛书”型幻方具有多种类、多方向、多层次的对称。
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８４ ９６１０８１２０１３２１４４１６９１２ ２４ ３６ ４８ ６０ ７２

７０ ８２ ９４１０６１１８１４３１５５１６７１０ ２２ ３４ ４６ ５８

５６ ６８ ８０ ９２１１７１２９１４１１５３１６５ ８ ２０ ３２ ４４

４２ ５４ ６６ ９１１０３１１５１２７１３７１５１１６３ ６ １８ ３０

２８ ４０ ６５ ７７ ８９１０１１１３１２５１３７１４９１６１ ４ １６

１４ ３９ ５１ ６３ ７５ ８７ ９９１１１１２３１３５１４７１５９ ２

１３ ２５ ３７ ４９ ６１ ７３ ８５ ９７１０９１２１１３３１４５１５７

１６８１１ ２３ ３５ ４７ ５９ ７１ ８３ ９５１０７１１９１３１１５６

１５４１６６ ９ ２１ ３３ ４５ ５７ ６９ ８１ ９３１０５１３０１４２

１４０１５２１６４ ７ １９ ３１ ４３ ５５ ６７ ７９１０４１１６１２８

１２６１３８１５０１６２ ５ １７ ２９ ４１ ５３ ７８ ９０１０２１１４

１１２１２４１３６１４８１６０ ３ １５ ２７ ５２ ６４ ７６ ８８１００

９８１１０１２２１３４１４６１５８ １ ２６ ３８ ５０ ６２ ７４ ８６

图２１０

１．以数和相等展示的对称
（１）横轴两侧全体数之和等于纵轴两侧

全体数之和，且等于狀
４－狀３＋狀２－狀

２
，这为

总体对称。

（２）一条对角线两侧各数的总和等于另
一条对角线两侧各数的总和，且等于

狀４－狀３＋狀２－狀
２

，这也为总体对称。

（３）横轴两侧各数之和相等，且等于

狀４－狀３＋狀２－狀
４

。

（４）纵轴两侧各数之和相等，且等于

狀４－狀３＋狀２－狀
４

。

（５）任意与横轴对称的两列各数之和等
于任意与纵轴对称的两行各数的和，且等于狀３＋狀。
（６）任意与中心数（两对角线共用的数）对称的两数之和相等，且等于狀２＋１。
（７）如果把中间行和中间列视为纵横坐标组成的直角坐标系，那么，第一象限的各偶数加

第三象限的各偶数总和，等于第二角限和第四象限各偶数的总和，且等于狀
４－１
８
。

（８）第一象限各奇数加第三象限各奇数总和等于第二象限加第四象限各奇数总和，且等于

狀４－４狀３＋４狀２－４狀＋３
４

。

２．以数的奇偶性展示的对称
任一“洛书”型幻方的四边中点都是由１、狀、狀２、狀（狀－１）＋１四个数组成。以这四点为顶

点的菱形内全部是奇数，四角的四个全等三角形内则全是偶数。如果把整个图形视为横轴和

纵轴组成的直角座标系，则每个象限的奇数区和偶数区都是一个三角形。因而有以下对称关

系：

（１）四个偶数区对于中心、两对角线、横轴、纵轴都是两两对称的；
（２）四个奇数区对于中心、两对角线、横轴、纵轴也都是两两对称的；
（３）图中四个象限内任一奇数，它的中心对称位置，对角线对称位置，横轴对称位置，纵轴

对称位置都是奇数；

（４）图中任意偶数，它的中心对称位置，对角线对称位置，横轴对称位置和纵轴对称位置都
是偶数；

（５）图中任意数（包括两中轴线上的数）与中心数对称的位置全部奇、偶同性。
（二）等差数列结构

任意阶“洛书”型幻方内，每行、每列、两对角线和与两对角线平行的各线上，凡有两个以上

奇数或偶数必成等差数列。即便是两个奇数或偶数，它们的差也等于与其平行数列的公差。

（１）横轴和与它平行的各列的等差数列的公差是狀－１，偶数分成左、右两部分，但是统一

９



的等差数列。

（２）纵轴和与它平行的各行的等差数列的公差是狀＋１，偶数分成上下两部分，但是统一的
等差数列。

（３）左上右下对角线和与它平行的斜线上的等差数列的公差是２，对角线上两个数列混合
排列构成以中心数为中项的连续数列。

（４）右上左下对角线和与它平行的斜线上的等差数列公差是２狀，对角线上两个数列混合
排列构成以中心数为中项的公差为２狀的数列。
“洛书”型幻方的这些结构特征不仅非常神奇、奥妙、有趣，而且有着超越数学本身的内涵。

“洛书”是《周易》基本图形之一，除它以外，《周易》还有“先天太极图”、“伏羲八卦方位图”、“六

十四卦方圆图”和“伏羲六十四卦次序横图”等。这些图形分别以图、符号和数三种形式展示一

个共同的内涵———对称。“先天太极图”是以图和符号两种形式展示对称：外周的八卦是以卦

爻符号展示对称，即与中心对称的任意两爻都是阴阳互异的；中间的阴阳鱼则是以图展示对

称，图中任意与中心对称的两点都是黑白互异的；在图中作任意与中心对称的曲线，图形也必

然是黑白互异。“六十四卦方圆图”中的方图和圆图都是卦爻符号展示的中心对称，即任意与

中心对称的两爻都是阴阳互异。“伏羲六十四卦次序横图”则是以阴阳（黑白）展示的轴对称，

即与中轴对称的任意两爻都是阴阳（黑白）互异。而“洛书”则是以数的和与数的奇、偶性展示

的对称。从总体来看，这些图形是以不同形式向人们展示宇宙间一切事物一个共同存在的形

式———对称。反映在哲学上就是对立统一或相反相成。

“洛书”型幻方的这些结构特征为发现幻方排列的万能公式创造了条件。图２１１就是根
据这些结构特征设计的一个排列“洛书”型幻方的万能公式。使用它不仅可以排列出任意奇数

阶幻方，排列准确无误，而且排列速度之高可以达到让人难以置信的程度。这个公式是怎样设

计出来的呢？它是在大量的排列实践中总结出来的。首先是“洛书”型幻方结构特征的陆续发

现，特别是一些大型幻方的排列，比如１０１阶、１１３阶，它们的对称数列结构更加明显，奇、偶数
分区分布也更为明显，特别重要的是四边中点总是１、狀、狀２、狀（狀－１）＋１。发现这四个关键

数，是能完成公式的突破点。这个公式四边的边码都是狀＋１
２
，是四边的中间格位置。图中的

虚线是表示这个图可以任意伸缩，狀可取任意奇数。图中最下一列中间格是１，向左上递加的
奇数等差数列与左上右下对角线平行，根据结构特征它是公差为２的等差数列，且到最左边第
一行的中间格狀为止；与它平行的是由最右边一行中间上一格２开始的连续偶数数列，它的
公差当然也是２，直到最上一列中间右一格为狀－１止；从狀开始向右上是狀、３狀、５狀、⋯、狀２，
它是公差为２狀的等差数列，它也有结构特征，凡平行于右上左下对角线的都是由公差为２狀
的等差数列组成；和它平行的是由最下一列中间右一格２狀开始直到最右一行中间下一格的狀
（狀－１）为止的等差数列，它们是２狀、４狀、６狀、⋯、（狀－１）狀，也是公差为２狀的等差数列。这就
是图２１１中的全部数字。
怎样应用这个公式排列出任意奇数阶“洛书”型幻方呢？这里仍以较小的１１阶幻方的排

列为例说明它的使用方法。

首先画出１１×１１的正方格，每边的中间格的位置是狀＋１２
（这里是１１＋１

２ ＝６），即每边的第

６格是中间格。为了显示公式中的数字，用黑体字在最下列的第６格中填写１，由１向左上填

０１



图２１１

写连续奇数，１１正好落在最左行中间格；由１１向右上是公差为２狀的等差数列，即狀、３狀、５狀、
⋯、狀２（狀２＝１１×１１＝１２１），正好落在最上列中间格；１的右侧是２狀，由２狀向右上也是公差为

２狀的等差数列，它们是２狀、４狀、⋯、（狀－１）狀，（狀－１）狀＝（１１－１）×１１＝１１０，它落在最右行中
间下１格；中间上１格是２，由２向左上是公差为２的等差数列，即连续偶数，狀－１落在狀２的
右边。这就是图２１２中的全部黑体字，它是公式中的所有数字。有了它再根据“洛书”型幻方
的结构特征，横向各列都是以公差为狀－１的奇、偶数数列组成，因此，从每个黑体字向右连续
递加狀－１＝１１－１＝１０，奇数遇到偶数止；偶数到最右边再返向最左边，直到遇到奇数止。把
图中所有格子填满，就得到要排列的１１阶“洛书”型幻方。使用这个公式，一个有１２１个数参
与排列的１１阶幻方，大约用书写速度就可以完成。为什么说可以用书写速度完成呢？因为在
完成黑体字时是四个等差数列。即连续奇数１、３、⋯、１１，连续偶数２、４、６、８、１０，它们是完全可
以用书写速度完成的。另两个等差数列１１、３３、５５、⋯、１２１和２２、４４、⋯、１１０，也可以用书写速

１１



６０ ７０ ８０ ９０１００１２１１０ ２０ ３０ ４０ ５０

４８ ５８ ６８ ７８ ９９１０９１１９ ８ １８ ２８ ３８

３６ ４６ ５６ ７７ ８７ ９７１０７１１７ ６ １６ ２６

２４ ３４ ５５ ６５ ７５ ８５ ９５１０５１１５ ４ １４

１２ ３３ ４３ ５３ ６３ ７３ ８３ ９３１０３１１３ ２

１１ ２１ ３１ ４１ ５１ ６１ ７１ ８１ ９１１０１１１１

１２０ ９ １９ ２９ ３９ ４９ ５９ ６９ ７９ ８９１１０

１０８１１８ ７ １７ ２７ ３７ ４７ ５７ ６７ ８８ ９８

９６１０６１１６ ５ １５ ２５ ３５ ４５ ６６ ７６ ８６

８４ ９４１０４１１４ ３ １３ ２３ ４４ ５４ ６４ ７４

７２ ８２ ９２１０２１１２ １ ２２ ３２ ４２ ５２ ６２

图２１２

度完成，除黑体字外的全部数字都是在上述黑体字

的右侧连续加狀－１＝１１－１＝１０，显然用不着计
算，也是可以用书写速度完成的。如果没有掌握排

列方法（这里介绍的４种方法或别的方法），排列成

１１阶幻方的希望几乎是零。为什么这样说呢？它
可以用数学方法来证明。用１２１个数可以排列出
多少个１１阶方阵（包括幻方和非幻方）呢？显然这
是一个排列问题。即由１２１个不同元素进行全排
列它可排列成的不同的“一”字长蛇阵是犘１２１＝
犃１２１１２１＝１２１！（１２１！≈８１×１０２００），而每条“一”字
长蛇阵又要截成相等的１１段再排成１１阶方阵又
有犘１１＝犃１１１１＝１１！≈３９９×１０７，可排成的１１阶方
阵的总数犘１２１×犘１１≈８１×１０２００×３９９×１０７≈３２

１８０１９８２１６２３４２５２２７０２８８３０６３２４３６１１８ ３６ ５４ ７２ ９０１０８１２６１４４１６２

１６０１７８１９６２１４２３２２５０２６８２８６３２３３４１３５９１６ ３４ ５２ ７０ ８８１０６１２４１４２

１４０１５８１７６１９４２１２２３０２４８２８５３０３３２１３３９３５７１４ ３２ ５０ ６８ ８６１０４１２２

１２０１３８１５６１７４１９２２１０２４７２６５２８３３０１３１９３３７３５５１２ ３０ ４８ ６６ ８４１０２

１００１１８１３６１５４１７２２０９２２７２４５２６３２８１２９９３１７３３５３５３１０ ２８ ４６ ６４ ８２

８０ ９８１１６１３４１７１１８９２０７２２５２４３２６１２７９２９７３１５３３３３５１ ８ ２６ ４４ ６２

６０ ７８ ９６１３３１５１１６９１８７２０５２２３２４１２５９２７７２９５３１３３３１３４９ ６ ２４ ４２

４０ ５８ ９５１１３１３１１４９１６７１８５２０３２２１２３９２５７２７５２９３３１１３２９３４７ ４ ２２

２０ ５７ ７５ ９３１１１１２９１４７１６５１８３２０１２１９２３７２５５２７３２９１３０９３２７３４５ ２

１９ ３７ ５５ ７３ ９１１０９１２７１４５１６３１８１１９９２１７２３５２５３２７１２８９３０７３２５３４３

３６０１７ ３５ ５３ ７１ ８９１０７１２５１４３１６１１７９１９７２１５２３３２５１２６９２８７３０５３４２

３４０３５８１５ ３３ ５１ ６９ ８７１０５１２３１４１１５９１７７１９５２１３２３１２４９２６７３０４３２２

３２０３３８３５６１３ ３１ ４９ ６７ ８５１０３１２１１３９１５７１７５１９３２１１２２９２６６２８４３０２

３００３１８３３６３５４１１ ２９ ４７ ６５ ８３１０１１１９１３７１５５１７３１９１２２８２４６２６４２８２

２８０２９８３１６３３４３５２ ９ ２７ ４５ ６３ ８１ ９９１１７１３５１５３１９０２０８２２６２４４２６２

２６０２７８２９６３１４３３２３５０ ７ ２５ ４３ ６１ ７９ ９７１１５１５２１７０１８８２０６２２４２４２

２４０２５８２７６２９４３１２３３０３４８ ５ ２３ ４１ ５９ ７７１１４１３２１５０１６８１８６２０４２２２

２２０２３８２５６２７４２９２３１０３２８３４６ ３ ２１ ３９ ７６ ９４１１２１３０１４８１６６１８４２０２

２００２１８２３６２５４２７２２９０３０８３２６３４４ １ ３８ ５６ ７４ ９２１１０１２８１４６１６４１８２

图２１３

×１０２０８，它是一个有２０９位的数。不妨将它与一个天文数字进行比较，用现代技术可以测量出
半径的质子（构成原子核的带正电荷的基本粒子）无缝隙的塞满可观察宇宙（半径为１３０亿光
年）需要的质子数约为４６×１０１２４。也就是说把１１阶方阵刻在质子的表面上（每粒质子表面

刻一个１１阶方阵），它的数量还要填满３２×１０
２０８

４６×１０１２４≈６９×１０
８３个可观察宇宙。如果说１１阶方
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