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前  言 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

群是抽象代数中最早的而且是最基本的一个代数系统 .它也

是现代数学中一个极其重要的概念 .群论不仅在数学的各个分支

有广泛的应用 ,而且在许多现代科学 ,诸如结晶学、理论物理、量子

力学以及密码学、系统科学、数理经济等领域 ,群的理论和方法也

有很多应用 .

有限群论是群论的基础部分 ,也是群论中应用最为广泛的一

个分支 .近年来 ,随着有限群理论的迅速发展及其应用的日益增

多 ,有限群论已经成为现代科技的数学基础之一 ,是一般科技工作

者乐于掌握的一个数学工具 .

目前 ,国内外关于群论的著作及教材很多 ,但大都为篇幅较大

的专著 .本书则以较少的篇幅介绍有限群理论及其表示论的基本

概念及结论 .书中给出较多的例子 ,通过这些例子能帮助读者理解

概念 ,掌握群论的一些基本方法 .

书中附有大量习题 ,这些习题不仅能帮助读者巩固所学的内

容 ,基本技能得到训练 ,并且补充了有限群论的一些基本结论 .

作者在北京大学讲授有限群论课程时 ,曾出版过《有限群论基

础》(北京大学出版社出版 , 1986 年 )一书 .本书是在此书基础上进

一步修改而成 ,可以作为开设一学期有限群论课程的教材 .

置换群是一类计算方便 ,应用极为广泛的有限群 .本书对置换

群的初步理论做了较详细的介绍 .

鉴于群表示论对群论本身的重要性以及在其他学科的广泛应

用 .本书最后一章介绍了有限群表示论的基本理论 .如果作为一个
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学期课程的教材而学时不够的话 ,这一章可以不必讲授 .

为了适应广大读者的需要 ,使更多的读者能接受 ,阅读本书的

读者不需要学习过抽象代数或类似的课程或有关书籍 .

对于有兴趣研究群论的读者 ,本书可作为入门教材 .使读者对

有限群及其表示理论有初步了解 ,得到初步训练 ,初步掌握群论方

法 ,为进一步学习群论打好基础 .对其他专业的读者及科技工作

者 ,书中内容包含了足够应用的有限群及其表示论的基本概念及

理论 .

限于作者水平 ,书中难免有疏漏错误之处 ,衷心希望读者批评

指正 .

作  者

2002 年 3 月于北京大学
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第1章  基 本 概 念

这一章介绍群的定义和一些基本概念及性质 .并在 1 .2 节中

详细介绍置换和置换群的概念 ,作为进一步研究一般群和置换群

的基础 .

1 .1  群 的 概 念

1  群的定义

  定义1  设 G是一个非空集合 ,在 G中定义了一种代数运算 ,

称为乘法 ,记作“·”.即对于 G中任意两个元素 a , b, 都唯一确定

G中一个元素 a· b,称为 a, b的乘积 .如果 G对这种运算满足下

面几个条件 :

1) 结合律  对 G中任意 3 个元素 a, b, c,都有

( a· b)· c = a· ( b· c) ;

  2) 单位元素的存在  G中存在一个元素 e,对于 G中任意元

素 a ,都有

e· a = a· e = a;

  3) 逆元素的存在  对于 G中任一个元素 a ,都可找到 G中一

个元素 a
- 1

,使得

a- 1 · a = a· a- 1 = e,

那么 G就称为一个群 .元素 e称为 G的单位元素 , a- 1称为 a的逆

元素 .
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定义 2  如果群 G还满足 :

4) 交换律  对于 G中任意两个元素 a , b,都有

a· b = b· a,

那么 G就称作一个交换群或阿贝尔群 .

如果群 G的运算不满足交换律 ,则称 G为非交换群 .

为了简便起见 ,在不致混淆的情况下 ,我们常用 ab表示 a 与

b的乘积 .

有时候 ,有些交换群的运算用加法表示 ,记作“ +”, a + b称为

a与 b的和 .那么条件 1)～4)就成为 :

1′) 结合律  对 G中任意 3 个元素 a, b, c,都有

( a + b) + c = a + ( b + c) ;

  2′) 零元素的存在  G中存在一个元素 0 ,对于 G中任一个元

素 a,都有

0 + a = a + 0 = a;

  3′) 负元素的存在  对于 G中任一个元素 a ,都可找到 G中

一个元素 - a,使得

( - a) + a = a + ( - a) = 0 ;

  4′) 交换律  对于 G中任意两个元素 a , b,都有

a + b = b + a .

0 称为 G的零元素 , - a称为 a 的负元素 .

2  群的例子

例 1  全体整数所成的集合Z 对于数的加法成一交换群 .因

为Z对数的加法满足条件 1′)～4′) ,群Z 的零元素就是整数 0 ,整

数 n的负元素就是 - n .

同样地 ,全体有理数所成集合Q ,全体实数所成集合R ,全体

复数所成集合C ,对于数的加法也都成为交换群 .
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例 2  全体非零有理数Q * ,全体非零实数R * ,全体非零复数

C
*
对数的乘法都构成交换群 .

但是全体非零整数对数的乘法不构成群 , 因为不满足条件

3) .全体正整数对数的加法也不构成群 ,因为不满足条件 2)及 3 ) .

例 3  n是一个正整数 .全部 n次单位根所成集合 U n 对于数

的乘法组成一个交换群 .

例 4  用 Mn , m ( R ) 表示全部 n× m 实矩阵所成的集合 .

Mn, m ( R )对矩阵的加法构成一个交换群 .

例 5  F是一个域 ,用 GLn ( F)表示 F上全部 n 阶可逆矩阵所

成的集合 .GLn ( F)对矩阵的乘法构成一个群 ,称为 F上 n 级一般

线性群 .当 n≥2 时 , GLn ( F)是非交换的 .

例 6  用 SLn ( F)表示域 F上全部行列式等于 1 的矩阵组成

的集合 .SLn ( F)对矩阵的乘法构成一个群 ,称为 F上 n 级特殊线

性群 .当 n≥2 时 , S Ln ( F)是非交换的 .

例 7  设 V 是域 F 上一个 n 维线性空间 ,用 GLn ( V )表示 V

的全部可逆线性变换所成的集合 .GLn ( V)对变换的乘法构成一个

群 .当 n≥2 时 ,这个群是非交换的 .

例 8  设 F是一个域 , F对 F 的加法构成一个交换群 .F中非

零元素的集合 F
*
对 F的乘法也成为一个交换群 .

例 9  设 V 是域 F 上一个线性空间 .V 对向量的加法构成一
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个交换群 .

例 10  设 G = { a, b, c, d} .用下列乘法表定义 G的运算 :

a b c d

a a b c d

b b a d c

c c d a b

d d c b a

表中第 i行第 j 列处的元素表示左边的第 i 个元素与表上边第 j

个元素之积 .例如 ,上表说明

a· a = a,  b· c = d,

等等 .

请读者自己验证 G对这个运算构成一个交换群 .

用乘法表来给出一个群是常常采用的方法 ,我们在以后还会

遇到 .

3  简单性质

从群的定义 ,可以推出下面的一些性质 :

1) 群中单位元素是唯一的 .

证明  设 G是一个群 , e是 G的单位元素 .如果 e′也是 G的单

位元素 ,那么 ,因为 e是单位元素 ,所以

e· e′= e′.

又因 e′也是单位元素 ,所以

e· e′= e .

因此 ,必须有
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e′= e,

所以 G的单位元素是唯一的 .x

2) 在群中 ,每个元素只有一个逆元素 .

证明  设 a是群 G中的一个元素 , e是 G的单位元素 , a
- 1
是

a的逆元素 .如果 a′也是 a 的逆元素 ,那么 ,根据逆元素的定义 ,有

( a′· a) a
- 1

= e· a
- 1

= a
- 1

,

a′· ( a· a- 1 ) = a′· e = a′.

由结合律 ,即得

a′= a- 1 .

所以逆元素是唯一的 .x

由逆元素的唯一性 ,可得

3) ( a
- 1

)
- 1

= a .

4 ) 群中消去律成立 ,即 :如果 ab= ac,则有 b= c;如果 ba= ca,

则有 b= c .

证明  设 ab= ac .用 a - 1左乘等式两端 ,得

a
- 1

( ab) = a
- 1

( ac) .

于是

( a
- 1

a) b = ( a
- 1

a) c .

从而

eb = ec,  b = c .

  同样可证第二个等式 .x

51 .1  群 的 概 念
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5) 在群中 ,对于任意两个元素 a, b,方程

a x = b  及  y a = b

都有解 ,而且解是唯一的 .

证明  显然 ,元素 a
- 1

b及 ba
- 1
分别是这两个方程的解 ,解的

唯一性可由消去律得出 .x

需要注意的是 ,因为群中交换律不一定成立 ,所以上面两个方

程的解一般是不相等的 ,只有在 a与 b可交换 ,即 ab = ba时 ,这两

个解才相等 .

对于群中一个元素 a,我们把 n( n > 0 )个 a相乘所得的元素记

作 a
n
,即

a· a·⋯· a= a
n

.

n个   

对于负整数 - n( n > 0 ) ,规定

a- n = ( a- 1 ) n ,

并约定 a0 表示群的单位元素 .an ( n为任意整数 )称为 a的方幂 .根

据结合律 ,可知

6) 群中指数律成立 ,即

an· am = an + m , n, m为任意整数 ;

( a
n
)

m
= a

n m
, n, m为任意整数 .

如果 ab= ba,则有

( ab)
n

= a
n
b

n
, n为任意整数 .

如果所讨论的群是交换群 ,而且群的运算用加法表示 ,那么 ,

上面的一些性质可以叙述为 :
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1′) 群中只有一个零元素 .

2′) 在群中 ,每个元素只有一个负元素 .

3′) - ( - a) = a .

以后 ,常用 a - b表示 a + ( - b) .

4′) 如果 a+ b= a + c,则有 b= c .

5′) 对于任意两个元素 a, b,方程

a + x = b

有唯一解 x = b - a .

对于加法交换群来说 ,一个元素的方幂就是这个元素的倍数 .

当 n> 0 时 ,我们用 na表示 n个 a 相加所得之和 ,即

a + a +⋯ + a= na .

n个   

规定

( - n) a = - ( n a) ,

并约定 0 a表示群的零元素 .于是下列倍数律成立 :

6′) na+ ma = ( n + m) a,  n, m为任意整数 ;

m( na) = mna,  n, m为任意整数 ;

n( a + b) = na + nb,  n为任意整数 .

4  阶

定义3  如果群 G包含的元素个数有限 ,则称 G为有限群 .否

则称 G为无限群 .有限群 G所包含的元素个数称为 G的阶 .

定义 4  设 a 是群 G 中一个元素 ,如果存在正整数 k 使得

ak = e,则 a称为有限阶元素 .满足 ak = e的最小正整数 k 叫做 a 的

阶 .如果不存在正整数 k使得 a k = e,则 a称为无限阶元素 .

定义中的条件 a
k

= e在加法群时应改为 ka = e .以后我们只讨
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论乘法群 ,而对加法群的情形就不另外说明了 .

例如 ,在前面所举的群例中 ,例 3 中的群的阶等于 n;例 10 中

的群的阶等于 4;其余的群 ,除例 8 外 ,都是无限群 .至于例 8 中的

群则要根据域 F来决定 :当 F 是无限域时 ,加法群 F及乘法群都

是无限群 .当 F是有限域时 ,加法群 F的阶等于 F 中元素数 | F | ;

而乘法群 F
*
的阶 | F

*
|等于 | F | - 1 .

在例 1 中 ,除去零元素的阶等于 1 外 ,其他元素都是无限阶元

素 .在例 10 中 ,单位元素 a是 1 阶元素 ,其他元素的阶都等于 2 .

从定义可以看出 ,在一个群中 ,单位元素 (零元素 ,如果是加法

群 )是唯一的一个 1 阶元素 .

我们以后主要讨论有限群 .有限群中的元素一定都是有限阶

元素 .这个事实可以这样来证明 ,设 a是有限群 G中一个元素 .考

虑下列元素

a, a
2

, a
3

,⋯ .

由于 G是一个有限群 ,所以这些元素中一定有相同的 .即有正整

数 k1 < k2 ,使得

a
k
1 = a

k
2 .

于是

ak
2

- k
1 = e,   k2 - k1 > 0 .

根据定义 , a是一个有限阶元素 .

如果一个群中的所有元素都是有限阶元素 ,那么这个群称为

周期群 .有限群一定是周期群 .

关于元素的阶有下述重要性质 .

定理 1  如果 a是群 G的一个 k 阶元素 , e是 G 的单位元素 .

那么

1) al = e� k | l;

2) a
l

= a
m
� k| l - m .

8 第 1章  基 本 概 念



如果 a是一个无限阶元素 ,那么

a
l

= a
m
� l = m .

证明  1) 如果 k | l ,那么可设 l = kd , d是一个整数 .

于是

a
l

= a
k d

= ( a
k
)

d
= e

d
= e .

反之 ,如果 k� l ,可设

l = k d + r,  0 < r < k .

于是

a
l

= a
k d + r

= a
k d
· a

r
= e· a

r
= a

r
≠ e .

  2) 因为

a
l

= a
m
� a

l - m
= e,

故由 1)即得

a
l

= a
m
� k | l - m .

  关于无限阶元素的结论可以从定义直接得到 .x

关于群及元素的阶还有一些重要的性质 .请读者参考本章

习题 .

1 .2  置  换  群

置换群是一类最重要的有限群 .作为群的例子 ,这一节介绍置

换及置换群的概念 .关于置换的进一步性质 ,将在第 3 章中讨论 .

1  置换及对称群

设Ω是由 n 个文字组成的集合 :

Ω = {α1 ,α2 ,⋯ ,αn } .
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Ω到自身的一个一一映射称为 (作用于 )Ω上的一个置换 ,或 n元

置换 ,简称置换 .有时候也称为α1 ,α2 ,⋯ ,αn 的一个置换 .

设σ是Ω= {α1 ,α2 ,⋯ ,αn }上的一个置换 .用α
σ
i ( i = 1 , 2 ,⋯ , n)

表示αi 在σ下的象 ,而把σ表成

σ=
α1 α2 ⋯ αn

α
σ
1 α
σ
2 ⋯ α

σ
n

,

或者可以简单地表成

σ=
αi

α
σ
i

.

  为了简单起见 ,有时常用 1 , 2 , ⋯ , n表示Ω的 n 个元素 , 此

时 ,σ就可表成

σ=
1 2 ⋯ n

1σ 2σ ⋯ nσ
=

i

iσ
.

  因为σ是一个一一映射 ,所以 1
σ

, 2
σ

,⋯ , n
σ
是 1 , 2 ,⋯ , n的一

个排列 .两个不同的置换σ,τ所对应的排列 1σ , 2σ , ⋯ , nσ 与 1τ,

2τ,⋯ , nτ 是不同的 .而且 ,任给 1 , 2 ,⋯ , n的一个排列α1 ,α2 ,⋯ ,

αn ,都有唯一的一个置换σ使得

i
σ

= αi ,   i = 1 , 2 ,⋯ , n,

即

σ=
1 2 ⋯ n

α1 α2 ⋯ αn

.

因此 n元置换与 n元排列之间有一个一一对应 .我们知道 n元排

列一共有 n ! 个 ,所以一共有 n ! 个 n元置换 .我们用 Sn 表示这

n ! 个 n元置换所成的集合 .例如 ,一共有 6 个 3 元置换 :

σ1 =
1 2 3

1 2 3
,  σ2 =

1 2 3

1 3 2
,

σ3 =
1 2 3

3 2 1
,  σ4 =

1 2 3

2 1 3
,
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σ5 =
1 2 3

2 3 1
,  σ6 =

1 2 3

3 1 2
,

即 S3 = {σ1 ,σ2 ,σ3 ,σ4 ,σ5 ,σ6 }包含 6 个元素 .

在 Sn 中可以按照映射的乘法定义运算 .设σ,τ是 1 , 2 , ⋯ , n

的两个置换 ,那么我们规定σ与τ的乘积στ为将σ,τ连续作用 ,即

iστ = ( iσ)τ ,  i = 1 , 2 ,⋯ , n .

  例如 ,4 元置换

σ=
1 2 3 4

2 4 1 3
与τ=

1 2 3 4

2 1 4 3

的乘积为

στ =
1 2 3 4

2 4 1 3

1 2 3 4

2 1 4 3
=

1 2 3 4

1 3 2 4
.

  置换的乘法有下述一些性质 :

1) 满足结合律

(στ)ρ= σ(τρ) ,  "σ,τ,ρ∈ Sn ;

  2) n元恒等置换

e =
1 2 ⋯ n

1 2 ⋯ n

是 Sn 的单位元素

eσ= σe = σ,  "σ∈ Sn ;

  3) 每个 n元置换在 S n 中都有逆元素

1 2 ⋯ n

α1 α2 ⋯ αn

- 1

=
α1 α2 ⋯ αn

1 2 ⋯ n
.

  因此 ,我们有下面的定理 .

定理 2  n元置换全体组成的集合 Sn 对置换的乘法构成一个

群 ,称为 n元对称群 ,其阶为 n ! .

需要注意的是 ,当 n≥3 时 , Sn 是非交换的 .例如对上面例子
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