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内 容 简 介

    本书是作者在北京大学数学系多次讲授群表示论课程的基础上写成的，

详细阐述了有限群在特征不能整除其阶的域上的表示理论和特征标理论，也

介绍了紧致拓扑群的表示理论.全书共分六章，内容包括:群表示论的基本概

念和Abel群的表示;有限群的表示与群代数上的模;群的特征标;表示的张

量积，分裂域，群的直积的表示;诱导表示和诱导特征标;紧致群的线性表示.

    本书叙述开门见山，由易到难，循序渐进，条理清楚，论证严谨，讲解详

细，注意应用.各章中有许多例题，并且几乎每一节也都配有习题，较难的习

题有提示.

    本书可作为数学系研究生和高年级大学生的教材、物理系和化学系研究

生的教学参考书，还可以作为数学工作者和科技工作者进行科研工作的参考

书，也可以供学过线性代数和抽象代数的读者自学使用.



序

    群表示论，特别地，群指标(特征标)理论，是研究有限群的最

强有力的工具之一 有限群的常指标(即常特征标)首先由G.

Frobenius于1896年引进，随后G. Frobenius和W. Burnside把

有限群的常指标理论和复表示论发展到相当完善的地步.他们还

给出了有限群的常指标理论对有限群结构的应用;例如，Burnside

关于p0犷阶的群的可解性定理和Frobeniu。关于真正规子群存在

的一个充分条件.1905年，I. Schur用后人称之为Schur引理为工

具，把Frobenius和Burnside所建立起来的复杂理论做了巨大简
化.他们三人使用的方法是矩阵表示和常指标.本世纪20年代E.

Noether以有限维结合代数的结构理论为工具，用模论的观点统

一处理了有限群的常表示论和有限维半单结合代数的表示论，从

而使有限群的常表示论更为简洁、漂亮.本世纪的数学发展说明，

有限群的表示论除用于研究有限群的结构以外，在众多的数学分

支和其他自然科学分支都有重要应用.

    本世纪初，略迟于Frobenius, Burnside和Schur关于有限群

的复表示论的研究，L. E. Dickson考察了有限群的模表示论.他证

明，当素数p不整除有限群的阶时，用于研究有限群复表示的方

法无需做重大修改，即可用来讨论有限群在特征p的域上的表

示，并得到同样的结论.但是，当p整除有限群的阶时，情况截然
不同.人们把这后一情形的研究称之为有限群模表示论的研究.

1935年R. Braue，开始研究有限群的模表示论.在此后近60年
中，Brauer和他的学生们以及追随者们在模表示论上取得了丰硕

的成果，同时模表示论在有限单群的分类中也起着重要的作用.今

天模表示论仍是在蓬勃发展中的一个重要而深刻的数学分支.
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    我国有限群表示论，特别是模表示论的研究是从段学复教授

开始的，例如本世纪40年代初，他就在有限群的模表示论及其对

有限单群和线性群的应用上做出了重要贡献.他除了从事研究之

外，还曾在北京大学举办过多次群表示论讨论班，培养了许多学

生.他的讨论班大都编印了讲义，只是这些讲义未能整理成书出

版.本书作者丘维声教授在北京大学多次讲授群表示论这一课程，

在此基础上编写了这本书，内容包括有限群的常表示理论和拓扑

群表示的导引.我们欢迎这本书的出版，它将有助于群表示论在我

国的传播。希望今后更能看到有限群模表示论的专著在我国出版.

万 哲 先

1994年10月27日
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    作者在北京大学给数学系研究生多次讲授群表示论课程.

1990年作者在讲稿的基础上编写了群表示论讲义，又使用该讲义

讲了几遍.从1994年开始，把讲义修改整理，写成了这本书.

    本书内容丰富，着重阐述有限群的常表示理论，还介绍了紧致

拓扑群的表示理论.本书在内容体系的安排上开门见山，由易到
难，循序渐进，条理清楚.

    本书的第一章介绍群表示论的基本概念以及Abel群的表示.
这一章的内容除了特别指明了有限群外，其余对于有限群和无限

群都适用.

    第二章阐述有限群的常表示理论.把研究有限群的表示问题

归结为研究群代数上的模的问题，通过研究有限维半单代数的结

构解决了有限群的常表示间题.

    第三章阐述群的特征标理论.群的特征标是研究群的表示的

一个有力工具.

    第四章利用模的张量积介绍了表示的张量积;绝对不可约表
示;群的分裂域;群的直积的表示等内容.这些又是从已知的表示

构造新的表示的一些方法.

    第五章讲诱导表示和诱导特征标.这是研究群G的表示与子

群的表示之间的关系，包括Frobenius互反律;Mackey的子群定

理以及诱导特征标不可约性的判定;Clifford定理;Brauer关于诱
导特征标的定理;分裂域的进一步讨论等内容.

    第六章介绍紧致群的线性表示，包括紧致群上的不变积分;表
示的完全可约性;正交关系;关于完备性的Peter-Weyl定理等内

容.这一章讨论的群是无限群。
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    由于本书内容的上述安排，并且论证严谨、讲解详细、内容的

内在联系阐述清楚，要研究的间题的来龙去脉都有明确的交代，因

此听过作者讲课的几届研究生(包括高年级本科生)都反映群表示

论好懂好学，教学效果是好的.

    本书还特别注意介绍群表示论的应用，除了用群表示论证明

Burnside关于可解群的判定定理以及Frobenius关于真正规子群

的存在性定理(这些是用群表示论研究有限群的结构的最典型的

两个例子)以外，还用群表示论证明36。阶单群同构于交错群AGi

还决定了SU(2)和SO(3)的全部不可约复表示，它们在物理中有
重要应用.

    本书各章有许多例题，并且几乎每一节后面都配有习题，较难

的习题均有提示.

    本书可作为数学系研究生或高年级大学生的教材，讲授一个

学期，周学时3，总学时51.在目录上加*号的内容不作为教学要

求，供有兴趣的读者自学.

    本书还可供学过线性代数和抽象代数的读者自学.

    此外，作者还要特别提及:

    著名代数学家段学复院士是我国最早从事有限群表示论研究

的学者，他在有限群的模表示论上做了奠基性工作，在这一领域做

出了重要贡献.1994年是段学复院士的八十岁生日，作者在1994

年完成本书初稿，谨以此书庆贺他的八十华诞，衷心感谢他多年来

对自己的指导.

    作者衷心感谢著名代数学家万哲先院士为本书作序;衷心感

谢群表示论专家石生明教授审阅本书的初稿并且提出了许多宝贵

意见.作者还要感谢朱烈教授对本书第五章第15节提出的建议和

有益的讨论.

    本书获得北京大学教材出版基金，特向北京大学教材建设委
员会表示感谢.本书还获得北京大学1996年度研究生课程建设经

费的资助，特此向北京大学研究生院表示感谢.

    4



    本书的责任编辑刘燕副编审付出了辛勤的劳动，作者向她表

示衷心感谢.作者还要感谢北京大学出版社的邱淑清编审和刘勇

副编审对本书的出版给予的大力支持.

    作者热诚欢迎使用本书的教师和读者提出宝贵意见.

    丘 维 声

1997年2月于北京大学
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    群是认识现实世界最深刻的规律性之一— 对称性的有力武

器.譬如，一个平面图形E的对称性，可以用平面上保持图形E不

变的正交变换(旋转、反射以及它们的合成)组成的集合对于映射

的乘法形成的群来刻画，这个群称为图形E的对称群.等边三角

形比等腰三角形更对称，就是因为等边三角形的对称群的阶(即，

元素的数目)比等腰三角形的对称群的阶大.

    研究群的结构的一个重要方法是考虑群G在一个集合门上

的作用，也就是通过群G到集合0上的全变换群SW)(它由,f2到

自身的所有双射组成)的同态来研究群G的结构.这是因为同态
的核是G的正规子群，同态的像是S (o)的子群，并且它与G对于

同态核的商群同构;此外，d2内一点x的稳定子群(G中保持x不

动的元素组成的集合)是G的子群，等等.有限群理论中十分重要

的Sylow定理，就可以利用群G在适当的集合上的作用得到.
    如果把集合0换成域K上的向量空间V，去考虑群G在向量

空间V上的作用，也就是考虑群G到向量空间V上所有可逆线性
变换形成的群GL(V)的同态，那么效力会更大.这是因为这样做

除了具有群在集合上的作用的各个优点以外，还具备新的优点:域

上的向量空间有漂亮的结构，并且域K上n维向量空间V上的可

逆线性变换群GL(V)同构于域K上，级可逆矩阵形成的一般线
性群GLn(K)，而对子矩阵的各种技巧，我们已非常熟悉.

    群表示论就是研究任意给定的一个群在向量空间上作用的各
种方式.通过研究群G在各个向量空间上的作用来研究群G的结

构，是一条富有成效的途径.例如，Burnside关于pagb阶群可解的

定理和Frobenius关于真正规子群存在的一个充分条件，早在本



世纪初就用群表示论证明了，然而前者迟至1960年左右才有纯粹

群论的证法，后者则至今还没有其他证法.应当特别指出的是，群

表示论在研究有限单群的分类间题中起了重要作用.到80年代初

期，有限单群分类问题基本解决，现在正继续研究有限单群分类定

理的证明的简化，对此群表示论仍将起作用.

    群表示论还在数学的许多分支以及其他自然科学分支中有重

要应用.譬如，人们早已知道，在结晶学、量子力学、量子化学等领

域里，群表示论是一个强有力的工具.又如，在纯粹数学的分支中，

抽象调和分析本质上是群表示论.再如，在最近几十年，计算机技

术的发展日新月异，计算机在社会中迅速普及，由此引起离散数学

的勃兴，作为离散数学的重要分支组合数学，在最近几年也越来越

多地使用群表示论这一有力工具.还有，信息时代需要的编码和密

码，也要用到群表示论.可以预料，群表示论的应用范围将越来越

广泛。

    有限群的表示论与向量空间的基域K有密切关系.如果域K

的特征不能整除有限群G的阶，那么群G在域K上的向量空间

上的作用比较容易研究，结果比较简洁，人们称之为有限群的常表

示论.如果域K的特征p整除有限群G的阶，群G在域K上向量
空间上的作用变得复杂得多，人们称之为有限群的模表示论.有限

群的常表示论的研究始于1896年，由Frobenius开始研究.而有

限群的模表示论则是于1935年由R. Brauer开始研究的.限于篇

幅，本书主要阐述有限群的常表示理论.

    对于无限群的表示论的研究，需要在无限群中加进拓扑结构.
本书第六章将介绍一类无限群— 紧致拓扑群的表示理论.

    本书中凡是只对有限群适用的概念和结论都会加以指明，否
则对有限群和无限群都适用.



第一章 群表示论的基本概念

        和Abel群的表示

'1 群的线性表示的定义和例

    设V是域K上的向量空间，V上所有可逆线性变换组成的乘

法群记作GL(V).

    定义 1 设G是群，VmA{0}是域K上的向量空间.G到

GL ( V)的一个群同态p称为G在域K上的一个线性表示(简称为
G的一个K一表示或者G的一个表示).V称为表示空间(或G

模).若V是有限维的，则V的维数diMKV称为表示的次数(或维
数)，记作degsp;若V是无限维的，则称T是G的无限维表示.

    从定义1看出，群G的一个线性表示是由表示空间V和群同

态沪组成的二元组(}P, V )，它使得

              (P(g)〔GL(V)， dg〔G;

                T(gh)=叭g)p(h)， dg,hEG;

              p(e)二iv，

其中。是G的单位元，1;是V的恒等变换.由此可见，群G的一个

线性表示就是G用线性变换群GL(V)的子群来实现.这样做至少

有三个好处:(1) GL(V)的子群是具体的群，向量空间及其线性变
换的许多性质可以用上;(2)同态沪的核是G的正规子群，从而可

利用同态的核研究G的结构;(3)当甲是1次表示时，SO是G上的
函数(这一点在下面将会解释)，可以利用它来研究G的结构.

    群G的表示p称为忠实的，如果同态92的核Kerp={e};p称
为平凡的，如果Ker}p=G. G的1次平凡表示称为G的主表示或单



位表示，记作1G.

    域K上的所有n级可逆矩阵组成的乘法群称为一般线性群.

记作GL� (K)或者GL(n,K).

    定义2 群G到GL� (K)的一个群同态0称为G在域K上

的一个n次矩阵表示.

    显然，若给了群G的一个n次线性表示伸,V)，在V中取定一
个基，对于9任G，把线性变换}O(g)在这个基下的矩阵记作(D(g),
则

                        0;G~ GL� (K)，

                          g- (P(g)

是G的一个n次矩阵表示，称YD是由沪提供的.

    本书中用小写希腊字母T,0,⋯作为线性表示的符号;用大写

希腊字母o , Y" ,⋯作为相应的矩阵表示的符号(对于给定的基).

    定义3 群G在域K上的两个线性表示(P, V)和(,G,W )称为

是等价的(或同构)，如果存在向量空间的一个同构。:V --w使
得

                  o(g)=a}o(g)a"y gEG， (1)

此时记作T ti(P-

    定义4 群G在域K上的两个矩阵表示必和?称为是等价
的(记作必、少)，如果它们有相同的次数并且存在域K上一个可

逆矩阵S使得

                T(g)二S-4(g)S,  V g E G.           (2)

    设(}o, V)是群G的n次K一表示，它对于V中不同的基提供的

矩阵表示必等价(因为}P2(g)=S-4, (g) S, V gEG，这里s是第
一个基到第二个基的过渡矩阵).反之，群G的等价的矩阵表示可

看成是由G的同一个线性表示对不同基提供的.

    不难证明:群G的两个有限维线性表示等价当且仅当它们提

供的矩阵表示等价.

    下面我们来看一些重要的线性表示.

    4



    1.里换表示

    设群G在集合fl- (x�x2,...,x�}上有一个作用，即，存在

GXD到0的一个映射:(g , xi )-gx‘满足:

          (gh) xi=g (hxi )， 1i g,h E G,d xi E 0;

                ex，二 x;， Vx;任 目.

取一个域K，在所有形式和

      a,x,+azxz+⋯ 十a�x� ,  a, E K (i=1,2,...,n)

组成的集合V中规定

艺a;x‘一万bixi~ a、二b; ,‘二lf21*,*,n,

万a;xi+艺b;xi

    *艺a;x;’一

=艺(a;+b; )x;，

艺(ka; )xi，
则V成为域K上n维向量空间.我们把ox,十⋯十。x;_，十lx*十

Ox;+，十⋯十Ox。与x;等同，则((x,，二:，⋯,xn)是V的一个基.对于

gCG，规定抓g) (万a;xi )，一艺ai (gxi )，显然*(g)是V的线性
                                  r=,                   i=l

变换.设a}/-- j，假如9x; =gxi，则g-, (gx;)一g一‘(gxi )，从而(g-1动

x; = (g-, g) xi，即，ex; = exi，于是x; = xi，矛盾.因此{gxl } 9x2 9 *' * I

gxn)=0，从而(gxi , gx2 , ... , gx�)也是V的一个基，这表明抓g)是

可逆的.所以T是G到GL (V)的映射.显然抓动)=抓g)抓h),

b' g,hC-G.因此p是G在域K上的一个线性表示.称这样得到的

表示p为G的置换表示.对于这个基((xi,x2,- ,xn),p提供的矩阵

表示0使得对于每个9任G都有O(g)是置换矩阵，即每行每列恰

有一个元素是1，其余元素全为零的矩阵.

    2.有限群的正则表示

    设G是有限群，群G通过左平移作用于集合G上:(g,h)l-
动.由这个作用得到的G在域K上的置换表示称为G的正则K

                                                                                  5



表示，简称为G的正“”表示·表示空间是{黔ggI agGKsC.C 卜记作
K [G];群G的所有元素是向量空间K [G〕的一个基(根据置换表

示的定义).G的正则表示的次数等于G的阶{GI.显然，正则表示

一定是忠实的，以后我们会看到有限群的正则表示是相当重要的.

    3. 1次表示

    设V是域K上的1维向量空间，设仲,V)和仲,V)是群G的

具有表示空间V的两个1次表示.如果仲,V)与印,V)等价，则存

在向量空间V的自同构。使O(g)二。抓g)。一’，VgEG，由于1维

向量空间V的任意两个线性变换的乘法是可交换的，于是由上述

得粼g)二抓g)。一‘一抓9),V gEG，从而(L=v这说明:群G的
具有相同表示空间的两个1次表示如果等价，则它们作为映射是

相等的，反之是显然的.

    设0和Ap是群G在域K上的两个 1次矩阵表示，如果 0--

Ap，则存在域K上的1级可逆矩阵S使AP (g)=S-'0(g)S二

0(妇,'d gEG.从而,y'=o.这说明:群G在域K上的两个1次矩
阵表示等价当且仅当它们作为映射是相等的.

    由于域K上的1级矩阵(a)可以跟域K中的元素a等同，所
以群GL, (K)可与域K的乘法群K’等同.又由于对于域K上1

维向量空间V，群GL (V )'-'GL, (K)，并且这里的同构映射与V中

基的选取无关(这是因为1维向量空间V的同一个线性变换在不

同基下的矩阵是相等的)，因此我们可以把群G在域K上的1次

线性表示和1次矩阵表示都看成是G到K’的群同态.于是G的

1次表示是G_仁的函数.

    下面我们来看群表示的几个具体例子.

    例1.1.1设G= (g)是n阶循环群，设域K包含一个本原n

次单位根夸(即，梦=1，但是穿=I/-- 1对于。<i<n).求G的所有1次

K一表示.假如}o是G的1次K一表示，则有州丫)=抓妇”，并且

抓gfl) 抓。)二1.因此抓g)"=1，这表明抓g)是，次单位根.显然
    6
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