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书书书

第 １ 章

二维傅里叶分析

　　自２０世纪４０年代后期起，由于通信理论中“系统”的观点和数学上的傅里叶分析（频谱

分析）方法被引入光学，更新了传统光学的概念，丰富了光学学科的内容，并形成现代光学的

一个重要分支———傅里叶光学（ＦｏｕｒｉｅｒＯｐｔｉｃｓ）。

作为系统，无论是通信系统还是光学系统，它们都是用来把收集到的信息转换成人们所需

要的输出信息，只不过通信系统传递和转换的信息是随时间变化的函数（例如被调制的电压

和电流波形），而光学系统传递和转换的信息（光场的复振幅分布或光强度分布）则是随空间

变化的函数。在数学上，这两者之间没有实质性的差别。近年来，随着光纤通信和相应元器件

（例如半导体激光器和接收器等）的出现，进一步促进了光学与通信理论和技术的结合。傅里

叶光学促进了图像科学、应用光学、光纤通信和光电子学的发展。可以认为它是光学、光电子

学、信息论和通信理论的交叉科学，也是信息光学在各种应用领域中的数理基础。　

本章的重点是介绍傅里叶光学中广泛用到的一些数学知识。在内容的选择和数学概念的

引入上，密切结合光学现象而不拘泥于数学上的系统性和严密性，希望这样会有利于读者能较

快地掌握和运用这些数学工具来处理问题，从而避免了由于繁琐的数学论证和运算而淡化傅

里叶光学内容的物理实质和实用性。

１?１　光学中常用的几种非初等函数

在傅里叶光学中，有一些广泛使用的非初等函数，被用来描述各种物理量。掌握它们的定

义，熟悉它们的图像，常常会对分析、理解诸多光学现象带来很多方便。为此，首先介绍它们的

定义和性质，并给它们各自指定专门的符号，为以后的讨论节省许多篇幅。

图１?１?１　一维矩形函数

一、矩形函数

一维矩形函数（ＲｅｃｔａｎｇｌｅＦｕｎｃｔｉｏｎ）定义为：

ｒｅｃｔ
ｘ( )ａ ＝
　１　　　｜ｘ｜≤ａ／２

　０　　　{ 其他
（１?１?１）

式中，ａ＞０，其函数图形如图１?１?１所示。
该函数以坐标原点为中心，在宽度为ａ的区间内其值等于１。

在时间域中，当用 ｘ代表时间变量时，光学中可以用一维矩形

函数来描写照相机快门，定义式（１?１?１）中的ａ便是曝光时间；也可
以用该函数来描述空间域中无限大不透明屏上单缝的透过率，故一此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



２　　　　 信息光学理论与应用

维矩形函数也称为门函数（ＧａｔｉｎｇＦｕｎｃｔｉｏｎ）。同时，它与某函数相乘后，可限制该函数自变量

的取值范围，起到截取函数的作用。例如乘积 ｃｏｓｘ·ｒｅｃｔ（ｘ／ａ）表示余弦函数只出现在区间

（ －ａ／２，＋ａ／２）上。

二维矩形函数的定义为：

ｒｅｃｔ
ｘ
ａ
，( )ｙｂ ＝ｒｅｃｔｘ( )ａ·ｒｅｃｔ( )ｙｂ ＝ 　

１　　　｜ｘ｜≤ａ
２
，｜ｙ｜≤ｂ
２

０　　　
{

其他

（１?１?２）

其中，ａ＞０，ｂ＞０。

该函数可视为二个一维矩形函数的乘积，它在ｘＯｙ平面上以原点为中心的ａ×ｂ矩形区域

内，函数值为１，其他地方处处等于０，如图１?１?２所示。二维矩形函数可用来描述无限大不透
明屏上矩形孔的透过率。

二、ｓｉｎｃ函数

一维ｓｉｎｃ函数定义为：

ｓｉｎｃ
ｘ( )ａ ＝ｓｉｎ（πｘ／ａ）πｘ／ａ

（１?１?３）

式中，ａ＞０。

该函数在原点处有最大值１，而在ｘ＝±ｎａ（ｎ＝１，２，３，⋯）处的值等于０，其函数图形如图

１?１?３所示。原点两侧第一级零点之间的宽度（称为 ｓｉｎｃ函数的主瓣宽度）为２ａ，并且它的面
积（包括正波瓣和负波瓣）刚好等于ａ。

图１?１?２　二维矩形函数 图１?１?３　一维ｓｉｎｃ函数

二维ｓｉｎｃ函数定义为：

ｓｉｎｃ
ｘ
ａ
，( )ｙｂ ＝ｓｉｎｃ ｘ( )ａｓｉｎｃ( )ｙｂ （１?１?４）

式中，ａ＞０，ｂ＞０。

该函数可视为二个一维ｓｉｎｃ函数的乘积，零点位置在（ ±ｍａ，±ｎｂ），ｍ、ｎ均为正整数，其

函数图形如图１?１?４所示。
由基础光学中知道，ｓｉｎｃ函数可用来分别描述单缝和矩孔的夫琅和费衍射的振幅分布，其

平方表示衍射图样。由于ｓｉｎｃ函数与矩形函数（单缝、矩孔的透过率）之间的这种紧密联系，

致使它们在傅里叶光学中经常用到。
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图１?１?４　二维ｓｉｎｃ函数

三、阶跃函数

一维阶跃函数（ＳｔｅｐＦｕｎｃｔｉｏｎ）定义为：

ｓｔｅｐ
ｘ( )ａ ＝ 　
０　　　

ｘ
ａ
＜０

１
２
　　　
ｘ
ａ
＝０

１　　　
ｘ
ａ
＞











 ０

　　　 （１?１?５）

其函数图形如图１?１?５所示。

该函数在原点ｘ＝０处有一个间断点，取值为
１
２
，因此在这种情况下讨论函数的宽度是没

有意义的。不过，这种定义方式只是为了与本节后面的符号函数相呼应，对实际计算来说，这

种间断点处的情况无关紧要，通常无需考虑。

将一维阶跃函数与某函数相乘时，在ｘ＞０的部分，乘积等于该函数；在ｘ＜０的部分，乘积

恒等于０，因而一维阶跃函数的作用如同一个“开关”，可在某点“开启”或“关闭”另一个函数。

例如乘积ｃｏｓ（２πｘ）·ｓｔｅｐ（ｘ），对ｘ＜０恒等于０，而对ｘ＞０则是ｃｏｓ（２πｘ）。
二维阶跃函数定义为：

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｓｔｅｐ（ｘ） （１?１?６）
上式表明，这里定义的二维阶跃函数在 ｙ方向上等于常数，而在 ｘ方向上等同于一维阶跃函

数，其函数图形如图１?１?６所示。这种函数可用来描述光学直边（或刀口）的透过率。

图１?１?５　一维阶跃函数 图１?１?６　二维阶跃函数
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四、符号函数

一维符号函数（ＳｉｇｎｕｍＦｕｎｃｔｉｏｎ）定义为：

ｓｇｎ
ｘ( )ａ ＝ 　
＋１　　　

ｘ
ａ
＞０

０　　　　
ｘ
ａ
＝０

－１　　　
ｘ
ａ
＜











 ０

（１?１?７）

其函数图形如图１?１?７所示。

图１?１?７　符号函数

符号函数与一维阶跃函数之间存在下列关系式：

ｓｇｎ（ｘ）＝２ｓｔｅｐ（ｘ）－１ （１?１?８）

和阶跃函数的情况一样，宽度和面积的概念是没有意义的。而ａ的正负仅仅决定函数的取向。

符号函数ｓｇｎ（ｘ）与某函数相乘，可使该函数在某点的极性（正负号）发生翻转。例如某孔

径的一半嵌有 π位相板，则可利用符号函数来描述此孔径的复振幅透过率。

五、三角形函数

一维三角形函数（ＴｒｉａｎｇｌｅＦｕｎｃｔｉｏｎ）定义为：

Λ ｘ( )ａ ＝ 　
１－
｜ｘ｜
ａ
　　　
｜ｘ｜
ａ
＜１

０　　　　　　
{

其他

（１?１?９）

式中ａ＞０，函数图形如图１?１?８（ａ）所示。
该函数可视为底边宽度为２ａ、高度为１的三角形。

二维三角形函数定义为：

Λ ｘ
ａ
，( )ｙｂ ＝Λ ｘ( )ａ Λ( )ｙｂ ＝ 　１－

｜ｘ｜( )ａ １－｜ｙ｜( )ｂ 　　　｜ｘ｜ａ，｜ｙ｜ｂ＜１
０　　　 　　　　　　　　

{
其他

（１?１?１０）

式中，ａ＞０，ｂ＞０。

该函数可视为两个一维三角形函数的乘积，其函数图形如图１?１?８（ｂ）所示。
二维三角形函数可用来表示一个光瞳为矩形的非相干成像系统的光学传递函数（详见第

３章）。
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图１?１?８　三角形函数

六、高斯函数

一维高斯函数（ＧａｕｓｓｉａｎＦｕｎｃｔｉｏｎ）定义为：

Ｇａｕｓｓ
ｘ( )ａ ＝ｅ－π（ ｘａ）２ （１?１?１１）

式中，ａ＞０。

该函数图形如图１?１?９（ａ）所示，指数中加入因子 π，是为了使高斯函数曲线的中央高度具
有最大值１，曲线下的面积等于ａ。

二维高斯函数定义为：

Ｇａｕｓｓ
ｘ
ａ
，( )ｙｂ ＝ｅｘｐ －π ｘ( )ａ

２

＋( )ｙｂ[ ]{ }２ （１?１?１２）

式中，ａ，ｂ＞０。

该函数图形如图１?１?９（ｂ）所示，函数曲线下的体积等于ａｂ。若ａ＝ｂ＝１，则二维高斯函数
可表示成：

Ｇａｕｓｓ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｐ［ －π（ｘ２＋ｙ２）］ （１?１?１３）
若用极坐标表示，则令ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，便有：

Ｇａｕｓｓ（ｒ）＝ｅ－πｒ
２

（１?１?１４）

图１?１?９　高斯函数

高斯函数具有下列重要性质：

① 它是光滑函数，且其各阶导数都是连续的。
② 高斯函数的傅里叶变换也是高斯函数。
此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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高斯函数常用来描述激光器发出的高斯光束，有时也用于光学信息处理中的“切趾术”

（详见第８章）。

七、圆域函数

圆域函数（ＣｉｒｃｌｅＦｕｎｃｔｉｏｎ）在直角坐标系中写成ｃｉｒｃ ｘ
２＋ｙ槡 ２

ｒ( )
０

，在极坐标系中写成ｃｉｒｃ
ｒ
ｒ( )
０

，

其定义如下：

ｃｉｒｃ
ｒ
ｒ( )
０

＝ｃｉｒｃ ｘ
２＋ｙ槡 ２

ｒ( )
０

＝ 　
１　　　ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２≤ｒ０
０　　　{ 其他

　　 （１?１?１５）

图１?１?１０　圆域函数

其函数图形如图１?１?１０所示，呈圆柱形，其圆柱半径为 ｒ０，高度等
于１。圆域函数可用来描述无限大不透明屏上圆孔的透过率。

至此，已介绍了光学中几种常用的非初等函数的定义式。这

些定义式可看作是各函数的标准形式，相应的图形也可看作是标

准图形。如果这些图形的位置、宽度或高度有所变化，则可看作

是标准图形的相应位移或相应坐标比例尺缩放，故相应的函数表

达式也不难由其标准式导出。图１?１?１１给出了３个实例。

图１?１?１１　函数发生位移后的情况

１?２　δ 函 数

一、δ函数的定义
δ函数（ＤｅｌｔａＦｕｎｃｔｉｏｎ）是由 Ｐ郾Ａ郾Ｍ郾Ｄｉｒａｃ在１９３０年引入的，故称为狄拉克 δ 函数，在物

理学和工程技术中常用来描述一种极限状态。

δ函数的定义有许多种形式，下面仅给出两种最常用的形式。
定义１　（积分表达式）

　

δ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）＝
∞　　　ｘ＝ｘ０，ｙ＝ｙ０

０　　　　{ 其他


∞

－∞
δ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）ｄｘｄｙ＝

{ １

（１?２?１）

定义２　（函数序列表达式）
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若存在函数序列ｆＮ（ｘ，ｙ），且满足条件：

　

ｌｉｍ
Ｎ∞
ｆＮ（ｘ，ｙ）＝

∞　　　ｘ＝０，ｙ＝０

０　　　　{ 其他

ｌｉｍ
Ｎ∞

∞

－∞
ｆＮ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝

{ １

（１?２?２）

则

δ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ
Ｎ∞
ｆＮ（ｘ，ｙ）

定义 １表明 δ函数不是普通的函数，它不像普通函数那样全由数值对应关系确定。实际
上，δ函数是一个广义函数（Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ），其属性完全由它在积分中的作用表现出来。然而，
从应用角度看，可以把 δ函数与普通函数联系起来，用普通函数描述它的性质。
定义２表明 δ函数可以用一个函数序列ｆＮ（ｘ，ｙ）的极限来表示，ｆＮ（ｘ，ｙ）的具体形式可以

是多种多样的，表１?２?１列出了几种表示 δ 函数的函数序列及其极限。这些函数序列都可作
为 δ函数的定义式，其中前３个可在直角坐标系中进行分离变量，而后两个则是圆对称的。应
用时可方便地选用对该问题最适合的定义式。

表１?２?１　几种表示 δ函数的函数序列及其极限

函　　数 一　　维 二　　维

矩形函数 δ（ｘ）＝ｌｉｍ
Ｎ∞
Ｎｒｅｃｔ（Ｎｘ） δ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ

Ｎ∞
Ｎ２ｒｅｃｔ（Ｎｘ）ｒｅｃｔ（Ｎｙ）

高斯函数 δ（ｘ）＝ｌｉｍ
Ｎ∞
Ｎｅｘｐ（ －Ｎ２πｘ２） δ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ

Ｎ∞
Ｎ２ｅｘｐ［ －Ｎ２π（ｘ２＋ｙ２）］

ｓｉｎｃ函数 δ（ｘ）＝ｌｉｍ
Ｎ∞
Ｎｓｉｎｃ（Ｎｘ） δ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ

Ｎ∞
Ｎ２ｓｉｎｃ（Ｎｘ）ｓｉｎｃ（Ｎｙ）

圆域函数 δ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ
Ｎ∞

Ｎ２

π
ｃｉｒｃ（Ｎ ｘ２＋ｙ槡 ２）

贝塞尔函数 δ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ
Ｎ∞
Ｎ
Ｊ１（２πＮ ｘ２＋ｙ槡 ２）

ｘ２＋ｙ槡 ２

图１?２?１　两种表示 δ函数的函数序列

　　图１?２?１是按照表１?２?１中前两种函数序列绘制的图形，随着Ｎ的增大，所取的矩形函数和
高斯函数对应的曲线变得越来越窄，峰值则越来越高，而曲线覆盖的面积始终保持等于１。当

Ｎ∞时，函数曲线趋于无限大。因此在作图时也可简单地用图１?２?２所示的一个箭头表示 δ
函数。
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图１?２?２　δ函数表示

二、δ函数的物理意义
δ函数常用来描述脉冲状态这样一类物理现象。时间变量的 δ 函数用来描写单位能量的

瞬间电脉冲；空间变量的 δ函数可以描写诸如单位质量的质点的质量密度，单位电量的点电荷
的电荷密度，单位光通量的点光源的面发光度等等。作为例子，考察平行光束通过透镜后会聚

于焦点时的照度分布，如图１?２?３所示。图中，Ｌ是一个理想会聚透镜，平行光束通过透镜后会
聚于焦点Ｆ′，在Ｌ与焦平面之间放置一个与透镜轴线垂直的屏Ｐ，假设透镜孔径的衍射可以忽

图１?２?３　用 δ函数表示
后焦面上的照度分布

略，这时屏上得到一个界限清晰的圆形亮斑，随着屏 Ｐ向

后焦面趋近，亮斑的直径越来越小，屏上的照度Ａ（ｘ，ｙ）

（单位面积所接收的光通量）越来越大，在屏与后焦面完

全重合这种极限情况下，屏上 Ｆ′点的照度已无法用普通

函数来描述了，它在焦点处的值为无限大，在焦点以外为

０。换言之，后焦面上的照度分布Ａ（ｘ，ｙ）满足以下两个方

程

{
：

　

Ａ（ｘ，ｙ）＝
∞ ｘ＝０，ｙ＝０

０ ｘ≠０，ｙ≠{ ０


∞

－∞
Ａ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝常量（通过透镜的全部光通量）

（１?２?３）

如果将通过透镜的光通量归一化，则上式与式（１?２?１）相同，即后焦面上的照度分布可用
δ（ｘ，ｙ）描述。类似地也可分析由空间任一点 Ｐ（ｒａ）处的点光源所发出的面发光度 Ｌａ（ｒ）：当
包围该点的封闭面无限缩小时，其面发光度达到无穷大，而总光通量是有限的，故有：

　

Ｌａ（ｒ）＝Ｆａδ（ｒ－ｒａ）


∞

－∞
Ｌａ（ｒ）ｄＳ＝

∞

－∞
Ｆａδ（ｒ－ｒａ）ｄＳ＝Ｆ{

ａ

（１?２?４）

式中Ｆａ表示由点光源发出的全部光通量。所以，一般在光学中就用 δ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）来直接表
示在平面上（ｘ０，ｙ０）点的点光源。在一维情况下，δ（ｘ－ｘ０）就表示在 ｘ＝ｘ０处的一个线光源
（或无限细的狭缝）。

三、δ函数的性质
在Ｄｉｒａｃ引入 δ函数２０多年后，其严格的理论才由Ｌ郾Ｓｃｈｗａｒｚ发展起来。这里不加证明，

仅列出 δ函数的几个基本性质。
１郾筛选特性（ＳｉｆｔｉｎｇＰｒｏｐｅｒｔｙ）

若函数ｆ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）点连续，则有：
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
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）δ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）ｄｘｄｙ＝ｆ（ｘ０，ｙ０） （１?２?５）

δ函数的这一性质使我们在分析线性系统时，几乎把一切函数都可以分解成 δ 函数的线性组
合，而每一个这样的 δ函数都产生它自己的脉冲响应。
２郾可分离变量（ＳｅｐａｒａｂｌｅＶａｒｉａｂｌｅ）

在直角坐标系下，有

δ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）＝δ（ｘ－ｘ０）δ（ｙ－ｙ０） （１?２?６）
而在极坐标系下，相应的表达式为：

δ（ｒ－ｒ０）＝
δ（ｒ－ｒ０）
ｒ
·δ（θ－θ０）　　ｒ０＞０，０＜θ０＜２π （１?２?７）

式中，ｒ与ｒ０分别是相应于点（ｒ，θ）和点（ｒ０，θ０）的矢径，并且

　

ｒ０＝ ｘ
２
０＋ｙ槡 ２
０　　　　（ｒ０＞０）

θ０＝ａｒｃｔａｎ
ｙ０
ｘ( )
０

　　　（０＜θ０＜２π{ ）
（１?２?８）

同时

　
∫
∞

０
δ（ｒ－ｒ０）ｄｒ＝１　　　（ｒ０ ＞０）

∫
２π

０
δ（θ －θ０）ｄθ ＝１　　　（０＜θ０ ＜２π{ ）

（１?２?９）

３郾乘法性质

设函数ｆ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）处连续，则有：

ｆ（ｘ，ｙ）δ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）＝ｆ（ｘ０，ｙ０）δ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０） （１?２?１０）
推论：

① ｆ（ｘ，ｙ）δ（ｘ，ｙ）＝ｆ（０，０）δ（ｘ，ｙ）
② δ（ｘ，ｙ）δ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）＝０　　（ｘ０≠０，ｙ０≠０）
③ δ（ｘ，ｙ）δ（ｘ，ｙ）　 无定义

４郾坐标缩放（Ｓｃａｌｉｎｇ）

δ（ａｘ，ｂｙ）＝ １
｜ａｂ｜

δ（ｘ，ｙ） （１?２?１１）

式中，ａ、ｂ为任意实常数。

推论：

① δ（ａｘ－ｘ０）＝
１
｜ａ｜
δ ｘ－
ｘ０( )ａ （１?２?１２）

② δ（ －ｘ）＝δ（ｘ） （１?２?１３）
故 δ函数是偶函数。
５郾积分形式

δ（ｘ）＝ １
２π∫
∞

－∞
ｃｏｓωｘｄω （１?２?１４）

δ（ｘ）＝ １
２π∫
∞

－∞
ｅ±ｉωｘｄω （１?２?１５）

式（１?２?１４）表明：δ 函数可以由等振幅的所有频率的正弦波（用余弦函数表示）来合成，换言
之，δ函数可以分解成包含所有频率的等振幅的无数正弦波。这一概念对于理解某些光学现
象是很重要的。式（１?２?１４）和（１?２?１５）的证明留待本章习题中进行。
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６郾微分形式

引入符号 δ（１）（ｘ）＝ｄδ（ｘ）
ｄｘ
，则有：

① δ（１）（ｘ）＝０　　　　　ｘ≠０ （１?２?１６ａ）

② ∫
∞

－∞
δ（１）（ｘ）ｄｘ＝０ （１?２?１６ｂ）

③ ∫
∞

－∞
δ（１）（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝－ｆ（１）（０） （１?２?１６ｃ）

式中，ｆ（ｘ）有界且在ｘ＝０处可微。

④ ｘδ（１）（ｘ）＝－δ（ｘ） （１?２?１６ｄ）

进一步，令 δ（ｍ）（ｘ）＝ｄ
（ｍ）（ｘ）

ｄｘｍ
，则对 δ（ｘ）的ｍ阶导数有：

① ∫
∞

－∞
δ（ｍ）（ｘ）ｄｘ＝０　　　ｍ＞０ （１?２?１７ａ）

② ∫
∞

－∞
δ（ｍ）（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝（－１）ｍｆ（ｍ）（０） （１?２?１７ｂ）

式中，ｆ（ｘ）有界且在ｘ＝０处至少可微ｍ次。

③（ －１）
ｍｘｍ

ｍ！
δ（ｍ）（ｘ）＝δ（ｘ） （１?２?１７ｃ）

现在仅对式（１?２?１７ｂ）证明如下。
首先，仿照式（１?２?２）将 δ 函数定义为普通函数序列的极限，即令 δ（ｘ）＝ｌｉｍ

Ｎ∞
ｇＮ（ｘ），且

ｇＮ（ｘ）至少可微ｍ次，并定义

δ（ｍ）（ｘ）＝ｌｉｍ
Ｎ∞
ｇ（ｍ）Ｎ（ｘ）

因式（１?２?１７ｂ）中ｆ（ｘ）有界且在ｘ＝０处至少可求导ｍ次，于是按照分部积分法，有：

　　　 ∫
∞

－∞
δ（１）（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

Ｎ∞∫
∞

－∞
ｇ（１）Ｎ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ｌｉｍ
Ｎ∞
ｇＮ（ｘ）ｆ（ｘ）

∞

－∞

－∫ｇＮ（ｘ）ｆ（１）（ｘ）ｄ{ }ｘ
由ｇＮ（ｘ）与ｆ（ｘ）的性态可知：

ｌｉｍ
Ｎ∞
ｇＮ（ｘ）ｆ（ｘ）

∞

－
{ }

∞

＝０

故

　　　　 ∫
∞

－∞
δ（１）（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝－ｌｉｍ

Ｎ∞∫
∞

－∞
ｇＮ（ｘ）ｆ

（１）（ｘ）ｄｘ

＝－∫
∞

－∞
δ（ｘ）ｆ（１）（ｘ）ｄｘ＝－ｆ（１）（０）

依此类推可得

ｌｉｍ
Ｎ∞∫
∞

－∞
ｇ（２）Ｎ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝（－１）

２ｆ（２）（０）

重复上述过程，最后有：

∫
∞

－∞
δ（ｍ）（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝（－１）ｍｆ（ｍ）（０）

四、梳状函数

前已指出，δ函数可用来描述线光源或点光源，若在同一条直线上排列无穷多个等距离的
这样的点光源，则可用该直线上无穷多个等间距的 δ函数之和来表示。同样，若在一个平面上
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纵横排列着无穷多个各自等距离的点光源，则可用该平面上无穷多个等间隔排列的 δ 函数之
和来表示。为了方便描述这种情况，引入梳状函数（ＣｏｍｂＦｕｎｃｔｉｏｕ）。

一维梳状函数定义为：

ｃｏｍｂ ｘ
ｘ( )
０

＝∑
∞

ｎ＝－∞

δ ｘ
ｘ０

( )－ｎ＝ｘ０∑
∞

ｎ＝－∞

δ（ｘ－ｎｘ０） （１?２?１８）

其函数图形如图１?２?４所示。一维梳状函数可用于描述光栅透过率。
二维梳状函数定义为：

　　　　　　ｃｏｍｂ ｘ
ｘ０
，
ｙ
ｙ( )
０

＝ｃｏｍｂ ｘ
ｘ( )
０

ｃｏｍｂ ｙ
ｙ( )
０

＝ｘ０ｙ０∑
ｍ，ｎ

δ（ｘ－ｍｘ０，ｙ－ｎｙ０） （１?２?１９）

其函数图形如图１?２?５所示。二维梳状函数可用于表示点源面阵、针孔面阵的透过率。

图１?２?４　一维梳状函数

图１?２?５　二维梳状函数

梳状函数与普通函数的乘积是：

　　ｆ（ｘ，ｙ）ｃｏｍｂ ｘ
ｘ０
，
ｙ
ｙ( )
０

＝ｘ０ｙ０∑
∞

ｍ，ｎ＝－∞

ｆ（ｍｘ０，ｎｙ０）δ（ｘ－ｍｘ０，ｙ－ｎｙ０） （１?２?２０）

式中ｍ，ｎ取整数。

显然，可以利用梳状函数对普通函数作等间隔抽样，所以它又可称为普通函数的抽样函

数，在讨论图像的抽样理论时极有用。

１?３　卷　积

卷积（Ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ）既是一个由含参变量的无穷积分定义的函数，又代表一种运算。其运

算性质在线性系统理论、光学成像理论和傅里叶变换及其应用中经常用到。本节先介绍它的

定义和基本性质。

一、卷积概念的引入

我们来考察一个线光源经过狭缝后的夫琅和费衍射。如图１?３?１所示，线光源置于会聚此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


