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前 言

本书是根据教育部 �关于高等工业院校线性代数课
程的教学基本要求�和�全国工学硕士研究生入学考试数
学考试大纲�编写的�本书的编写思想是�帮助大学生在
学习线性代数与空间解析几何时�进一步深入理解基本
概念�掌握基本理论和基本方法�提高分析问题和解决问
题的能力�
本书的特色是�紧扣大纲�突出重点�加强基础�重

视综合�总结题型�启迪思维�注重应用�体现线性代数
与空间解析几何的有机结合�本书共分七章�每章的内容
分为四个部分����基本要求����内容提要����典型
例题����检测题�
本书内容全面�例题典型�融入了编者多年的教学经

验�并与 �十五�国家级规划重点教材 �线性代数与空间
解析几何��电子科技大学应用数学学院编�高等教育出
版社出版�的内容相对应�分析透彻�深入浅出�叙述清
晰�便于自学�是大学生学习线性代数与空间解析几何的
得力助手�同时�还选编了近三年电子科技大学 �线性代
数与空间解析几何考试题�供学生复习参考�
本书是工科本科各专业学生结合课程学习�复习和

参加研究生入学统考的难得的参考资料�也可作为成教�
�
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章��黄廷祝 �第四�六章��成孝予 �第五�七章��李
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第一章 矩阵及其初等变换

一�基 本 要 求

�2�理解矩阵的概念�掌握单位矩阵�对角矩阵�对称矩阵�反

称矩阵及其性质

�2�
�

熟练掌握矩阵的线性运算�乘法运算�转置运算及其各种
运算规律

�2�
�
熟练掌握矩阵的初等变换�了解初等矩阵

�2�
�

理解逆矩阵的概念�熟练掌握逆矩阵的性质�掌握用初等
变换求逆矩阵

�2�
�

了解分块矩阵�掌握分块矩阵的运算 2�

二�内 容 提 要

�2�矩阵的定义
由 '�(�个数排成 '�行 (�列的矩形数表

���� ���� � ���(�
���� ���� � ���(�
� � � �
��'�� ��'�� � ��

ð

ð

ð

ð'�(�
称为 '�行 (�列的矩阵�简称为 '��(�矩阵�其中 ��#�$���������#� '��

�������$� (��表示第 #�行第 $�列的元�#�称为 ��#�$�的行指标�$�称为

��#�$�的列指标

���

2�



�2�矩阵的线性运算
设

��

���� ���� � ���(�
���� ���� � ���(�
� � � �
��'�� ��'�� � ��

ð

ð

ð

ð'�(�

��

���� ���� � ���(�
���� ���� � ���(�
� � � �
��'�� ��'�� � ��

ð

ð

ð

ð'�(�
为两个 '��(�矩阵�%�为一个数�则矩阵的线性运算为

�� ��

����� ���� ����� ���� � ���(�� ���(�
����� ���� ����� ���� � ���(�� ���(�
� � � �

��'��� ��'�� ��'��� ��'�� � ��'�(�� ��

ð

ð

ð

ð'�(�

%���

%����� %����� � %����(�
%����� %����� � %����(�
� � � �
%���'�� %���'�� � %���

ð

ð

ð

ð'�(�
注�当 �%� �时�%��称为数量矩阵�其中 �是单位矩阵

�2�

2�
线性运算的性质

���加法交换律 ������

���
�

加法结合律 ��������������
���

�
零矩阵的作用 ��������

���
�

负矩阵的作用 ���� ��� �
���



其中

� ��

� ���� � ���� � � ���(�
� ���� � ���� � � ���(�
� � � �
� ��'�� � ��'�� � � ��

ð

ð

ð

ð'�(�
��� ���
���

�
乘法结合律 %��&�����%�&��

���
�

分配律 %�������%�� %���
���分配律 �%��&����%�� &�� �
在线性运算的 �条性质中������均为 '��(�矩阵�%��&�为数�

�为 '��(�阶零矩阵 2�由这 �条性质还可推出如下结果

����
�

����� �
����

�
���

���%����
���减法的定义 ���������
�2�

�
矩阵的乘法及其性质

���矩阵乘法的定义

��

�
���� ���� � ���(�
���� ���� � ���(�
� � � �
��'�� ��'�� � ��

ð

ð

ð

ð'�(�

��

���� ���� � ���-�
���� ���� � ���-�
� � � �
��(�� ��(�� � ��

ð

ð

ð

ð(�-�
则由元

��#�$�� ��#�����$�� ��#�����$�� � � ��#�(���(�$���#�� ������'��$�� ������-��
组成的 '��-�矩阵

���



��

���� ���� � ���-�
���� ���� � ���-�
� � � �
��'�� ��'�� � ��

ð

ð

ð

ð'�-�
称为矩阵 �与 �的乘积�记为 ����

���
2�

矩阵乘法的性质

结合律 ����������� %�������%�������%���
分配律 ������������ ������ �� � ���
单位矩阵的作用 �� �� ���
一般说来�交换律不存在�即 �� �� ��若 ������则称矩阵

�与 �可交换 2�
方阵的幂 设 %�为正整数��%�����%���%��������������

方阵的幂具有的性质是� �'��%���'��%�� ��'��%���'�%�2�
方阵的多项式 设

 ��2��� ��%�2�%�� ��%���2�%���� � � ���2�� ���
是 2�的 %�次多项式��是 (�阶方阵�则称

 ����� ��%��%�� ��%����%���� � � ����� ����
是方阵 �的 %�次多项式 2�
方阵的多项式满足�设  ����� !����都是 �的多项式�有

 ����!����� !���� ����
�2�转置矩阵及其性质
转置矩阵的定义�设

��

���� ���� � ���(�
���� ���� � ���(�
� � � �
��'�� ��'�� � ��

ð

ð

ð

ð'�(�
如果将 �的行�列交换后�所得到的矩阵称为 �的转置矩阵�记为

����即
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����

���� ���� � ��'��
���� ���� � ��'��
� � � �
���(� ���(� � ��

ð

ð

ð

ð'�(�
转置矩阵的性质

����
�

�������
����

�
��������������

�����������������一般地�有

�������-����� ���-����-������������
����%������%����

两个特殊矩阵

���
�

对称矩阵 ����
���

�
反称矩阵 �����

�2�
�

矩阵的初等变换

���矩阵中某两行元互换位置

���
�

用非零的常数乘以矩阵的某一行的全部元

���
�

矩阵某一行元的 %�倍加到另一行 2�
以上三种变换都称为矩阵的初等行变换 2�将上面��������

���中的�行�换成�列�就是矩阵的初等列变换 2�矩阵的初等行变
换和初等列变换统称为矩阵的初等变换

�2�
2�

矩阵的等价

设 �与 �是同阶矩阵�若 �经过有限次初等变换化为 ��则
称 �与 �等价�记为 ���2�
矩阵的等价的性质�反身性 ���

对称性 ���[����
传递性 �������^����

�2�方程组与求解法

����称为非齐次线性方程组��Ā����称为齐次线性方程

���



组�其中

��

���� ���� � ���(�
���� ���� � ���(�
� � � �
��'�� ��'�� � ��

ð

ð

ð

ð'�(�

��

2��
2��
�
2�

ð

ð

ð

ð(�

� ��

���
���
�
��

ð

ð

ð

ð'�

� ��

ð

ð

ð�
�

ð
�
�

��������� �
初等变换

���� � � � ���,��� � ���(� ���
� ���� � � ���,��� � ���(� ���
� � � � � � � �
� � � ��,�,� ��,�,��� � ��,�(� ��,�
� � � � � � � ��,���
� � � � � � � �
� � � � � � � �

ð

ð

ð

� � � � � � � �ð

若 ��,������则 ����有解 2�此时�当 ,��(�时�有惟一解�当 ,�
�(�时�有无穷多个解 2�若 ��,������则 ����无解

�

2�

���有非零解的条件是 ,��(�
�2�

2�
初等矩阵

对单位矩阵任作一次初等变换得到的矩阵就称为初等矩阵�
即

���
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ð

ð

ð�

�第 #�行�

�第 $�行�

�#������
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�
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�
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ð�

�第 #�行�
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�第 #�行�
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�#�$������

�
�

��

�

�� � �
�

ð

ð

ð

ð�

�第 #�列� �第 $�列�

��2�逆矩阵的定义及其性质
逆矩阵的定义�设 �是 (�阶方阵�如果存在一个 (�阶方阵 ��

使

��� ��� �
则称 �是可逆矩阵�简称 �可逆�并称 �是 �的逆矩阵�记为 ��

���2�
逆矩阵的性质�
若以下的逆矩阵都是存在的�则有

������������

����

�

%������ �%��
�� ��%� ���

�����������������一般地有�������-��������-� ���-����

���� ����
����

�

��������������

��2�
2�

利用初等变换求矩阵 �的逆矩阵
由于可逆矩阵 �可以经过有限次初等变换化为单位矩阵�故

求 �的逆矩阵的方法为

����� �
初等行变换

������

���

�



或

àÀ ���� �
初等列变换 �

�àÀ ����

��2�分块矩阵
以子矩阵为元的矩阵称为分块矩阵 2�求分块矩阵的加�数乘�

乘法运算时�与矩阵的加�数乘�乘法运算对应一致�特别是求分块
对角矩阵的逆矩阵时�可把它化为求对角元的子矩阵的逆

��2�
2�

几个等价结论

�可逆[�����只有零解[����[��可表示为有限个初等
矩阵的乘积 2�

三�典 型 例 题

例 � 设 �是实 ��(� 矩阵�试证������� �� �����������
的充要条件是 ���2�
证 ���设

��

���
���
�
��

ð

ð

ð

ð(�
则 �����������������(���于是

����� �������������(��

���
���
�
��

ð

ð

ð

ð(�

� ����� ����� � � ���(�� �

���必要性�设 �������即有

����� ����� ����� � � ���(�� �
显然有 ������������(����所以 ���2�

���



充分性�因为 ����即 ��������������故

��������������

�
�
�

ð

ð

ð

ð

��

�

例 � 设 �是 ��(� 矩阵�且 �������试证 �� �� �����是对

称矩阵�且 ����2�
证 因为

���� ��� ��������

� ���� ���������� �� �����������

� �Ā� ������ �
所以 �是对称矩阵 2�
由于 �������我们有

������ ��������� ������
� �� ���������������

� �� �������������

例 � 已知 ð��������� ð� �����àÀ ���� �且 ��ð��ð�计算
�(�2�
解 因为

ðð��� �����àÀ ����
ð

ð

ð
�
�
�
� �

ð

� �� �� �

于是有

�(���ð��ð�(��ð��ðð��ð�ð��ð
�ð���ðð���(���ð��(���ð��ð
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