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内容提要
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法，以使读者能够举一反三、触类旁通，提高分析问题和解决问题的能力。

本书可作为《线性代数与空间解析几何》课程的教学参考书，也可供报考硕士研究生的读

者复习应考之用。
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前 言

本书与《高等数学典型题：解法·技巧·注释》一书在编写格式上是

相同的。我们选编了近���道代数和几何的典型题为例题，力图讲清
楚分析问题的方法及本课程的解题技巧。在正文中，我们的叙述较为

精炼，而将一些有关的知识、方法、解题思路放在旁注之中，以启迪读者

思维。因此，读者在阅读本书时，一定要边看书边自行推导，以掌握本

书所讲的解题方法与技巧，并用这些方法去解更多的题，这对学好本课

程必有益处。本书在每章后都有一套独立作业题，是为读者检查学习

效果而设置的。

分析、代数、几何相结合，特别是代数与几何相结合，是本书的又一

特点。以三维的几何空间为模型，去理解和发展一般o维线性空间的
理论，思路较为自然；理解了一般o维空间的理论后，将它们用于几何
空间，就能高屋建瓴，势如破竹。编者从����年起，便在西安交通大学
的一些班级，作了这种代数与几何相结合的教学改革试验，反映这方面

试验的相应教材《线性代数与空间解析几何》将与本书同时出版。

本书可作为线性代数与空间解析几何课程的教学参考书，也可供

准备参加硕士研究生入学考试的读者参考。由于不同专业的读者对本

课程的要求不同，因此，本书的部分内容超出了一般专业教学的要求，

凡属这些内容的题或章、节，我们都加了星号“H�”，没有学过与之相关
内容的读者，可以不读这些部分。

本书第�、�、�章由龚冬保编写，第�、�、�、�章由魏战线编写，最后
由龚冬保统稿。限于编者水平，本书难免有疏漏和不足之处，恳请读者

批评指正。

编者

����年�月
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第�章 矩阵与行列式

��� 单项选择题

��� 设B为n 阶方阵，C为o阶方阵，且 B �b，C �c，D

�
� B
C
［ ］

�
，则 D �（ ）�

（B）bc （C）（��）o�nbc （D）�bc （E）（��）nobc
解�（用拉普拉斯定理）

D �（��）（����⋯�n）�（o���⋯�o�n）B C

而（����⋯�n）�（o���⋯�o�n）�n
（n��）
� �

n（�o�n��）
� �no�n（n��）�n（n��）是偶数，故 D �

（��）noB C 选（E）�
解�（用初等变换）
为了不改变B、C本身的列的顺序，我们这样作初等列变换：将B

的第一列依次与C的第o列、o��列⋯直到第一列交换�交换o次B
的第一列位于D的第一列；同样将B的第二列依次换到D的第二列也
交换o次⋯⋯，最后将B 的第n 列交换至D的第n 列，共交换no

次，使D等价于
B �
�
［ ］

C
，故 D �（��）noB ·C �

像这种分块矩阵

的行列式 D �
（��）no B C
最好当成公式记

住�
作为选择题，

本题最简单的做法

是令n�o��，便
排除了（B）和（C）�
再令n��，o��
可排除（D）（B、C
均用单位矩阵）�但
平常练习不要这样

作�

��� 设B、C是三阶矩阵，J是三阶单位矩阵�B ��，且B��
BC��J���则 B�C �（ ）�
（B）� （C）�� （D）�� （E）��
解 B��BC��J��即

B（B�C）���J
从而 B B�C ��� B�C ��� 选（D）�

本题虽简单，却

包含了矩阵加法、

数乘、乘法及矩阵

行列式等许多知识

点�

��� 设B是o阶矩阵，则必有（ ）�
（B） B�C � B � C （C） BC � CB�
（D）（BC）��B�C� （E）（B�C）���B���C��

解 BC � B C �CB� � C B� �
而 B � B� 且行列式乘积可交换�故选（C）�

本题的正确选

项，也是容易选到

的，但要否定其余

三个选项，便要学

会举反例�平时作

�



注 平时练习选择题，除了训练很快选定正确的一项外，更应当进

一步练习否定其余三项的方法�如本题，为否定（B）可举反例：设B�
C�J都是单位矩阵，则 B�C � �J ��o；而 B � C ��，故
只要o1��，（B）不成立；（E）不成立是明显的，因为B、C与B�C可逆
的关系都没有，如

B
� �

�［ ］
� �
，C

� �
�［ ］
� �

则B�C�J但B��、C��均不存在；（D）（BC）��C�B�是成立的，因此
只要举BC-�CB的任一例子就可以了�

选择题都这样，学

会举反例，对加深

理解所学知识十分

有益�

��� 设B、C为o阶方阵，满足等式BC��，则必有（ ）�
（B）B��或C��� （C）CB���
（D） B ��或 C ��� （E） B � C ���
解 BC � B ·C ��，故 B 或C ���选（D）�

注 为排除（B），可举例：B
� �

�［ ］
� �

�C
� �

�［ ］
� �
则BC��；此

例也可作为排除（C）的一个反例，这时CB
� �

�［ ］
� �
不是零矩阵；排除

（E）只要设B�J（单位矩阵），而C���
举（C）的反例，再一次强调矩阵乘法无交换律；关于排除（E），即说

明B、C不能都是非零的矩阵�这时BC��必有 B � C ���所以
这时要用 B -��，C��才行�若BC��而 B -��，那么必有C���
对待选择题，作为平时的练习，要像这样既说明选（D）的理由，又

说明不选其余三项的理由，这样作一道题，可以顶几道题的效果�这样
练下来，到了考试时，很快就能选到正确的选项�

本题在排除（B）
时这样想：设B 是
非零的退化矩阵，

Y 是o 维的列向
量�则BY��有非
零解�将它作C的
一列，C 的其余各
列为零向量，则C
-��，BC��，由此，
启发我们得：若B
的秩为s_�o，则C
的秩最大为o�s�
以后的例题我

们不一定都这样

作�希望读者自己
都这样作�

��� 设o阶矩阵B、C、D满足关系BCD�F（o阶单位矩阵），则
必有（ ）�
（B）CDB�F （C）DCB�F
（D）BDC�F （E）CBD�F
解 B（CD）�F，说明CD�B��，故CDB�F�选（B）�
本题如要举反例排除（C）、（D）、（E）三选项也不难，关键是确定D，

使D�（BC）��，且BD和CD均不可交换，为此，设

B
�� �

�［ ］
� �

C
� ��

�［ ］
� �

�可求得D�

�
� �

���

m�

n�

q�

r��
读者可以自

行验证�

本题一是用到乘

法结合律，互逆矩

阵乘法有交换律，

故CDB�BCD�
F�一般矩阵的乘
法不服从交换律，

因此（C）、（D）、（E）
未必成立�

�此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



��� 四阶行列式

b� � � c�
� b� c� �
� c� b� �
c� � � b

m�

n�

q�

r��

�（ ）�

（B）b�b�b�b��c�c�c�c��
（C）b�b�b�b��c�c�c�c��
（D）（b�b��c�c�）（b�b��c�c�）�
（E）（b�b��c�c�）（b�b��c�c�）�
解� 按第一行展开得

原式�b�b�
b� c�
c� b�

�c�c�
b� c�
b� c�

�选（E）�

解� 不妨设c�-���用�
b�
c�
乘第�行加于第一行得

原式

� � �

�

c��
b�b�
c�

� b� c� �
� c� b� �
c� � � b�

�（b�b��c�c�）
b� c�
c� b�

�

本题属计算题，

但说明行列式的分

块并不像矩阵分块

一样�容易选错处
是误以为分块后有

原式�
b� �
� b�

b� �
� b�

�

� c�
c� �

� c�
c� �

��� 设g（y）�

y�� y�� y�� y��
�y�� �y�� �y�� �y��
�y�� �y�� �y�� �y��
�y �y�� �y�� �y��

则g（y）��的根的个数为（ ）�
（B）� （C）� （D）� （E）�
解 将原行列式的�、�两列各乘��分别加于�、�两列得

g（y）(�

y�� � � y��
�y�� � � �y��
�y�� � y �y��
�y �� y�� �y��

（第�、�列乘��
分别加于�、�列）

� � �

�

y��
� � � �y��
� � y�� �y��
� �� y�� �y��

�（y��）

� � � y��
� � � �y��
� � � �y��
� �� � �y��

说明g（y）是y的二次多项式，因此g（y）��有两个根�选（C）�
注 若要求出另一个根，已很简单，将上面最后得到行列式的第�

行减去第一行得

本题只要求回答

g（y）��有几个
根�由代数基本定
理知，只 要 知 道

g（y）是y 的几次
多项式即可，因此

不必算出行列式�
即使要求出根也不

必算完行列式（见

正文注）�
选择题中�个

选项有一个正确，

因此作选择题往往

作几步便可选到正

确的选项�

�



� � � y��
� � � y
� � � �y��
� �� � �y��

即知y��是g（y）��的另一个根，当然，

严格说还应当肯定

� � �
� � �
� �� �

-��，否则有g（y）(��的可能！

��� 设B、C为同阶可逆矩阵，则（ ）�
（B）存在可逆矩阵Q、R使QBR�C�
（C）存在可逆矩阵Q，使Q�BQ�C�
（D）存在可逆矩阵Q，使Q��BQ�C�
（E）存在可逆矩阵D，使CD�DB�
解 由于B可逆，故B等价于J（单位矩阵），同样C等价于J，因

此B、C等价�故（B）成立�选（B）�

排除（C）可设B
�J，C 不是对称
矩阵；（D）可设B
�J，C-�J；（E）与
（D）是同一答案�

��� 设B、C、B�C、B���C��均为o阶可逆矩阵，则（B���
C��）���（ ）�
（B）B���C��� （C）B�C�
（D）B（B�C）��C� （E）（B�C）���
解 本题作为选择题，可以猜测选（D），再验证：
（B���C��）（B（B�C）��C）

�F（B�C）��C�C��B（B�C）��C（将F写为C��C）

�C��（C�B）（B�C）��C�C��C�F�
故选（D）是对的�

本题只要令 B
�C�F即可排除
（B）、（C）；（E）可令

B�C
� �

�［ ］
� �
，

则 B���C��-�
B�从而
［B���C��］��-�
（B�C）���

���� 设B�

b�� b�� b��
b�� b�� b��
b�� b�� b

m�

n�

q�

r���

，

C�

b�� b�� b��
b�� b�� b��

b���b�� b���b�� b���b

m�

n�

q�

r���

，

Q�
� � �
� � ��
m�

n�

q�

r�� � �

，Q�
� � �
� � ��
m�

n�

q�

r�� � �

，则必有（ ）�

（B）BQ�Q��C� （C）Q�Q�B�C
（D）BQ�Q��C� （E）Q�Q�B�C
解 选（C）�首先，用初等矩阵右乘B表示B 作列变换�故可排除

（B）、（D）�Q�B表示将B的第�行加于第�行，Q�（Q�B）表示再将�、

�



�两行互换�故选（C）�

���� 已知R
� � �
� ��� u
m�

n�

q�

r�� � �

，Q是三阶非零矩阵，且QR���则

u�（ ）�
（B）�� （C）� （D）�� （E）�

解 设Q�
�
�
m�

n�

q�

r��
��、�、�是Q的三个行向量，Q-���故�、�、�至

少有一个非零向量如�-��，则方程R�����有非零解，因此 R ��
得u����选（B）�

本题用到方程组

�YR ��有非零
解�则 R� ��，只
是必要性条件，用

克莱姆法则就可以

证明�

���� 若��、��、��、��、�� 都是�维列向量，�阶行列式

�������� �n，�������� �o�则 ������（�����）�（ ）�
（B）n�o （C）�（n�o） （D）o�n （E）n�o
解 ����������� � �������� �b���������b��n�o�选

（E）�

本题完全用行列

式的性质�

���� 设B是o阶可逆矩阵（o1��），则（ ）�
（B） BH� � B�� � （C） BH� � B �
（D） BH� � B o� （E） BH� � B o��

解 由BBH�� BF，知 B BH� � B o�故 BH� � B o��

选（E）�

���� 设B是o阶（o1��）可逆矩阵，则（BH�）H��（ ）�
（B） B o��B� （C） B o���B�
（D） B o��B� （E） B oB�

解 BH�� B B��；（BH�）H�� BH�（BH�）��� B o��· �
B B

� B o��B�选（D）�

���� 设三阶行列式的元素为���则这样行列式的最大值
为（ ）�
（B）� （C）� （D）� （E）�
解 三阶行列式的展开式中的乘积项共�项�由于元素为��，故

每项也是��，因此，代数和为偶数，不可能等于�；我们证明不可能为

��如为�则三个正号项中出现��的因子应为偶数个，而三个负号项

此题完全是用行

列式定义来算的

题�三阶行列式共

�！项，每项三个因
子取“�”与“�”号
项至多三个�由此
得出行列式值0���

�



中出现��要为奇数个，这是不可能的；因此，最大值至多为��而

� �� �
� � ��
� � �

� � �
� � ���
� � �

���因此，最大值为��选（C）�

而�可以达到�

���� 设o阶行列式Jo�

� b b ⋯ b
b � b ⋯

b b
b

� ⋯ b
左 左 左 左

b b b ⋯

��

�
而o��阶行列式Jo��-���则b�（ ）�

（B）� （C）�� （D） �o��
（E）��

�
o�

解

Jo

��

�

（o��）b ��（o��）b ��（o��）b ⋯ ��（o��）b
b � b ⋯

b b
b

� ⋯ b
左 左 左 左

b b b ⋯ �

�［��（o��）b］

� � � ⋯

� ��
�

b � ⋯ b
� � （��b） ⋯ b
左 左 左 左

� � � ⋯ （��b）
�［��（o��）b］（��b）o��

若b��，则Jo�����故b���
�
o�
选（E）�

��� 非客观题

����� 行列式

���� 设
���
���
-�
���
���
，求行列式 B 的各代数余子式，其中B�

��� ���
��� �
［ ］

��
，从而写出B���

解 B���b�� B����b��
B����b�� B���b���

故BH��
��� ����
���� �
［ ］

��
B��� BH�

b��b���b��b��
�

本题是通过练习

“代数余子式”而得

到求可逆的二阶矩

阵的逆矩阵公式�

�此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



���� 设b-�c��d；B�
b c d
� � �

m�

n�

q�

r��� �� �

，求行列式的各代数余

子式�从而写出B���
解 B����， B����（c�d），B����d
B�����，B���b， B���d
B�����，B���b�c， B���b�c

B �b�c��d，BH�
� �

�

（c�d） �d
�� b d
�� b�c b�

m�

n�

q�

r�c

，

B��� �
B B

H��

本题也是通过求

代数余子式，得到

BH� 从 而 得 到

B���三阶以上矩
阵求逆这样作就麻

烦了�

���� 计算行列式E
���� ���� ����
���� ���� �����
���� ���� ����

解 用原行列式第�列减第�列、第�列减第�列得

E
� � ����
� � �����
� � ����

� � ����
� � �����
� � ��

������

四阶以下行列式

的计算，一定要熟

悉�尽可能用行列
式性质来化简到算

出结果�

���� 计算行列式E

� � � �
� � � �
� � � �

�

� � � �

�

解 将各列加于第一列并提出公因子��得

E���

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

���

� � � �
� � � ��
� � �� ��
� �� �� ��

���
� � ��
� �� ��
�� �� ��

����
� ��
�� ��

�����

第二步：第�行
乘��加于各行；
再按第一列展开�
并提出��

���� 不 具 体 计 算 行 列 式，求 方 程 g（y）�
y�� � �
� y�� �
� � y��

��的根�

这个方程实际上

是矩阵B�

�



解 设三个根为y�，y�，y�，则g（y）�（y�y�）（y�y�）（y�y�）�
由代数方程根与系数的关系，得y��y��y���，

y�y�y���
�� � �
� �� �
� � ��

��
�� � �
�� �� �
� � ��

�����

如y�����即以y���代入行列式得

�� � �
� �� �
� � �

��
�� � �
� �� �
� � ��

��

故三个根为y����，y���，y����

� �� �
�� � ��
m�

n�

q�

r�� �� �

的

特征方程�
本题的解法是先

用观察法得到根y
���，再由根与系
数关系容易看出另

外两个根�

���� 验证����是方程

��� � �� �
� ��� � ��
�� � ��� �
� �� � ���

��

的两个根，并求此方程的另两个根�
解 ���时行列式为

� � �� �
� � � ��
�� � � �
� �� � �

� � �� �
� �� � ��
�� � � �

�

� �� � �

��

����时，有

�� � �� �
� �� � ��
�� � �� �
� �� � ��

�� � �� ��
�� �� � ��
�� � �� ��

�

�� �� � ��

��

故���是方程的根�又��������������

�����������

�� � �� �
� �� � ��
�� � �� �

�

� �� � ��

� � �� ��
� �� � ��
�� � �� �

�

�� �� � �
� � �� ��
� �� � �
�� � �� �

�

�� �� � �

� �� �
�� � ���
�� �� �

� �� �
� � ���
�� �� �

���

记����，�����，则����������·������

将第�、�行加于
第�行�

将�、�列分别加
于�、�列�

逐步化简的方法

很多，请读者自行

计算这个行列式�

�



故�����，����为所求的另外两个根�
注 以上两个例题我们均引用到多项式的根与系数的关系�一般

设B�（bjk）是o阶矩阵�则方程 �F�B ��的o个根有如下关系：

������⋯��o�b���b���⋯�boo�
而 ����⋯�o� B �

矩阵B 的主对
角线元素和：b���
b���⋯�boo称为

B的迹�

计算以下各题中的行列式

����

�

� �

�

⋯ � b�
� � ⋯ b� �
左 左 左 左

� bo�� ⋯ � �
bo � ⋯ � �

解� 直接用定义，此行列式只有一项，它的符号是（��）
o（o��）
� ，

故��（��）
o（o��）
� b�b�⋯bo��bo�

解� 按第�列展开得递推公式：

�o�（��）o��bo�o���（��）
（o��）�obobo���o��

�（��）o���o�⋯��bobo��⋯b�b�

�（��）
（o��）（o��）

� b�b�⋯bo��bo

�（��）
o（o��）
� b�b�⋯bo�

以下介绍计算o
阶行列式的常用方

法�
这个题直接用定

义更简单；而用“逆

推公式”计算o阶
行列式的方法更普

遍�

���� ��

y z � ⋯ � �
� y z ⋯ � �
左 左 左 左 左

� � � ⋯ y z
z � � ⋯ � y

解 按第�列展开得��yo�（��）o��zo�

由于第一列特

殊，故按第�列展
开算本题最简便�

���� ��

y��n y� ⋯ yo
y� y��n ⋯ yo
左 左 左

y� y� ⋯ yo�n

解 将各列加于第�列并提出��
o

j��
yj�n 的因子式，得

先提取公因式，

将一列或一行化为

�是常用方法�
第�，�，⋯，o行
减去第�行�

�



��（��
o

j��
yj�n）

� y� ⋯ yo
� �n ⋯ �
左 左 左

� � ⋯ �n

�（��
o

j��
yj�n）·（�n）o��

���� �o�

��� �� � ⋯ � �
� ��� �� ⋯ � �
� � ��� ⋯ � �
左 左 左 左 左

� � � ⋯ � ���
解 按第一行展开得

�o�（���）�o������o��
即 �o���o����（�o�����o��）
故�o���o��是以�为公比的等比数列�（o��，�，⋯）�而首项

����（���）���

故 �o���o����o

同理 �o���o����o

消去�o��得
（���）�o��o����o��

故

�o��
o����o��

���
��o��o�����o�����⋯���o����o

本题所得到的其

实也是递推公式�
不过略加变形，这

个递推关系成了等

比数列的关系�

���� �o

dpt

�

� � � ⋯ � �
� �dpt�
� � �dpt

�
� ⋯ � �

左 左 左 左 左

� � � ⋯ � �dpt�
解 按最后一行展开得

�o��dpt��o����o��
以下有两种解法来求�o�
��设�o 是两个等比数列的通项b�ro��� ，b�ro��� 的和�则有

b�ro��� ��dpt�ro���ro��

r���dpt�r����
得r�，r�是此方程的两个根：r�，��dpt��jtjo��
因此

本题又得到一种

递推关系：一般说

如 果 一 个 数 列

｛bo｝，有 bo���
�bo��bo��（�，�
是已知常数），则可

令bo�Bro��，代
入可得关于r 的
二次方程，解得：

bo � Bro��� �
Cro��� �令 o��，

�，可定出B、C，从

��



�o�b�（dpt��jtjo�）o���b�（dpt��jtjo�）o���
而 �o�b��b��dpt��

��
dpt

�
�
� �dpt

�
�
��dpt��（b��b�）dpt��j（b��b�）tjo�

由b��b��dpt�得b��b��jtjo�
故 b��（dpt��jtjo�）／� b��（dpt��jtjo�）／�
于是

�o�［（dpt��jtjo�）o�（dpt��jtjo�）o］／�
�dpto��

而得到bo 的表达
式�

��用数学归纳法：���dpt�，���dpt���设�l���dpt（l��）�，

�l���dpt（l��）�则

�l��dpt��l����l��
��dpt�dpt（l��）��dpt（l��）�
��dpt�dpt（l��）��［dpt（l��）�dpt��tjo（l��）�tjo�］

�dpt�dpt（l��）��tjo（l��）�tjo��dptl��
故 �o�dpto�对任意正整数成立�

用数学归纳法要

先看 ��，��，��，
然后归纳出�o 的
表达式，再加以证

明�

����� 矩阵
���� 若

B
� � �
� � ��
m�

n�

q�

r�� � �
C

� � ��
� �� ��
m�

n�

q�

r�� � �
计算 BC�CB�

解 BC
� � �
� � ��
m�

n�

q�

r�� �� �
CB

� � �
� � ���
m�

n�

q�

r�� � �

BC�CB
� � ��
� � ��
m�

n�

q�

r�� �� ��

三阶矩阵的乘法

应很熟悉，本题的

另一意图是说明一

般BC-�CB�

���� 计算

Bo

� �� �� ��
�� � �� ��
�� �� � ��

�

m�

n�

q�

r��� �� �� �

o

��



解 B�

� � � �
� � � �
� � � �

�

m�

n�

q�

r�� � � �

��F

这样B���B�，B����F，⋯

Bo�
�oF，当o��l
�oB�，当o��l
�
�

� ��
（l��，�，⋯）

���� 求Bo�
� � �
� �
� �

�
m�

n�

q�

r��

o

解 B��
�� �� �
� �� ��
� � �

m�

n�

q�

r��
，B��

�� ��� （���）�
� �� ���

� � �

m�

n�

q�

r��

由归纳法知：Bo�
�o o�o�� o

（o��）
� �o��

� �o o�o��

� � �

m�

n�

q�

r�o

请读者自己完成

归纳法的证明�

���� 设g（y）�y���y��，而B
� ��

�［ ］
� ��

求g（B）�

解� B�
� ��

�［ ］
� �

�B
� ��

�［ ］
� ��

g（B）
� ��

�［ ］
� �

� ��
�［ ］
� ��

� �
�［ ］
� �

�� �
�［ ］
�� ��

解�
g（y）�（y��）（y��）

故

g（B）
�� ��

�［ ］
�� ��

� ��［ ］
� �

�� �
�［ ］
�� ��

解�是直接计算
每一项后再作加、

减法；

解�是分解因
式，先算加、减法，

最后算一个乘法，

而且知，（B��F）
与（B�F）相乘是
可交换的�

���� 求一切与B
� � �
� � ��
m�

n�

q�

r�� � �

可交换的矩阵�

解�（直接算） 设与B可交换的矩阵为C�（cjk），于是：

� � �
� � �
m�

n�

q�

r�� � �

c�� c�� c��
c�� c�� c��
c�� c�� c

m�

n�

q�

r���

直接用计算的方

法来求与B 可交
换的矩阵C 是很
麻烦，但作为练习，

却可以训练矩阵乘

法的基本功；后面

求cjk之间的关系
实际上是求线性方

��此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


