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第一版前言

  电子科技大学是国家工科数学课程教学基地建设单位 , 根据基地建设规划

的要求 , 已出版了多部教材 ,

是在该教材的基础上 , 根据 21 世纪科技人才素质的要求 , 吸取国内外改革教

材的长处修改而成的 , 具有以下特点 :

  一、重视代数与几何的结合

  本书将线性代数与空间解析几何的内容结合在一起 , 用代数方法解决几何

问题 , 为代数理论提供几何背景。在讲几何空间向量的运算规则时 , 有意识地

将它们按线性空间的八条公理形式表述 , 为线性空间的定义奠定几何基础。在

介绍 n 维向量的线性相关性定义与性质时 , 特意介绍三维空间中的几何背景。

在特征值与特征向量概念之后介绍相应的几何意义。用正交变换的方法处理二次

曲面方程化简的问题。对线性空间的概念及基变换与坐标变换的问题都从几何意

义上作出了相应的解释。对代数与几何的有机结合进行了大胆而有益的尝试。

  二、将初等变换作为贯穿全书的计算工具

  线性代数中解线性方程组、求矩阵的秩与逆、确定向量组的最大无关组与

秩、矩阵的特征值与特征向量的计算、行列式的性质

与矩阵的初等变换有着密切关系 , 因此本书将初等变换作为贯穿全书的一个基

本计算工具。在第一章就尽早引出矩阵的行初等变换 , 利用行初等变换将矩阵

化为行阶梯形矩阵与行简化阶梯形矩阵 , 然后研究初等变换的有关性质 , 使学

生在计算过程中尽可能地使用初等变换。使用同一种计算手段解决不同类型的

问题 , 更有利于计算过程与计算格式的程序化。在理论推导中多次使用矩阵的

初等变换使推导过程更容易理解 , 同时使理论推导与计算方法的介绍更加紧密

且自然地结合在一起。

  三、精选应用实例 , 安排数学实验

  工科学生在学习数学课程之后应该了解数学的应用 , 学会用数学思维与方

法分析和解决实际问题。本书对重要概念都尽可能地介绍应用背景 , 重要结果

都尽可能地举出应用实例。应用范围涉及经济、社会、生物、医学等学科领

域 , 许多典型应用与数学建模结合起来。在某些应用性较强的章节后除编写了

应用实例外 , 还安排了数学实验 , 培养学生建立数学模型 , 利用数学软件解决

实际问题的意识与能力。

  四、内容结构合理 , 可读性强 , 便于教学

  本书既考虑到教学改革的发展与需要 , 又充分考虑到教学的实际情况与可
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  本书自 2000 年出版以来 , 我们采用它作为教材 , 已经历了三年的教学实

践。根据我们在教学过程中的体会和使用本教材的同行们所提出的宝贵意见 ,

此次所作的调整和修改主要有以下几个方面 :

  一、考虑到国内部分高校已将“数学实验”列为一门单独的课程开设 , 故

在此次修改时 , 原书中关于“数学实验”的内容没有再编入本书。

  二、为便于教学实施和读者阅读的方便 , 将原书中关于应用的内容集中在

第八章 , 同时增加了一些应用实例 , 以便读者在学习本门课程之后 , 对本课程

理论与方法的应用有初步的了解 , 并增强应用意识 , 提高应用能力。

  三、对几何空间中“内积”的定义方式进行了调整 , 以使其与“外积”的

定义方式协调一致。

  四、在“线性空间与线性变换”一章中增加了“欧氏空间”一节 , 以期使

读者对抽象的“空间”概念有更全面的了解。

  此外 , 在例题和习题的选配上 , 也作了一些修改和调整。

  借本书再版的机会 , 向对本书给予了大力支持和关心的清华大学谭泽光教

授、西安交通大学徐成贤教授、北京理工大学史荣昌教授、电子科技大学李正

良教授、谢云荪教授、钟守铭教授 , 成都信息工程学院张志让教授 , 以及对本

书提出宝贵意见的同行们表示衷心的感谢 , 并对高等教育出版社理工分社对本

书的关心和扶持致以诚挚谢意。

编  者

2003 年 1月



ii

能 , 将传统与现代 , 理论与应用进行了较好的结合。

  本书在克拉默法则、矩阵可逆的等价条件、矩阵乘积的行列式等的证明

中 , 采用了简便的处理方法。注意强调重要理论的内在联系 , 多次使用一系列

等价命题的方式给出重要定理。将线性空间作为代数系统 V, P, + ,·)

义。将几何空间 , n 维向量空间到线性空间的概念从特殊到一般作了较好的铺

垫。

  本书的编者是 : 黄廷祝

章 )

书进行了全面的修改 , 并提供了部分应用实例与数学实验题目。本书由李正良

教授、张志让教授、钟守铭教授主审 , 他们认真地审阅了全书 , 并提出了重要

的修改意见。谨向他们表示衷心的感谢。刘金水副教授仔细地校阅了全书 , 电

子科技大学应用数学系的教师们也对本书提出了许多修改意见 , 在此一并致

谢。

  编写具有改革新意的线性代数与空间解析几何教材 , 缺乏经验 , 限于水

平 , 疏漏之处 , 恳请同行专家及读者提出宝贵的意见。

编  者

2000 年 1月
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第一章  矩阵及其初等变换

  在自然科学和工程技术中有大量的问题与矩阵这一数学概念有关 , 并且这

些问题的研究常常反映为对矩阵的研究 . 甚至有些性质完全不同的 , 表面上完

全没有联系的问题 , 归结成矩阵问题以后却是相同的 . 这就使矩阵成为数学中

一个极其重要的应用广泛的工具 , 因而也就成为代数 , 特别是线性代数的一个

主要研究对象 , 尤其是随着计算机的广泛应用 , 矩阵知识已成为现代科技人员

必备的数学基础 .

  本章主要介绍矩阵的运算、解线性方程组的高斯消元法与矩阵的初等变

换、逆矩阵和分块矩阵 . - 诀

§1.1  矩阵及其运算

  一、矩阵的概念

  在物资调运中 , 某类物资有 3 个产地、5 个销地 , 它的调运方案可在表

1.1 中反映 .

表  1.1 单位 : t   

  调  运
 数
  销  地

 产地
Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ

Ⅰ 0 �3 �4 �7 �5 �

Ⅱ 8 �2 �3 �0 �2 �

Ⅲ 5 �4 �0 �6 �6 �

  如果我们用 ai j ( i = 1 , 2 , 3 ; j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5) i 个产地运往第 j个销

地的运量 a12 = 3 , a24 = 0 , a35 = 6) 3 行

5 列的数表

0  3  4  7  5

8  2  3  0  2

5  4  0  6  6

.
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  用这种数表来表达某种状态或数量关系 , 在自然科学、技术科学以及实际

生活中也是常见的 . 这种数表我们称为矩阵 .

  定义 1  由 m× n 个数排成的 m 行 n 列数表

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

… … …

am 1 am 2 ⋯ am n

称为一个 m 行 n 列矩阵 , 简称为 m× n 矩阵 , 其中 ai j表示第 i 行第 j列处的

元 , i称为 ai j的行指标 , j称为 ai j的列指标 .

  通常用大写黑体字母 A, B , ⋯或者 ( ai j ) bi j ) ⋯表示矩阵 . 若需指

明矩阵的行数和列数 , 常写为 Am× n或 A = ( ai j ) m× n .

  例如

A =
0 - 1 2

1  2 3

为一个 2×3 矩阵 .

  n 元线性方程组

a11 x1 + a12 x2 +⋯ + a1 n x n = b1 ,

a21 x1 + a22 x2 +⋯ + a2 n x n = b2 ,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

am 1 x1 + am 2 x2 +⋯ + am n x n = bm

的系数可以组成一个 m 行 n 列矩阵

A =

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

… … …

am 1 am 2 ⋯ am n

,

称为方程组的系数矩阵 ; 而系数及常数项可以组成一个 m 行n + 1列矩阵

 A =

a11 a12 ⋯ a1 n b1

a21 a22 ⋯ a2 n b2

… … … …

am 1 am 2 ⋯ am n bm

,

2 第一章  矩阵及其初等变换



称为方程组的增广矩阵 . 我们将利用矩阵这一工具来研究线性方程组 .

  完全为零的矩阵称为零矩阵 , 记作 Om× n或 O . 如

O2× 2 =
0 0

0 0
,  O2× 3 =

0 0 0

0 0 0
.

  当 m = n 时 , 称 A为 n 阶矩阵 (或 n 阶方阵 ) .

  只有 1 行 (1× n ) 1 列 ( m×1)

( a11 , a12 ,⋯ , a1 n )

a11

a21

…

am 1

分别称为行矩阵和列矩阵 .

  若 方 阵 A = ( ai j ) n× n 的元 ai j = 0 ( i≠ j ) A 为 对角矩阵 ,

ai i ( i = 1 , 2 ,⋯ , n ) A的对角元 , 记作 A = diag ( a11 , a22 ,⋯ , an n ) .如

A =
- 1 0

 0 5
= diag ( - 1 , 5 )

为二阶对角矩阵 .

  对角元全为数 1 的对角矩阵称为单位矩阵 , n 阶单位矩阵记为 In , 在不致

混淆时也记为 I , 即

I = diag ( 1 , 1 ,⋯ ,1 ) =

1

1

w

1

.

  形如

a11 a12 ⋯ a1 n

0 a22 ⋯ a2 n

… … …

0 0 ⋯ an n

,  

a11 0 ⋯ 0

a21 a22 ⋯ 0

… … …

an1 an2 ⋯ ann

的矩阵分别称为上三角形矩阵和下三角形矩阵 .

  二、矩阵的线性运算

  矩阵是线性代数的基本运算对象之一 , 为了讨论矩阵的运算 , 我们首先给
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出矩阵相等的概念 .

  如果 A和 B都是 m× n 矩阵 , 就称 A和 B为同型矩阵 .

  两个矩阵 A = ( ai j )和 B = ( bi j )

即

ai j = bi j  ( i = 1 ,2 ,⋯ , m ; j = 1 , 2 ,⋯ , n) ,

就称 A和 B相等 , 记为 A = B .

  例如

A =
0 x - 1

3 4  y
,  B =

z 3 - 1

3 4  2
,

如果 A = B, 则立即得

x = 3 ,  y = 2 ,  z = 0 .

  现在我们介绍矩阵的加法运算及矩阵与数的乘积 .

  设有两种物资 (单位 : t )

矩阵 A和 B:

A =

30 25 17 0

20 0 14 23

0 20 20 30

,  B=

10 15 13 30

0 40 16 17

50 10 0 10

,

那么 , 从各产地运往各销地两种物资的总运量是 A与 B的和 , 即

A + B =

40 40 30 30

20 40 30 40

50 30 20 40

.

  定义 2 (矩阵的加法 )  设矩阵

A =

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

… … …

am 1 am 2 ⋯ am n

 与  B =

b11 b12 ⋯ b1 n

b21 b22 ⋯ b2 n

… … …

bm 1 bm 2 ⋯ bm n

是两个 m× n 矩阵 , 将它们的对应元相加 , 得到一个新的 m× n 矩阵
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C =

a11 + b11 a12 + b12 ⋯ a1 n + b1 n

a21 + b21 a22 + b22 ⋯ a2 n + b2 n

… … …

am 1 + bm 1 am 2 + bm 2 ⋯ am n + bm n

,

则称矩阵 C是矩阵 A 与 B的和 , 记为 C = A + B .

  值得注意的是 , 只有同型矩阵才能相加 , 且同型矩阵之和仍为同型矩阵 .

如

A =
2 0 - 1

0 1  2
,  B=

1

2

1

,

A 与 B不能相加 .

  设矩阵 A = ( ai j )

- a11 - a12 ⋯ - a1 n

- a21 - a22 ⋯ - a2 n

… … …

- am 1 - am 2 ⋯ - am n

称为 A的负矩阵 , 记为 - A . 显然有

A + ( - A ) = O .

  利用矩阵的加法与负矩阵的概念 , 我们可以定义两个 m× n 矩阵 A 与 B

的差 , 即矩阵的减法 :

A - B= A + ( - B) ,

就是把 A与 B的对应元相减 .

  显然 , A - B = O与 A = B等价 .

  下面介绍矩阵与数的乘积 .

  设从某三个地区分别到另两个地区的距离 (单位 : km) 3×2 的矩

阵表示为

A = �

90 60

120 70

80 55

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

.

 甲  乙

已知货物每吨公里的运费为 2 元 , 那么 , 各地区之间每吨货物的运费只要将
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A 中每一元都乘以 2 , 即得 S

180 120

240 140

160 110

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

.

 甲  乙

  矩阵与数的乘积的定义如下 .

  定义 3 (矩阵的数乘 )  设 A = ( ai j ) m× n是一个 m× n 矩阵 , k是一个数 ,

则称矩阵

ka11 ka12 ⋯ ka1 n

ka21 ka22 ⋯ ka2 n

… … …

kam 1 kam 2 ⋯ kam n

为矩阵 A与数 k 的乘积 (简称矩阵的数乘 ) 记为 kA .

  也就是说 , 用数 k 乘矩阵 A 就是将 A 中的每一元都乘以 k .

  矩阵的加法与数乘统称为矩阵的线性运算 .

  容易证明 , 设 A, B, C为同型矩阵 , k , l 为数 , 那么矩阵的线性运算

满足下列八条性质 :

  1° A + B = B + A;

  2° ( A + B) + C = A + ( B + C) ;

  3° A + O = A;

  4° A + ( - A ) = O;

  5° 1 A = A;

6° k lA ) = ( kl) A ;

  7° k A + B) = kA + kB;

  8° ( k + l ) A = kA + lA .

  例 1  设矩阵

A =
3 - 1  2

1  5  7
,  B=

7  5 - 4

5  1  9
,

且 A + 2 X = B, 求矩阵 X .

  解  由 A + 2 X = B得

X �=
1
2

( B - A)
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=
1
2

7 - 3 5 - ( - 1) - 4 - 2

5 - 1 1 - 5 9 - 7

=
2  3 - 3

2 - 2  1
.

  三、矩阵的乘法

  设甲、乙两家公司生产Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ三种型号的计算机 , 月产量

Ⅰ  Ⅱ  Ⅲ  

25 20 18

24 16 27

甲

乙
.

如果生产这三种型号的计算机每台的利润

0.5

0.2

0.7

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

,

则这两家公司的月利润

25×0.5 + 20×0.2 + 18×0.7

24×0.5 + 16×0.2 + 27×0.7
=

29.1

34.1

甲

乙
.

可见 , 甲公司每月的利润为 29.1 万元 , 乙公司的利润为 34.1 万元 .

  矩阵的乘法的定义如下 :

  定义 4  设 m× p 矩阵 A = ( ai j ) m× p , p× n 矩阵 B = ( bi j ) p× n ,则由元

ci j = ai1 b1 j + ai2 b2 j +⋯ + aip bpj = ∑
p

k = 1

ai kbk j

( i = 1 , 2 ,⋯ , m; j = 1 , 2 ,⋯ , n)

构成的 m× n 矩阵 C = ( ci j ) m× n称为矩阵 A与 B的乘积 , 记为 C = AB .

  由定义可知 :

  (1 ) A的列数必须等于 B的行数 , A与 B才能相乘 ;

  (2 ) 乘积 C的行数等于 A的行数 , C的列数等于 B的列数 ;

  (3 ) 乘积 C中第 i行第 j 列元 ci j等于 A的第 i 行元与 B的第 j 列元对应乘
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