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序

编写本书的目的是想对社会上不少青年自学或通过电视学习

工科类线性代数提供一些帮助, 同时也考虑到对在校的工科类大

学生学习线性代数提供一些辅导。

本书是通过对例题的分析、讲解、提问、小结等方式进行辅导

的。例题的选择基本上符合高等工业院校线性代数教学大纲所规

定的要求。因此,不管读者使用什么样的工科类教材, 都能使用此

书。

本书共收集了 150道左右例题, 400道左右的习题。例题中有

介绍基本概念和基本运算方法的计算题或证明题, 有初学者易在

计算中出现错误或不易理解的澄清题,有一题多解的开扩思路题,

也有较灵活的综合题。不少例题在讲解前作了如何思考或如何下

手的分析, 在讲解完后有些还提出思考问题, 希望读者进一步思

考、深入理解。这些例题的绝大部分编者都在清华大学教学上使用

过,其不少例题是多年来教学中经常使用的。

由于本书主要是为初学者提供的辅导材料, 在每一节前面都

有“内容提要”及“例题分析”。我们建议读者对每一节的“内容提

要”先看一看, 想一想,再去看“例题分析”的题目, 先自己动手算一

算,然后看题解, 这样帮助会大些。为了使读者有指导地做些练习,

在每节后都有相应内容的习题(有* 号的可不做) ,帮助读者达到

巩固、熟练的目的。在每章最后一节是习题的提示和答案, 有些还

提供了较详细的解答。我们希望初学者一定要在独立思考, 独立解

题的前提下,再参看提示和答案。

编写本书时,我们主要参考了下列教材:清华大学栾汝书教授
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编的“空间解析几何和线性代数”(校内试用教材, 现已正式出版,

名为“线性代数”) , 北京大学的“高等代数”, 及 N·B 普罗斯库烈

柯夫著,周晓钟译的“线性代数习题集”等, 在此特向有关人员表示

感谢。

由于编者水平所限,难免有缺点、错误,欢迎读者批评指正。

编者 1984.6  
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第 二 版 序

十年前,我们编写了这本《线性代数辅导》, 它的主要对象原想

是社会上自学或通过电视学习工科类线性代数的青年,但事实上,

不少学校的本科生,从事工科院校线性代数教学的教师, 还有报考

硕士研究生的读者都在使用这本书,使我们非常高兴。

自第一版发行后, 我们收到不少读者的来信, 表示关心和支

持, 并提了不少宝贵意见, 对此我们表示深切的感谢, 根据读者的

使用情况,及十年来编者教学经验的进一步积累, 我们对第二版作

了如下修改:调整了全书的布局, 将一般的线性空间、线性变换、欧

氏空间编到了第七章, 并加注了* 号, 这样全书分成了两个层次,

前六章适用于少学时(约 30—40 学时)的读者, 全书则适用于多学

时(约 50—60学时)的读者。另外本书前六章也符合全国工学硕士

研究生数学考试大纲的要求;适当调整了例题和习题, 增加了一些

基本题,并将一些引伸的例题和习题加注了* 号;为了读者查找习

题的答案和提示的方便,我们将它集中到了本书的最后。

本书第一版是由胡金德、张元德、宋烈侠、朱蓉隽、王飞燕集体

编写,第二版由胡金德、王飞燕修改。我们希望《线性代数辅导》第

二版继续得到读者的关心和支持。

编者
1994 年 5 月于清华园
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第一章 行 列 式

§ 1 n 阶行列式的定义

一、内容提要

  1. n 阶行列式的“递归”定义 (定义 1)

由 n
2
个数组成的 n 阶行列式

D =

a 11 a 12 ⋯ a 1n

a 21 a 22 ⋯ a 2n

a n1 a n2 ⋯ a nn  

是一个算式,当 n= 1时©¦a 11 ©¦= a 11

当 n≥2时

D = a 1 1A 11 + a 12 A12 + ⋯ + a 1nA1n = ∑
n

j = 1

a 1j A1j

其中 A 1j = ( - 1)
1+ j

M 1j ,为 a1j的代数余子式。

M 1j =

a2 1 ⋯ a 2j - 1 a 2j + 1 ⋯a 2n

a3 1 ⋯ a 3j - 1 a 3j + 1 ⋯a 3n

an 1 ⋯ a nj - 1 a nj + 1 ⋯a nn  

为 a 1j 的余子式。

  2. n 阶行列式的“逆序”定义

( 1) 排列和逆序

由 n 个数 1, 2, 3,⋯, n 组成的一个有序数组( i1 , i2 , i3 ,⋯, in )称

为一个 n 元排列。n 元排列共有 n! 个。

在一个排列( i1 , i2 , ⋯, it , ⋯, is ,⋯, in )中, 若数 it> is ,则称这两

·1·



个数组成一个逆序。一个排列中逆序的总数称为此排列的逆序数。

记作:σ( i1 , i2 , ⋯, in )。若σ为奇数,则称( i1 , i2 ,⋯in )为奇排列。若 σ

为偶数,则称此排列为偶排列。

排列( i1 , i2 , ⋯, it , ⋯, is , ⋯, in )中, 交换任意两数 it 和 is 的位

置,称为一次对换。

对换改变排列的奇偶性。

任意一个 n 元排列( i1 , i2 , ⋯, in )经过若干次对换可变为( 1, 2,

⋯, n)样的自然顺序排列, 且所作的对换次数与排列( i1 , i2 ,⋯, in )

有相同的奇偶性。

( 2) n 阶行列式的“逆序”定义 (定义 2)

a 11 a 12 ⋯ a 1n

a 21 a 22 ⋯ a 2n

a n1 a n2 ⋯ an n  

= ∑
( i

1
i
2
⋯ i
n

)

( - 1)
σ( i

1
i
2
⋯i
n

)
a 1i

1
a 2i

2
⋯ani

n

这里 ∑
( i

1
i
2
⋯ i
n

)
是对所有 n 元排列( i1i2⋯in )求和。故 n 阶行列式等于

n!项取自不同行、不同列的 n 个元素的乘积 a 1i
1
a2 i

2
⋯a ni

n
的代数和,

每一项的正负号取决于组成该项的 n 个元素的列下标排列的逆序

数(当把其行下标按自然顺序排列时)。即当( i1i2⋯in )是偶排列时,

取正号,当( i1i2⋯in )是奇排列时, 取负号。

应该指出的是,行列式采用不同的定义, 结果是一样的。通常

如果用“逆序”定义行列式, 那末前面介绍的“递归”定义就成为行

列式“按一行展开”的性质。

二、例题分析

1.1 决定排列 ( n, n - 1, ⋯, 2, 1)的逆序数, 并讨论它的奇

·2·



偶性。

解: 为了找出排列( n, n- 1, ⋯, 2, 1)所有的逆序而不遗漏, 我

们对此排列的 n 个数从左到右顺序地考察:第一个数 n 比其后面

的 n- 1个数都大, 共组成 n- 1 个逆序,第 2 个数 n- 1 又比其后

面的 n- 2个数都大, 又组成 n - 2 个逆序, ⋯,因此, 一般地, 数 k

( k> 1)与其后面 k- 1 个数组成 k- 1个逆序, σ( n, n- 1, ⋯, 2, 1)

= ( n- 1) + ( n- 2) + ⋯+ 2+ 1=
n( n- 1)

2
, 所以,当 n= 4k 或 4k+

1时, σ为偶数,此排列为偶排列。当 n= 4k+ 2或 4k+ 3时, σ为奇

数,此时排列是奇排列。

1.2 在 6 阶行列式中, a 14 a 23 a3 1 a 42 a 56 a6 5的项应带什么符号?

a 2 3a 31 a 42 a 56 a1 4a 6 5呢?

解: 从 6阶行列式的定义出发, a1 4a 2 3a 31 a 42 a 56 a6 5再加上其前面

置以正号或负号构成行列式中的一项, 该项行下标已按自然顺序

排列。由定义, 其正负号取决于列下标排列的逆序数 σ, 即为

( - 1)
σ
, 现列下标的排列为( 4, 3, 1, 2, 6, 5)从左往右, 逐个计算此

排列的逆序数(用©¦  ©¦表示一个逆序)。                

σ( 4 3 1 2 6 5 ) = 6

而( - 1)
6
= 1,故 a1 4a 23 a 31 a 42 a 56 a6 5应带正号。

再看 a 23 a 31 a 42 a 56 a 14 a 65 , 为了利用定义来决定这一项前面的符

号,先把这一项中 6个元素的位置重新排列一下, 使得它们的行下

标排列为自然顺序。即

a 23 a 31 a 42 a 56 a1 4a 65 = a1 4 a2 3a 31 a 42 a 56 a 65

  根据前面的计算,这一项前面的符号为正, (因为( - 1)
6
= 1)。
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说明: 在把 6 个元素的位置重新按行下标为自然顺序排列

时, 对元素经过了若干次对换。当每两个元素对换一次时, 6个元

素的行下标组成的 6 元排列和列下标组成的 6 元排列均进行了一

次对换,各改变了一次奇偶性, 故行下标和列下标的逆序数的和的

奇偶性不变。所以:

      

( - 1) σ( 4 , 3, 1, 2 , 6, 5)

= ( - 1)
σ( 1 , 2, 3, 4, 5, 6 ) + σ( 4, 3 , 1, 2, 6 , 5)

= ( - 1)
σ( 2 , 3, 4, 5, 1, 6 ) + σ( 3, 1 , 2, 6, 4 , 5)

即 ( - 1) 6 = ( - 1) 6 = ( - 1) 4+ 4 = 1

  这个结论可以推广到 n 阶行列式的一般情形:若 n 阶行列式

的一般项为 a i
1

j
1
ai

2
j

2
⋯a i
n

j
n
。经过若干次对换变为 a1 j

1
′a 2j

2
′⋯a nj

n
′, 则

( - 1)
σ( i

1
i
2
⋯ i
n

) + σ( j
1

j
2
⋯ j
n

)

= ( - 1)
σ( 12⋯ n) + σ( j

1
′j

2
′⋯ j
n
′)

,

= ( - 1)
σ( j

1
′j

2
′⋯ j
n
′)

即 a i
1

j
1
ai

2
j

2
⋯a i
n

j
n
前面的符号为

( - 1)
σ( i

1
i
2
⋯i
n

) + σ( j
1

j
2
⋯ j
n

)

  1.3 证明

a 11 a 12 a 13 a 14 a1 5

a 21 a 22 a 23 a 24 a2 5

0 0 0 a 34 a3 5

0 0 0 a 44 a4 5

0 0 0 a 54 a5 5

证明: 这个行列式的元素满足:

a 3j
3

= 0 (当 j 3 = 1, 2, 3 时)

a 4j
4

= 0 (当 j 4 = 1, 2, 3 时)

a 5j
5

= 0 (当 j 5 = 1, 2, 3 时)

而 5阶行列式的一般项为 ( - 1) σa 1j
1 a2 j

2 a 3j
3 a 4j

4a 5j
5
, 只要 j 3 , j 4 , j 5 中

·4·
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有一个为 1, 2, 3 时,对应项便为零。又 j 3 , j 4 , j 5 应取 1, 2, 3, 4, 5 中

各不相等的 3 个数,其中必然有 1, 2, 3中的某一个数, 因此行列式

的一般项必为零,即行列式为零。 证毕

1.4 按 2种定义, 分别计算 n 阶行列式

D n =

0 ⋯ 0 1 0

0 ⋯ 2 0 0

Y

n - 1 ⋯ 0 0 0

0 ⋯ 0 0 n

  解: 按定义 1,

Dn = 1 ¡¤( - 1)
1 + n- 1

0 ⋯ 2 0

Y

n - 1 ⋯ 0 0

0 ⋯ 0 n

继续按定义 1 运算

Dn = ( - 1)
n

0 ⋯ 2 0

Y

n - 1 ⋯ 0 0

0 ⋯ 0 n

= ( - 1)
n
( - 1)

1+ n- 2
¡¤2 ¡¤

0 ⋯ 3 0

Y

n - 1 ⋯ 0 0

0 ⋯ 0 n

= ⋯ = ( - 1) n ( - 1) n - 1⋯( - 1) 3 ( 2 ¡¤3⋯, n - 2)
n - 1 0

0 n

= ( - 1)
( n+ 3) ( n - 2 )

2 n!

按定义 2,

由于行列式中不为零的项只有 1·2·⋯·( n - 1)·n 这一
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项, 而把这 n 个元素按行下标自然顺序排列时, 列下标的排列为

( n- 1, n- 2, ⋯2, 1, n) ,

而σ( n- 1, n- 2,⋯2, 1, n) = ( n- 1) ( n- 2) / 2,

所以行列式 D n= ( - 1)
( n- 1) ( n - 2 )

2 n!

注意到
( n+ 3) ( n- 2)

2
与

( n- 1) ( n- 2)
2
具有相同的奇偶性, 即

当 n= 4k+ 1, 4k+ 2 时为偶数, n= 4k+ 3, 4k 时为奇数, 所以按两

种定义计算的 D n 值相同。

顺便提出,根据行列式的两种定义, 都很容易得到下面几个有

用的结论: (读者不妨自己练习。)

( 1) 上、下三角行列式等于主对角线(从左上角到右下角这条

对角线)上的元素的乘积。即

a 11 a1 2 ⋯ a 1n

0 a2 2 ⋯ a 2n

0 0 ⋯ a nn  

=

a 11 0 ⋯ 0

a 21 a2 2 ⋯ 0

an 1 an 2 ⋯ a nn  

= a 11 a 22⋯ann

  ( 2) 对角行列式也等于主对角线上的元素的乘积。即

a 11 0 ⋯ 0

0 a 22 ⋯ 0

0 0 ⋯ a nn  

= a 11 a 22⋯an n

  ( 3)

0 ⋯ 0 a 1n

0 ⋯ a 2 n- 1 0

a n1 ⋯ 0 0  

=

0 ⋯ 0 a1 n

0 ⋯ a 2 n- 1 a2 n

an 1 ⋯ a n n- 1 ann  
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=

a 11 a 12 ⋯ a1 n - 1 a 1n

a 21 a 22 ⋯ a2 n - 1 0

a n1 0 ⋯ 0 0  

= ( - 1)
n( n- 1 )

2 a 1na2 n - 1⋯a n1

  1. 5
*
 证明

d
dt

a 1 1 ( t) a 12 ( t) ⋯ a1n ( t)

a 2 1 ( t) a 22 ( t) ⋯ a2n ( t)

a n1 ( t) a n2 ( t) ⋯ ann ( t)  

= ∑
n

j = 1

a 11 ( t)⋯
d
dt

( a 1j ( t) )⋯a 1n ( t)

a 21 ( t)⋯
d
dt

( a 2j ( t) )⋯a 2n ( t)

a n1 ( t)⋯
d
dt

( an j ( t) )⋯an n ( t)  

  证明: 欲证的等式左边是一个 n 阶行列式相对于变量 t 求导

数, 而行列式中每个元素均为变量 t 的函数。等式右边为 n 个行列

式之和,根据行列式的定义及导数的运算性质, 我们有:

法 1: 用定义 1及数学归纳法:

验证: n= 1时,
d
dt

a 11 ( t) =
d
dt

( a 11 ( t) ) = ©¦a1 1′( t) ©¦结论成立。

假设对 n- 1阶行列式, 等式成立。即

d
dt

a 11 ( t) a 12 ( t) ⋯ a1n - 1 ( t)

a 21 ( t) a 22 ( t) ⋯ a2n - 1 ( t)

an- 11 ( t) an - 1 2 ( t) ⋯ a n- 1n- 1 ( t)  
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= ∑
n- 1

j = 1

a1 1 ( t) ⋯ a 1j′( t) ⋯ a 1n - 1 ( t)

a2 1 ( t) ⋯ a 2j′( t) ⋯ a 2n - 1 ( t)

an - 1 1 ( t) ⋯ an - 1 j′( t) ⋯ an - 1 n- 1 ( t)  

  证明对于 n 阶行列式,等式也成立:

左边 =
d
dt

a 1 1 ( t) a 12 ( t) ⋯ a1n ( t)

a 2 1 ( t) a 22 ( t) ⋯ a2n ( t)

a n1 ( t) a n2 ( t) ⋯ ann ( t)  

= ∑
n

j = 1

a 1j A1j ′= ∑
n

j = 1

( a1 j A1j )′

= ∑
n

j = 1

( a1 j′A1j + a1 j A1j′)

= ∑
n

j = 1

a 1j′A1 j + ∑
n

j = 1

a1 j A1j′

而 ∑
n

j = 1

a 1j A1j′

= ∑
n

j = 1

a 1j ( - 1) 1 + j

a 21 ⋯ a 2j - 1 a 2j + 1 ⋯ a2 n

a 31 ⋯ a 3j - 1 a 3j + 1 ⋯ a3 n

a n1 ⋯ an j - 1 an j + 1 ⋯ ann  

′

= ∑
n

j = 1

a 1j ( - 1) 1 + j∑
n

i= 1
( i≠ j )

a 21 ⋯ a 2i′ ⋯ a 2n

a 31 ⋯ a 3i′ ⋯ a 3n

a n1 ⋯ a ni′ ⋯ a nn  

(据归纳法假设)

把上面的和式重新组合一下得到:
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左边 = a1 1′A 11 + ∑
n

j = 2

a1 j ( - 1) 1+ j

a 21′ ⋯ a2 j - 1 a2 j + 1 ⋯ a 2n

a 31′ ⋯ a3 j - 1 a3 j + 1 ⋯ a 3n

an 1′ ⋯ anj - 1 anj + 1 ⋯ a nn  

+ a 12′A1 2 + ∑
n

j = 1
( j≠ 2)

a 1j ( - 1) 1+ j

×

a 21 a 22′ ⋯ a 2 j - 1 a2 j + 1 ⋯ a 2n

a 31 a 32′ ⋯ a 3 j - 1 a3 j + 1 ⋯ a 3n

a n1 a n2′ ⋯ a n j - 1 an j + 1 ⋯ a nn  

+ ⋯⋯ + a 1n′A1n + ∑
n- 1

j = 1

a1 j ( - 1) 1+ j

×

a 21 a 22 ⋯ a 2 j - 1 a 2 j + 1 ⋯ a 2n - 1 a 2n′

a 31 a 32 ⋯ a 3 j - 1 a 3 j + 1 ⋯ a 3 n- 1 a 3n′

a n1 a n2 ⋯ an j - 1 a n j + 1 ⋯ a nn - 1 a nn′  

=

a 11′ a 12 ⋯ a 1n

a 21′ a 22 ⋯ a 2n

a n1′ a n2 ⋯ a nn  

+

a 11 a 12′ ⋯ a 1n

a 21 a 22′ ⋯ a 2n

a n1 a n2′ ⋯ a nn  

+ ⋯ +

a1 1 a 12 ⋯ a 1n - 1 a 1n′

a2 1 a 2 2′ ⋯ a 2n - 1 a 2n′

an 1 a n2′ ⋯ a nn- 1 a nn′  

= 右边.      结论成立。

法 2: 用定义 2及导数运算性质
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左边 =
d
dt ∑( i

1
i
2
⋯i
n

)

( - 1)
σ( i

1
i
2
⋯ i
n

)
a i

1
1 ( t) ai

2
2 ( t)⋯ai

j
j ( t)⋯a i

n
n ( t)

= ∑
( i

1
i
2
⋯i
n

)

( - 1) σ( i1i2⋯ in)
d
dt

( a i
1

1 ( t) a i
2

2 ( t)⋯a i
j

j ( t)⋯a i
n
n ( t) )

= ∑
( i

1
i
2
⋯i
n

)

( - 1)
σ( i

1
i
2
⋯ i
n

) ∑
n

j = 1

a i
1

1 ( t)⋯
d
dt

ai
j
j ( t)⋯a i

n
n ( t)

= ∑
n

j = 1

( ∑
( i

1
i
2
⋯i
n

)

( - 1)
σ( i

1
i
2
⋯ i
n

)
a i

1
1 ( t)⋯

d
dt

a i
j
j ( t)⋯ai

n
n ( t) )

= ∑
n

j = 1

a1 1 ( t)⋯
d
dt

a 1j ( t)⋯a1n ( t)

a 21 ( t)⋯
d
dt

a 2 j ( t)⋯a 2n ( t)

an 1 ( t)⋯
d
dt

an j ( t)⋯a nn ( t)  

= 右边

推证的最后三个等号的依据是: ( 1) 导数乘积的运算性质。( 2) 双

重和号可以交换次序。( 3) 行列式的定义。 证毕 .

三、习题

确定下列排列的逆序数,并确定是偶排列还是奇排列?

1.1 ( 1, 8, 2, 7, 3, 6, 4, 5)

1.2 ( 2, 4, 5, 3, 1, 8, 7, 6)

1.3 ( 2, 4, 6, ⋯, 2n, 2n- 1,⋯3, 1)

1.4 在数 1, 2, ⋯, n 的任一排列中, 逆序数和顺序数的和等

于多少?

1.5 设排列( a 1 , a 2 , ⋯, a n )中有 s 个逆序, 问在排列( an , an - 1 ,

⋯, a 1 )中有多少个逆序?

下列排列中,哪些可以构成相应阶数的行列式的项?并带有正
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