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前   言

1995 年原国家教委适时推出了“高等农林教育面向 21 世纪教学内容和课程

体系改革计划”,从 1995 年开始,我们经历了申报、立项、制定改革方案和试验等

过程.在原国家教委高等教育司的指导下,华中农业大学于 1997 年和 1998 年按

照新的改革方案进行两轮试验.在原有讲义的基础上,多方征求教师、学生的意

见,经过反复研讨,我们编写了这本“面向 21 世纪课程教材”  《现代数学方法

选讲》.

在面向 21 世纪的教学改革中,为什么要开设这样一门课程呢 ?

首先是为了让大学生开阔视野、扩大知识面,提高综合素质.大家知道,对于

非数学专业的大学生,在大学阶段还只是接触到 17 世纪、18 世纪的数学.正如

美国同行所指出的,如果一个大学生学了一年微积分后就终止了数学学习,“或

许正当我们进入 21 世纪时,最要指责的是他(或她)学到很少或者甚至没有学到

比 18 世纪的数学更现代的数学了.”[1]美国大学生如此,中国大学生也如此.这

能责怪学生吗 ? 不能 ! 改革才是唯一出路.为了改变这一状况,在学校的支持

下,我们开设了这门课程.

其次,国际数学联盟(IM U)专门将 2000 年定为“世界数学年”,其主要宗旨就

是“使数学及其对世界的意义被社会所了解,特别是被普通公众所了解”.我们认

为,作为数学工作者,有责任有义务向人们乃至社会宣传数学对社会进步的作

用,宣传“数学就在我们身边”,让数学成为人们生活的组成部分.

再次,市场上已经出现了模糊洗衣机等家用电器,到底什么是模糊 ? 多大年

龄的人才算青年人 ? 英国的海岸线到底有多长 ? 对诸如此类的问题,我们认为,

当代大学生应该有所了解.本书选择讲授模糊数学方法、分形几何方法,也考虑

到这两个新兴的数学分支都诞生在 20 世纪下半叶(模糊数学诞生在 60 年代,分

形几何诞生在 70 年代),离我们现在还不远,还比较“现代”.它们的理论基础正

在不断地发展与逐步完善;在方法应用方面,二者都是应用走在理论的前面,表

现出强大的生命力,并且方法应用易于被学生接受.

基于以上考虑,我们编写了这本《现代数学方法选讲》.在编写时注重问题的

实际背景与概念的直观描述,内容选择上,注意循序渐进,从实际与直观出发,通



俗易懂,具有科普性;注重理论联系实际,具有应用性;开发了与教材配套使用的

计算机应用软件,具有可操作性.

本书由谢季坚主编.谢季坚负责编写 1、2 讲;邓小炎负责编写 3、4 讲;刘承

平、邓小炎开发了相应的计算机应用软件.

本书由武汉理工大学胡则成教授审稿.

在本书出版的时候,我们感谢教育部,是教育部富有远见地推出了《高等教

育面向 21 世纪教学内容和课程体系改革计划》,为我们提供了一个参与的机遇.

还要感谢教育部高教司、《面向 21 世纪高等农林教育教学内容和课程体系改革

计划》工作协调指导小组、04—6 项目组、华中农业大学及教务处、理学系、数学

教研室所给予的支持与帮助.

武汉理工大学胡则成教授在百忙之中为本书审稿,并提出许多中肯意见与

建议.李启文副教授、刘承平副教授、高红工程师为本书的出版付出许多心血.对

于他们的支持与帮助,我们表示衷心的感谢.

最后,对高等教育出版社为本书的顺利出版所付出的辛勤劳动和大力支持,

我们表示衷心的感谢.

由于编写水平所限,恳请读者和使用本书的教师对书中不妥之处不吝赐教.

编者

2000 年 5 月于

武昌狮子山

·2· 前   言



目   录

第 1 讲  模糊数学基础 1⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    1.1  模糊数学概述 1⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    1.2  集合·映射·关系 3⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      1.2.1  经典集合 3⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      1.2.2  映射与扩张 5⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      1.2.3  二元关系 7⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      1.2.4  格 10⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    1.3  模糊集合及其运算 11⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      1.3.1  模糊集合 11⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      1.3.2  模糊集合的运算 15⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    1.4  模糊集合的应用 18⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    习题 1 20⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第 2 讲  模糊数学方法及其应用 21⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    2.1  模糊统计方法 21⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.1.1  模糊统计试验 21⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.1.2  隶属度的客观存在性 21⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.1.3  隶属函数的确定方法 22⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    2.2  模糊模型识别 29⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.2.1  实际背景 29⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.2.2  最大隶属原则 29⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.2.3  择近原则 31⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.2.4  模糊模型识别的应用 35⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    2.3  模糊聚类分析 39⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.3.1  模糊关系 39⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.3.2  模糊矩阵 40⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.3.3  模糊等价矩阵 48⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.3.4  模糊相似矩阵 51⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.3.5  模糊聚类分析 54⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.3.6  模糊聚类分析的应用 59⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯



    2.4  模糊决策 71⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.4.1  模糊意见集中决策 71⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.4.2  模糊二元对比决策 74⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.4.3  模糊综合评判决策 81⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      2.4.4  模糊决策的应用 88⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    习题 2 92⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第 3 讲  分形几何基础 100⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    3.1  分形几何概述 100⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.1.1  实际背景 100⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.1.2  分形几何学的诞生 104⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.1.3  分形理论的现状与发展 105⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    3.2  分形几何基础 106⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.2.1  “数学怪物”与自相似性 106⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.2.2  分形与分维 111⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    3.3  几种规则分形 118⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.3.1  康托尔集 118⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.3.2  谢尔宾斯基线集 120⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.3.3  谢尔宾斯基海绵 121⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.3.4  科赫折线 122⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    3.4  分形的计算机生成 125⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.4.1  迭代产生美 125⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.4.2  朱力叶集及其计算机生成 128⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      3.4.3  曼德布罗特集及其计算机生成 130⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    习题 3 132⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第 4 讲  分形方法及其应用 135⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    4.1  分形维数的计算方法 135⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.1.1  实空间测量方法 135⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.1.2  根据分布函数求维数 139⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.1.3  根据测度关系求维数 139⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.1.4  关联维数方法 140⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.1.5  广义分维和信息维数 143⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    4.2  分形方法在地震及其预报中的应用 144⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.2.1  地震中岩石断裂的分形结构 145⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.2.2  地震能量的分形结构及其广义分维 146⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.2.3  地震时间的分形结构及其广义分维 147⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

·2· 目   录

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



      4.2.4  地震空间分布的分形结构及其广义分维 148⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    4.3  分形方法在生物科学中的应用 149⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.3.1  人体器官的分形构造 149⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.3.2  蛋白质的分形特征 149⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.3.3  Logistic 方程 151⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    4.4  分形方法在经济管理中的应用 153⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.4.1  经济弹性 154⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.4.2  收入分配的分维与基尼系数 154⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.4.3  收入分布的分形特征 155⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

      4.4.4  股票中的分形 156⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

    习题 4 157⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录Ⅰ  习题参考答案 159⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录Ⅱ  名词术语索引 164⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

参考文献 167⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

·3·目   录



第 1 讲  模糊数学基础

由于模糊概念(现象)在现实世界中普遍存在,因此,用数量化方法来研究模

糊概念(现象)是一种发展趋势.本讲主要介绍模糊数学的基础知识:集合、映射、

关系、模糊集合及其运算以及模糊集合的应用.

1.1  模糊数学概述

1965 年美国加利福尼亚大学著名的控制论专家扎德(Zadeh L A, 1921—)教

授在《Information and Control》杂志发表了一篇开创性论文“Fuzzy sets”(模糊集

合)
[2]
,这标志着模糊数学的诞生.

扎德 1921 年 2 月 4 日出生于前苏联巴库(现今阿塞拜疆共和国首都).1942

年获伊朗德黑兰大学电机工程系学士,1944 年获美国麻省理工学院电机工程系

硕士,1946 年获美国哥伦比亚大学电机工程博士.1956 年,他是普林斯顿高级研

究院的访问成员.1957 年,在哥伦比亚大学担任教授职务.1959 年起,他在加利

福尼亚大学电机工程系任教授.在 1965 年以前,扎德的工作集中在系统理论和

决策分析方面.从 1965 年开始,他的主要的研究兴趣转移到发展模糊集理论和

将其应用于人工智能、语言、逻辑、决策分析和人类系统的分析方法.自从“信息

与控制”杂志发表了他的开创性论文“模糊集合”后,扎德被世界公认为是对系统

理论及其应用这一领域最有贡献的人之一.被人们称为“模糊集之父”
[3]
.

与其他数学分支一样,模糊数学也是由于科学技术的发展与社会实践的需

要而产生的.模糊概念(现象)在现实世界中普遍存在.例如,厚,薄,快,慢,大,

小,长,短,高,低,重,轻,强,弱,硬,软,稠,稀;白天,黑夜,黎明,中午,傍晚,多

云,阴天,晴天等;在科学技术、经济管理中模糊概念(现象)也是无处不在.如感

冒,胃病,心脏病;高产作物,早熟品种,蔬菜,水果,动物,植物,微生物;通货膨

胀,经济繁荣,经济萧条,劳动密集型企业,信得过产品,贫困,温饱,小康,富裕等

都是模糊概念.当代科技发展的趋势之一,就是各个学科领域都要求定量化、数

学化.当然也迫切要求将模糊概念(现象)定量化、数学化,这就促使人们去寻求

一种研究和处理模糊概念(现象)的数学方法.

众所周知,传统的经典数学是以精确性为特征的.然而,与精确性相悖的模

糊性并不完全是消极的.比如,要你某日上午 10 时到校门口去迎接一位“高个子



长头发大胡子戴宽边棕色眼镜的青年男生”,尽管这里只提供一个确定信息  

男生,其他都是模糊信息,经过大脑去识别,你仍可以不大费力地迎接到这位男

生.如果这件事让计算机来做,那就要测量人的身高多少厘米,头发多少根,头发

长度多少,⋯⋯,一一记录在案.偶尔,这位男生的头发在中途掉了一根,计算机

就不认识了.由此可见,太精确了未必一定是好事.

模糊数学绝不是把数学变成模模糊糊的东西,它同样具有数学的特性:条理

分明,一丝不苟.即使描述模糊概念(现象),也会描述得清清楚楚.由扎德教授创

立的模糊数学是继经典数学、统计数学之后数学的一个新发展.统计数学将数学

应用范围从必然现象领域扩大到偶然现象领域,模糊数学则把数学的应用范围

从精确现象扩大到模糊现象的领域.

在科学技术领域和客观世界中,人们所遇到的各种量大体上可以分为两大

类:确定性的与不确定性的,而不确定性的量又分为随机性的与模糊性的.人们

正是用三种数学来分别刻画客观世界中不同的量
[4]
:

量
确定性  经典数学;

不确定性
随机性  随机数学;

模糊性  模糊数学.

为了弄清上述两种不确定性,这里讨论一下它们的区别.

随机性的不确定性,也就是概率的不确定性,主要与事件的发生有关.例如,

“明天有雨”,“掷一粒骰子出现 6 点”等,它们的发生是一种偶然现象,具有不确

定性.在这里事件本身(“有雨”,“出现 6 点”)是确定的,而事件发生与否不确定.

只要时间过去了,到了明天,“明天有雨”是否发生就变成确定的了;只要做一次

实验,“6点”是否出现就变成确定的了.而模糊性的不确定性则不相同,如“青年

人”,“高个子”的不确定性,即使到了明天,或者做一次实验,它们仍是不确定的.

这主要是事件本身(“青年人”,“高个子”)是不确定的,具有模糊性,它是由概念、

语言的模糊性产生的.

模糊数学诞生至今已经三十多年了.1976 年传入我国后,得到了迅速发展.

1980 年成立了中国模糊数学与模糊系统学会,1981 年创办《模糊数学》杂志(武

汉,华中工学院),1987 年创办《模糊系统与数学》杂志(长沙,国防科技大学).我

国已经成为模糊数学研究的四大中心(美国、欧洲、日本、中国)之一.

模糊数学的应用几乎涉及到国民经济的各个领域与部门.特别值得一提的

是,模糊理论在智能计算机的应用与开发上将起到重要作用.模糊评判决策在工

程管理、经济管理中也有广泛应用.20 世纪 80 年代以来,空调器、洗衣机等家用

电器中已广泛采用了模糊控制技术,日本在这方面已走在世界的前列.我国也于

20 世纪 90 年代初在杭州生产了第一台模糊洗衣机.模糊数学甚至已开始进入

普通百姓家庭.
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1.2  集合·映射·关系

1.2.1  经典集合

1.2.1.1  集合及其表示

集合是现代数学的一个基础概念.一些不同对象的全体称为集合,也简称为

集.常用大写英文字母 A, B, X, Y 等表示.本书有时称集合为经典集合,这是为

了区别于模糊集合.集合内的每个对象称为集合的元素,常用小写英文字母 a,

b, c,⋯表示. a 属于 A,记为 a∈ A; a 不属于 A,记为 aú A.
不含有任何元素的集合称为空集,记为 .

只含有限个元素的集合,称为有限集,有限集所含元素的个数称为集合的基

数.包含无限个元素的集合称为无限集.以集合作为元素所组成的集合称为集合

族.所谓论域是指所论及对象的全体,它也是一个集合,常用 X, Y, U, V 等表示.

集合的表示法主要有两种:

(1)枚举法.如由 15 以内的质数组成的集合可表示为

A = {2,3,5,7,11,13};

自然数集 N = {1,2,3,⋯}.

(2) 描述法.使 P( x)成立的一切 x 组成的集合可表示为{ x| P( x)},如

{ x| - ∞ < x < + ∞}是实数集,简记为 R;又如集合 B = { x| x
2
- 1 = 0, x∈R},实

际上是由元素 - 1 与 1 组成的集合.

经典集合具有两条最基本的属性:元素彼此相异及范围边界分明.一个元素

x 与集合 A 的关系是:要么属于 A,要么不属于 A,二者必居其一.

例如,把某班男生组成的集合记为 A,即 A = {男生}.那么,这个班的每个学

生之间,彼此不相同,而且可以判明每个学生是否属于 A.如果以某班“高个子”

学生为元素,就不能组成一个经典集合,因为“高个子”无分明界限.

1.2.1.2  集合的包含

集合的包含概念是集合之间的一种重要相互关系.

定义 1  设集合 A 和 B,若集合 A 的每个元素都属于集合 B,即 x∈ A�x∈

B,则称 A 是 B 的子集,记为 A� B 或 B� A.读作“ A 包含于 B 中”或“ B 包含

A”.

显然 A� A.空集 是任何集合 A 的子集,即 � A.又若 A� B, B� C,则

A� C.
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定义 2  设集合 A 和 B,若 A� B 且 B� A,则称集合 A 与集合 B 相等,记

为 A = B.

定义 3  设有集合 U,对于论域中的任何集合 A,总有 A� U,则称 U 为全

集.

全集是具有相对性的概念.

例如,实数集对于整数集、有理数集而言是全集,而整数集对于偶数集、奇数

集而言是全集.

定义 4  设有集合 A, A 的所有子集所组成的集合称为 A 的幂集,记为

T( A),即 T ( A) = { B| B� A}.

例 1  设 A = { a, b},则 A 的幂集为 T ( A) = { ,{ a},{ b},{ a, b}}.

由定义 4 知,幂集是集合族.

1.2.1.3  集合的运算

定义 5  设 A, B∈T ( X), X 是论域,规定

A∪ B
def
{ x| x∈ A 或 x∈ B},称为 A 与 B 的并集;

A∩ B
def
{ x| x∈ A 且 x∈ B},称为 A 与 B 的交集;

 A
c def
{ x| xú A},称为 A的余集.

1.2.1.4  集合运算(∪,∩,
c
)的性质

定理 1  设 A, B, C∈T ( X), X 是论域,则有

(1)幂等律: A∪ A = A, A∩ A = A;

(2)交换律: A∪ B = B∪ A, A∩ B = B∩ A;

(3)结合律: �( A∪ B)∪ C = A∪( B∪ C),

( A∩ B)∩ C = A∩( B∩ C);

(4)吸收律: A∪( A∩ B) = A, A∩( A∪ B) = A;

(5)分配律: �( A∪ B)∩ C = ( A∩ C)∪( B∩ C),

( A∩ B)∪ C = ( A∪ C)∩( B∪ C);

(6)0 - 1 律: A∪ U = U, A∩ U = A, A∪ = A, A∩ = ;

(7)还原律:( A
c
)
c
= A;

(8)对偶律:( A∪ B) c = Ac∩ Bc,( A∩ B) c = Ac∪ Bc;

(9)排中律: A∪ A
c
= U, A∩ A

c
= .

这些性质均可由∪,∩及求余集的定义直接推出,集合的并、交运算可推广

到任意多个集合的并、交运算.

1.2.1.5  集合的直积
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在日常生活中,有许多事物是成对出现的,且具有一定的顺序.例如,上、下;

左、右;平面上点的坐标等.任意两个元素 x与 y配成一个有序的对( x, y),称为

x 与 y的序对,有序是指当 x≠ y时,( x, y)≠( y, x);( x, y) = ( x′, y′)� x = x′,

y = y′.

定义 6  设 X, Y 是两个集合,由 X 的元素与 Y 的元素配成的全体序对组成

一个集合,称为 X 与 Y 的直积(或笛卡尔积),记为 X× Y.即

X× Y = {( x, y)| x∈ X, y∈ Y}.

例 2  设 X = {1,2}, Y = {0,2},则

X× Y = {(1,0),(1,2),(2,0),(2,2)};

Y× X = {(0,1),(0,2),(2,1),(2,2)}.

一般地, X× Y≠ Y× X.

1.2.2  映射与扩张

1.2.2.1  映射

定义 7  设 X 与 Y 是两个非空集,如果存在一个对应规则 f,使得对于任一

元素 x∈ X,有唯一元素 y∈ Y 与之对应,则称 f是从 X 到 Y 的映射,记为

f: 8X Y

x f( x) = y∈ Y.

y 称为 x在映射f下的象, x 称为原象.

集 X 称为映射 f的定义域,记为 D(f).集

f( X) = {f( x)| x∈ X}

称为映射 f的值域,记为 R(f).一般地,f( X)� Y.若 f( X) = Y,则称 f是从 X 到

Y 的满映射.

映射概念是函数概念的推广.微积分中定义在区间[ a, b]� R 上的一元函

数f( x),就是从[ a, b]到 R 的映射,即

f: Z[ a, b] R

x f( x) = y.

定义 8  若映射 f: X Y,对 " x1, x2∈ X,成立 x1≠ x2�f( x1)≠f( x2 ),则

称 f是从 X 到 Y 的一一映射.如果 f: X Y 是一一的满映时,则称 f为从 X 到

Y 的一一对应.

例 3  设映射 f: R R,f( x) = sin x.f不是 R 到 R 的满映射,而是 R 到区

间[ - 1,1]的满映射.

例 4  C[ a, b]是定义在[ a, b]上的实连续函数集.定义 C[ a, b]到 R 上的

一个映射
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f:φ( x) ∫
b

a
φ( x)dx,φ( x)∈ C[ a, b].

这是一个满映射,但不是一一映射.

例5  设 X = { a, b, c, d}, Y = {1, 2,3, 4}, f 是从 X 到 Y 的映射, f =

{( a,1),( b,3),( c,4),( d,2)},则 f 是满映射,又是一一映射,所以 f是一一对

应.

1.2.2.2  集合的特征函数

定义 9  设 A∈T ( X),具有如下性质的映射

χA: �X {0,1}

x χA ( x) =
1, x∈ A;

0, xú A

图 1 - 1

称为集合 A 的特征函数.

由定义可知,集合 A 由特征函数χA 唯一确定.以

后总是把集合 A 与特征函数χA ( x)看作是同一的

(图 1 - 1).     

下面是特征函数与集合之间的几个基本关系:

(1) A = U�χA( x)≡1, A = �χA( x)≡0;

(2) A� B∈T ( U)�χA( x)≤χB( x);

(3) A = B∈T ( U)�χA ( x) = χB ( x).这个性质表明 U 的任一子集 A 完全

由它的特征函数确定.

特征函数还满足:

图 1 - 2

χA ∪ B ( x) = χA ( x)∨χB ( x);

χA ∩ B ( x) = χA ( x)∧χB ( x);

χAc( x) = 1 - χA( x).

此处“∨”是上确界“sup”,“∧”是下确界

“inf”.

1.2.2.3  映射的扩张

上述映射概念实际上是把点 x 映射

为点 y = f( x).但在实际中往往需要将点

映射为集合(图 1 - 2).

定义 10  设 f: X Y 或x f( x),则称映射

            f: �X T ( Y)

x f( x) = B∈T ( Y)
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为从 X 到 Y 的点集映射.

定义 11  设 T: X Y 或 x f( x),则称映射

T:T ( X) T ( Y)

   A T( A)

为从 X 到 Y 的集合变换.

例 6  设 X = { a, b}, Y = {1,2,3},则 T ( X) = { , X,{ a},{ b}},T ( Y) =

{ , Y,{1},{2},{3}},{1,2},{1,3},{2,3}},令 f: a {1}, b {2,3};

令 T: ,{ a} {1,2},{ b} {1}, X Y,则 f是从 X 到 Y

的点集映射,而 T是从 X 到 Y的集合变换.

1.2.3  二元关系

关系是一个基本概念.在日常生活中有“朋友关系”、“师生关系”等,在数学

上有“大于关系”、“等于关系”等.而序对又可以表达两个对象之间的关系.于是,

引进下面的定义.

定义 12  设 X, Y∈T ( U), X× Y 的子集 R 称为从 X 到 Y 的二元关系.特

别地,当 X = Y 时,称之为 X 上的二元关系,以后把二元关系简称为关系.

若( x, y)∈ R,则称 x与 y有关系,记为 xRy;若( x, y)ú R,则称 x 与 y没有
关系,记为 x珔Ry. R 的特征函数

χR( x, y) =
1, 当 xRy 时;

0, 当 x珔Ry 时.

例 7  设 X = {1,4,7,8}, Y = {2,3,6},定义关系 R�x < y,称 R 为“小于”关

系.于是

R = {(1,2),(1,3),(1,6),(4,6)}.

例 8  设 X = R,则子集

R = {( x, y)|( x, y)∈R×R, y = x}

是 R 上元素间的“相等”关系.

关系的性质主要有:自反性、对称性和传递性.

定义 13  设 R 是 X 上的关系

(1)若 " x∈ X,有 xRx,即 χR( x, x) = 1,则称 R 是自反的.

(2) " x, y∈ X,若 xRy� yRx,即 χR( x, y) = χR( y, x),则称 R 是对称的.

(3) " x, y, z∈ X, 若 xRy, yRz� xRz, 即 χR ( x, y) = 1,χR ( y, z) = 1 �

χR( x, z) = 1,则称 R 是传递的.

例 9  设 N 为自然数集, N 上的关系“ <”具有传递性,但不具有自反性和对

称性.
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例 10  设 T ( X)为 X 的幂集,T ( X)上的关系“�”具有自反性和传递性,

但不具有对称性.

1.2.3.1  关系的矩阵表示法

关系的表示方法很多,除了用直积的子集表示外,对于有限论域情形,用矩

阵表示在运算上更为方便.

定义 14  设两个有限集 X = { x1, x2,⋯, xm }, Y = { y1, y2,⋯, yn}, R 是从 X

到 Y 的二元关系,即

R y1 �y2 z⋯ yn

x1 �r11 �r12 �⋯ r1 �n

x2 �r21 �r22 �⋯ r2 �n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

xm rm1 �rm2 �⋯ rm n

其中 rij =
1, 当 xiRyj;

0, 当 xi珔Ryj,

称 m× n 矩阵 R = (rij) m × n为 R 的关系矩阵,记为

R =

r11  r12  ⋯  r1 n

r21  r22  ⋯  r2 n

…  …    …

rm1  rm2  ⋯  rm n

.

由定义可知,关系矩阵中的元素或是 0 或是 1.在数学上把诸元素只是 0 或

1的矩阵称为布尔(Boole G)矩阵.因此,任何关系矩阵都是布尔矩阵.

例 11  例 7 中“ < ”关系 R 的关系矩阵为

R =

1  1  1

0  0  1

0  0  0

0  0  0

.

1.2.3.2  等价关系

为了将集合的元素进行分类,下面引进一个重要的关系  等价关系.

定义 15  设集合 X 上的二元关系 R 具有自反性、对称性和传递性,则称 R

是 X 上的等价关系,此时 xRy 又称为 x等价于 y,记为 xD y.

比如,“同龄关系”,数学上的“ =”都是等价关系,而朋友关系不是等价关系,

因为它不具有传递性.

集合 X 上等价关系的重要性在于可以将集合 X 分成适当的子集(实际上就

是将集合 X 进行分类),为此又引进下面的定义.
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定义 16  设 X 是非空集, Xi 是 X 的非空子集,若∪ Xi = X,且 Xi∩ Xj =

(i≠j),则称集合族{⋯, Xi,⋯}为 X 的一个划分,称集 Xi为这个划分的一个类,

以∏表示为

∏ = { Xi| Xi� X,且 " x∈ X 恰属于 Xi}.

划分∏的每个元素称为一个块,也称为划分的一个类.

当划分的块数为有限时,划分∏可表示为

∏ = { X1, X2,⋯, Xn}, n 为块数.

显然,对有限集而言,它的划分块数一定是有限的.

例 12  设 X = {1,2,3,4},则∏1 = {{1},{2},{3},{4}},∏2 = {{1,2},{3},

{4}},∏3 = {{1,2,3},{4}},∏4 = {{1,2},{3,4}},∏5 = {{1,2,3,4}}等都是 X 的

划分,但∏′= {{1},{2,3}},∏″= {{1},{2,3},{2,4}}等不是 X 的划分.

下面的定理说明了集合 X 上的等价关系与划分(即分类)之间的联系.

定理 2  集合 X 上的任一等价关系可以确定 X 的一个划分(即分类);反过

来,集合 X 的任一划分(即分类)可以确定 X 上的一个等价关系.

例 13  设论域 X = {某高校全体本科生(四年制)},在 X 上定义了 R1 =“同

年级关系”,显然“同年级关系”是一个等价关系.因此,关系 R1 把 X 划分为四个

不同的年级:

X = { X1, X2, X3, X4},

其中 Xi表示 i年级,i= 1,2,3,4.这就表明,论域 X 上的等价关系 R1 (同年级关

系)可以确定一个划分(分类):

X = { X1, X2, X3, X4}.

例 14  设论域 X = {某高校学生},在论域 X 上有一个划分(分类):

X = {男生,女生} = { Y1, Y2},因为这个划分是按性别划的,所以这个划分可

以确定 X 上的一个关系 R2 =“同性别关系”.显然,“同性别关系”= R2 是一个等

价关系.

1.2.3.3  相似关系

与等价关系一样,相似关系的应用也是非常广泛的.

定义 17  设 R 是集合 X 上的关系,若关系 R 是自反的、对称的,则称 R 是

相似关系.

例如朋友关系、同学关系都是相似关系.

例15  设 X = {1 244, 157, 287, 456, 690}, 定 义在 X 上的关系 R =

{( x, y)| x, y∈ X, x与 y 有相同的数字},则 R 为相似关系,其相似矩阵为
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