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序

    现代变分原理是利用变分问题来描述力学，物理、工程范略

中的现象的理论性学科。近30年来，变分原理得到了迅速的发展，

特别是离散方法的进展，如有限元法、边界元法、变分方法、广

义伽略金方法等甘变分原理的发展产生了深刻的影响，以至于形

成系统完整的现代变分原理学科。相辅相成，现代变分原理的发

展也促进了力学、物理和数学中的某些分支学科的发展。

    现代变分原理是以积分形式的数学模型来描述力学、物理、

工程中的现象，与描述同一现象的微分形式的数学模型具有同等

的重要意义。现代变分原理为各类离散方法，以及开拓新的离散

方法提供了系统的理论基础，也为探讨解决当代工程结构中的疑

难问题提供了理论基拙。

    当代变分原理研完的焦点集中在广义变分原理的研究与应

用，修正变分原理的研究与应用，可动边界变分问题的理论研完

与应用，自适应有限元与边界元法的误差分析的研完与应用，非

结构领域中的变分问题的理论研完与应用，以及离散方法统一理

论的研究与应用。

    本书的内容正是针时上述的现代变分原理的核心内容，结合

作者多年来的研究成果进行了系统的论述。第1-3章对固体力

学、数学中的变分法、古典变分原理进行了概述。第四幸论述了

广义变分原理。基于势能密度与余能密度的新的表示式的基b*

上，根据变分条件、变分约束条件及一般约束条件之间的匹配原

理，利用拉氏乘子法建立了三类变量函数的广义变分原理。然后

利用规一化方法，从三类变量函数的广又变分原理中，既导出一
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系列新型的变分原理，又导出已有的变分原理。第五章论述了修

正变分原理。第六章为可动边界变分问题的论述。这一章为解决

接触问题、弹塑性问题、断裂分析问题、自适应有限元边界元的

误差分析等提供了理论依据。第七~八章为可动边界变分问题在

离散分析与断裂分析中的应用。第九章论述了具有模糊因子的加

权变分原理。这些原理是描述工程结构问题的最广泛的统一形式

的数学模型，为编制大型通用系统软件提供了理论依据。同时，

在数位分析过程中，通过不断改进数学模型的衣达式，改进解的
精度可达到理想的遇近解。

    最后，向阅读部分原稿并提出许多宝贵意见的山东建筑工程

学院院长姚传玺教授，以及在编辉过程中提出许多宝贵意见的周
汝忠编审衣示表心的感谢。

于北京工业大学

  斗 岸 均
      1991年6月
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第一章 、固体力学概述

号1.1 概 述

    固体在某些外界因素作用下，产生应力、应变和位移。一研究

应力、应变、位移之间的客观规律，形成了固体力学的基本理论

方面的内容，应用这些基本理论去解决有关工程结构中的实际问

题，形成了固体力学应用方面的内容。这些固体力学范畴内的问

题，可以化为微分方程的边值间题来描述和解决，亦可在某些条

件下化成与之等价的泛函的变分问题来描述和解决。就固体力学

而言，这种等价的变换是存在的。在解决固体力学范畴内的间题
时，用求解微分方程边值问题的方法去处理问题，往往会遇到较

多的困难，但化为与之等价的泛函的变分问题，用各种不同的近

似方法去解决固体力学范畴内的间题，常常是方便的。当前由于

经济发展的需要与计算技术的迅速发展，促使了A体力学中的变
分原理的蓬勃发展。

    为了分析、研究、建立和应用固体力学中的变分原理，本章

概括介绍在解决固体力学范畴内的问题时，待解函数(应力函数、

应变函数、位移函数)应满足的微分方程与边界条件。这些方程

可分为四类:其一是平衡方程，其二是应力应变关系式，其三是

应变位移关系式，其四是边界条件，包括已知的力的边界条件和

已知的位移边界条件。

    为了方便，采用卡氏张童符号表示固体力学中的物理量与几

何量。

    固体体系记为V，其边界记为S=Sl+S2，在整体边界S，上



作用着己知的丧面力Pi;在整体边界S:上已知位移Ric

    卡氏坐标系记为0 (xi,i = 1,2,3);

    应力分量记为vef (i,1=1,2.3);

    应变分量记为。。”

    有限变形的应变分量记为。:，，

    位移分量记为u:;

    体积应变记为。。。二:::烤。::+:，:，这里r号应是哑标符号，

在同一项中的足标符号相同川，表示该符号的数从1到3求和。
    平均应力分量记为

O一告(0'11+Or22+。::)一去-911
平均应变分量记为

。一含(。飞1+。22+。3S卜一1“‘。
应力偏张量分量记为a'，二Qi，一ac pdijl

应变偏张量分量记为“‘，一。!，一Qcyat!S1 - e, v，其中‘，，为克氏符号
(Kronecker符号)，定义为

.
心
.
万

;

了

=

钾

，
J

~11
甘

r
.
‘
‘

L

 
 

-一                     d‘，

应力速度分量记为山，;

应变速度分量记为tij,

位移速度分量记为iii)

户‘]，

固体密度记为p(单位体积的质量)，

固体的单位体积的体积力记为pi3
整体边界S=S:十S:的外法线的方向余弦记为理”

杨氏模数记为E;

波桑比记为v;

剪切模量记为G，

拉梅系数记为



    G一、1E+ v)'‘一亩vE     _(l+v)(1-2v)
T一了6 [(a!!一)2一;一(a22一:。)2+(93:一::):

    +6(，，鑫一、。2z3+。。z1)〕告

H一(:)‘〔(，!!一，zz)  2+(t22一。::):+(，。:一，:1)2
    +普(，!，+。2;一卜t3!)〕蚤

    下面简要介绍求解固体力学间题时所需的基本方程，详细内

容请参阅文献[1-171.

'1.2 弹性力学

    1,2.1 弹性力学的塞本方程

    在边界S:上作用着己知表面力厂‘，在边界S2上的已知位移“

和具有已知的体积力F‘的固体体系，处于弹性静力平衡状态时，

待解函数 (应力函数、应变函数、位移函数)应满足下面四类基

本方程。

    (1)平衡方程

                  “‘，，，+Ps“o        (V)(1，1)
    (2)应变位移关系式

式中

    _ i /au,，au.,
E勺一 ‘万1、一宁 布气

        z \口x了 oxs

                日林‘

                  日xf

卜粤一(u,,i+uf,,)   (V)  (1。2)
/ z

=材‘，了

(3)应力应变关系式

应变表示应力为



        E 二 ._。 ，

a‘，=丁二--Cc puij-r LIJE1 -2v ‘， }v) }l·‘)
或为

aii一山仕Z Ekl =0

应力表示应变为

或为 。:，
    1一 2v 。 。 I

=几一-- a cILI ，。‘才十2G a{ (V) (1.4)

                  Esj一bE,iklak‘=0

其中ai.) kl,  bz,k:为弹性常数，有

            口;jkl= a,lEkl= 口i jik= akliJ

          bijk‘二bjtkl=bt,ilk= bkliJ

。。J。‘。。:，，一。;‘一{;忿)=执摊
ii共mn

(i，1，k,l=1，2，3)

对于各向异性弹性体而言，有21个弹性常数，对于各向同性弹性

体而言，仅有两个独立弹性常数。

    应力应变关系式亦可写为

J‘，一“Aa;一f一。

·:，一刁B(ado, i户一。

(V) (1.5)

(V) (1.6)

其中A(Eif)为弹性体的势能密度，B(ao)为弹性体的余能密度。

    (4)边界条件

    己知力的边界条件为

                      mill一P。二0        (S,) (].7)

    已知位移边界条件为

                        u‘一Fl s=o        (sz) (1.s)

    满足上述四类基本方程的待解函数是唯一的 (刚体位移除

外)，称为弹性力学问题的真实解。
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    1.2.2 势能密度与余能密度

    弹性体由于变形而具有弹性势能。对复杂应力而言，弹性势
能密度为

，(。‘，卜丁;‘’a'kidekd=合“‘，。:‘:，“，: (1.9)

弹性体具有的弹性余能密度为

      。(，‘，)=厂o,，。。‘。，。:二粤。‘，*:，，，，。: (，.1。)
                      Jo        2 ”

弹性势能密度与余能密度具有互补性质，其互补条件为

            A(Eii)+B(Qii) =a'ijsii        (1.11)

在a'tj-aijkl8kl=O成立时，弹性势能密度可友示为

    A(so)一a'i,{Ei，一B(aif)一音aifklEzjEkl (‘·12)
在“，一bifkla'kI=0成立时，弹性余能密度可表示为

    B(ail)=，‘，。‘，一A(co)=冬bifkio',，二。: (:.13)          一、 -·， -，-一 “ ’厂 2

'1.3 有限变形弹性力学

1.3.1 有限变形弹性力学的基本方程

    这里采用拉格朗日坐标系来描述有限变形弹性力学间题。

    当固体处于静力的弹性有限变形状态时，待解函数应满足下

面四类基本方程:

    (1)平衡方程

    考虑到单元体表面面积变形的影响，有限变形的平衡方程为

                仁a'ij(Ski+Ilk,0〕，，+Pk=O (V) (1.14)
    (2)应变位移关系式



考虑到非线性的影响，有限变形的应变位移关系式为

      。:，一告(Uipj f-uttf+。。，{uk, f)       (V)(1.15)
(3)应力应变关系式

假定变形过程中是等温过程，并且变形状态不依赖于加载过

程。

假定用应变表示应力的函数为

                  O't,=Orij(ekI) (V) (1.16)

      (1.17)汀
一
e

日

~刁

 
 

一一
a
︸
自

刁

︸刁若

)7j(,立，一定存在势能密度A(eij)。定义
、
、
刃
了

、

.J
产

V

V

了
f
、

了
f、
、

，‘，一aA(eij)ae,j一“ (1.18)

假定用应力表示应变的函数为

                  eo=-etf(akl)

若

成立

                    日esj_刁ekc
                      80-k‘ ao-as

则存在余能密度B(gas) 。定义

(川 9)

(1.20)

。‘，一aB(Qdf)二。
            口a洛了

(V) (1.21)

    (4)边界条件

    已知力的边界条件为

                o'ls(6k‘+Ukt()I，一Pk=0     (S:) (I.22)

    已知位移边界条件为

                        u‘一、，=0        (SO (1.23)

满足上述基本方程的待解函数为有限变形弹性力学间题的真实

解。

1.3.2 势能密度和余能密度

由(1.18)式可知，有限变形弹性体的势能密度为



                    dA(eij)=oktdekt        (1.24)

    当应变ei，较小时，可略去(1.16)式展为。ii的幂级数的高阶
项，于是可得到应力应变线性关系式，即

                      Oij=aijktekt (1.25)

将此式代入(1.24)式积分可求得

    A(esj)=J:‘’asjktektdekI = -2 aajkte%jeka (‘·26)
即为小应变时，有限变形弹性体的势能密度。

    由(1.21)式可知，有限变形弹性体的余能密度为

                    dB (Qtj)=ektdokt        (i.27)

    当应变。‘，较小时，可略去(1.1的式展为幂级数的高阶项，仅

取应力应变线性关系(1.25)式，其逆关系为

                      etj=bijkia ki        (1.28)

将此式代入(1.27)式，积分后可得

B(o'‘，，一丁;‘’bi jktQktdQkt
    一合”‘，!IQf jOkI (1.29)

    再考虑到微元体的变形的影响，有限变形弹性体等效余能密
度为『，一’

。”(Qtj，U4)一合bojktvs，二::+合“一“一，Qfj (1.30)

91.4 塑性力学的形变理论

1.4.1 形变理论的基本方程

    塑性力学的形变理论不能准确的描述固体处于塑性状态的塑

性性质，但是由于它具有运算简单，应用方便等优点，所以经常



被应用于实际问题之中。对于静力学间题，在满足简单加载和屈

服条件下，固体处于塑性状态时，待解函数应满足下面塑性形变

理论的基本方程:

    (1)平衡方程

                    a‘J，，于户，=0 (V) (1.31)
    (2)应变位移关系式

。‘，一;(，‘!，，+“，，‘) (V)        (1.32)

    (3)应力应变关系式

    当采用应变表示应力时，假定应力应变关系式为

                      Qt1=afj(ekl) (V) (1.33)

                    (i，7，k，1”1，2，3)
或定义为

        aA _
o' r了一 二.- 二二u

        del了
(1=.34)

A存在的充要条件是方程(1.33)式中的二‘，与。，，必须满足

刁(T iJ
刁￡七‘

(i，夕，k，l=1，2，3) (1.35)

的条件。

    当采用应力表示应变时，假定应力应变关系式为

                      。‘，=:‘，(二。‘) (V) (1.36)

                  (i，夕，k，l=1，2，3)
或定义为

。‘，一aB1        --一。
        0a ‘J

(v) (1.37)

B存在的充要条件是方程(1.36)式中的:‘，与。。‘必须满足
日￡:，
刁Qk名

(i，声，k,l=1，2，3) (1.38)

的条件。

    (4)边界条件



已知力的边界条件为

a‘，互j一户‘=0 (1.39)

已知位移边界条件为

u‘一云:=0

(S,)

(5:) (1.40)

1.4.2 应力应变关系类型

    上述应力应变关系是一般的形式，

应变关系式。

    1.创切模皿理论

    满足应力应变关系

                      o';，二Fl,- z，

下面介绍儿种具体的应力

(1̀.41)

的理论叫割切模量理论。其中召为正值比例常数。

    由(1.41)式有

                          I=竺厂
                                              2

其中

              P2 =2e二，。:，，rdr=2e;jdel,，

(1.42)

_72一2 (7、尹J0','}} 一{o"{ jdo-j'j
(].43)

(1.44)

刃与F为单值连续函数，，巨有

        T=X(P) (1.45)

或 P=r(Z) (1.46)

如图1-1所示。x与r的关系式可

用简一单拉伸或简单剪切实验的结

果决定。

    由上述结果，方程(1.41)式

可改写为

    a";，一}(r)er;，(，·47) ,ml-i F-r曲线



这是用应变表示应力的应力应变关系式。或

_FM ，
牛 — 奋; 了 宜

      么
(1.48)

这是用应力表示应变的应力应变关系式。

    方程(1.47)式与(1.48)式各含6个方程，
立的，为此须加上附加条件，即

                                      E

                  Q,”=1-2vE0，

此式说明塑性变形不产生体积变化。

但其中仅有5个是独

(1.49)

根据方程(1.47)式与(1.48)式，求得割切模量理论的势能密

度为

A一{:‘(厂，‘厂+32(1-2v58"

a= f or(s)‘二。一”(1-2v) s2E  }0，

(1.50)

余能密度为

(1.51)

    2.理想塑性材料 (Hencky材料)

    当屈服条件采用Mises条件时，则割切模量理论的应力应变

关系式变为Hencky的应力应变关系式。当l<了丁k时，固体仅

产生弹性变形，当 了 时，固体产生塑性流动，k为纯剪时

的屈服限。

    理想塑性材料的势能密度为

              。。。. 3E ， ，。一。 、

    A一G r 2+2(，亡2v)s̀，，(I-<, I-0) (‘·52)
_、 。 。。，。 3E ， . ，八，，。 ;，、 。~ 。

或A一Gr2十酗士两eQ，+-./ 2 k(厂一Ilo)，r>,ro(‘·53)
理想塑性材料的余能密度为

    n    1。，.3(1一2v)， 。，/。L
    D =证 ‘一4-‘2k---- uzpp    A<-V‘“
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(1.54)
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