
论绪

在工农业生产、科学研究、国防建设及国民经济各部门，都离不开各种测量。随着科

学技术的发展，对测量提出的要求也越来越高。误差理论就是科学地、确切地对测量进行

评价的理论。为了明确学习的目的，下面从几个方面介绍掌握它的意义。

掌握误差理论的基本概念和有关知识，可以对所进行的各种测量做进一步的理

解，并对测量结果作出科学的评价。若所进行的测量具有一定的精度，则要根据测量误差

的需要来确定如何安排测量；需要进行几次测量；对测得值应如何进行处理；用什么形式

给出测量结果的最佳表达式等。

掌握误差理论还能指导我们对测量提出合理的要求。若对测量提出过高的不合

理的精度要求，就会造成人力、物力的浪费，严重时甚至无法实现测量。若对测量忽略了

精度要求或提出的测量精度过低就不能满足实际需要。从满足需要的测量精度来考虑，

选用合适的测量仪器和仪表，使其具有合适的测量范围，并能充分利用测量仪表所具有的

精度，这些都是误差理论研究的内容。

随着国家计量法的贯彻，在国际和国内的各种经济交往中，如何使计量结果得到

公认，在节约能源及对各种物质的生产量的计量与统计中，只有根据误差理论才能提出可

靠的依据。在某些情况下，甚至可以作为法律的依据。

）在机电一体化系统的发展过程中，也面临着被测参数不断增加、对测量精度的要

求不断提高的问题。为了满足机电一体化产品对测量提出的新要求，在工作中需要对测

量仪表的精度进行标定。为了考核和核对各种测量装置的技术性能，在进行机电一体化

产品设计时必须对产品内部各环节允许误差进行合理的分配。这些都需要用到误差理论

的有关知识。

）误差理论也是各种学科的科技工作者需要掌握的基础技术知识。过去进行的不

考虑精度指标的实验，在科学技术向高、精、尖发展，对实验要求不断提高和研究问题不断

深化的情况下，已不能满足实际需要。目前，进行任何科学实验都应对实验装置进行精度

的标定和考核，对实验的条件参数进行测定，并根据实际需要来选用能满足精度要求的测

量仪表，这样才能对实验结果作出可信程度的评定。显然，从实验测得数据到得出结论，

还需要具备有关数据处理的知识，这样才能保证实验结果符合客观实际，所以误差理论应

该是科技工作者都应掌握的知识。

误差理论是伴随着测量学不断丰富和发展而建立起来的一门学科。它既是一门

古老的学科，又是一门新的学科。由经典的概率论应用到实践开始，就确立了误差理论的

基础。随着概率论、数理统计学的发展，误差理论也得到不断的充实和完善。但是到目前

仍有许多误差理论问题，还有待于做进一步的研究。



第一章　　基本概念

在介绍有关误差理论之前，需要把研究测量误差应当明确的前提条件和必须掌握的

基本概念加以说明。

误差研究的意义

人类为了认识自然与改造自然，需要不断地对自然界的各种现象进行测量和研究，由

于实验方法和实验设备的不完善、周围环境的影响，以及受人们认识能力所限等，测量和

实验所得数据与被测量的真值之间，不可避免地存在着差异，这在数值上表现为误差。

随着科学技术的日益发展和人们认识水平的不断提高，虽可将误差控制得越来越小，

但终究不能完全消除它。误差存在的必然性和普遍性，已为大量实践所证明，为了充分认

识并进而减小或消除误差，必须对测量过程和科学实验中始终存在着的误差进行研究。

研究误差的意义为：

正确认识误差的性质，分析误差产生的原因，以消除或减小误差。

正确处理测量和实验数据，合理计算所得结果，以便在一定条件下得到更接近于

真值的数据。

正确组织实验过程，合理设计仪器或选用仪器和测量方法，以便在最经济的条件

下，得到理想的结果。

测量的定义及分类

测量是研究误差的前提。研究测量误差的目的就是设法评价测量结果的可信程度。

可信程度的高低是与测量误差的大小直接相关的，测量误差越小，结果越可信；反之，可信

程度就低。下面介绍与误差有关的测量问题。

一、测量的定义

测量就是人们借助专门设备，通过实验的方法，对客观事物取得测量结果的认识过

程。它是通过物理实验把一个量（被测量）和作为比较单位的另一个量（标准）相比较的过

程。

根据实际需要，测量结果不外乎有下面三种形式：

带有单位的数值；

在固定坐标系中给出的曲线；

）按一定比例给出的图形。

以上任一形式的测量结果都可用下式表示：



的被测量的基本量。目前多数国家

二、测量方法的分类

测量结果＝数值（被测量与标准的比值） 单位（量纲）

从这个测量的基本公式可以看出，测量结果应包括两部分：

数值　　是被测量的测得值，它可以是具体的数值，也可以用线段的长度或图形的大小

来表示。实质上它就是被测量与其计量标准（单位）的比值。在测量中有时还应包括表示

测量误差大小的精度参数。

单位　　是得到公认的，根据定义能得到数值为

都采用国际单位制。它是由国际计量大会批准，由各国计量权力机关执行。我国已颁布

计量法，确定了法定计量单位。同一被测量可用不同的测量单位来表示，但应注意根据单

位间的换算关系，相应地改变测得值。

测量单位都有名称，作为测量结果一般都是有名数。所以给出的测量结果，绝对不能

忽略测量单位。

虽然在一些特殊情况下给出的测量结果，直观看可不带测量单位，例如分贝数、光的

折射率等，但是这些物理量本身的定义，仍包含与标准量相比的内容，故一般不带单位的

数值，不能明确地表示测量结果。

为了对各种要求的测量有个系统的了解，特别是由于对测量的不同要求，处理测量误

差也有不同的考虑，故将与处理误差有关的各种测量方法介绍如下。

按对测量结果精确度要求不同，可把测量分为：

工程测量

工程测量是一般工作中所进行的测量，对测量结果只要求取得测量值就能满足对测

量的要求，不需要考虑测量误差的大小或估计测得值的可信程度。用于这种测量的设备

或仪器，其灵敏度及精确度都比较低，对进行测量环境几乎没有什么特殊要求，给出的测

得值也比较稳定。它经单次测量或多次测量给出的测量结果完全是一样的，所以这种测

量不需要考虑测量误差问题。

另一种工程测量是对测量结果只需要考虑误差的上限值（误差存在的最大变化范围）

的测量。对取得的测量结果，不需要对测量误差做精细的分析和考虑，只需给出测量误差

的极限值就能满足要求。用于这种测量的仪器和设备，在出厂前或长期使用后经过标定

或校对而得到测量误差极限值，并在铭牌或说明书中标注出来。

所以，用这种仪器或设备经过单次测量所得值即为测量结果，把标注出的测量误差极

限值作为测量结果的误差。

在一般生产现场或一般科学实验中所进行的测量，多为工程测量。

）精密测量

凡是经过测量取得测量结果后，还要求估计出测量结果的误差确切值的测量，则为精

密测量。

这种测量是在误差理论指导下，需要经过反复多次的测量过程，所用的测量仪器和设

备应具有一定的精度和灵敏度，在每次测量中能够反映出测量误差的变化和存在。

在测量完成后把所得数据根据误差理论进行处理，计算出最佳测量结果，并估计出表

示测量误差的确切值。
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被测量；

，

，

，

被测量；

测得值。

在工程测量中，如对时间、长度、质量进行的测量和用专用仪表对压力、温度、湿度进

行的测量都是直接测量。

）间接测量

被测量不能用直接测量的方法得到，而必须通过一个或多个直接测量值，利用一定的

函数关系运算才能得到，此种测量称为间接测量。

间接测量可以用下面的一般公式来表示，即

（

式中

各直接测量值。

间接测量在科学研究中用得最多，因为在许多情况下，用直接测量的方法不能得到被

测量，或是能够测得但测量过程比较复杂，不如采用间接测量方便、精确，例如，天文学方

面各种参数的测量，核子物理研究中对原子内部结构参数的测量等。在工业自动化仪表

中，对流量计的核定也是通过测量质量或容积与测定时间相比而得到流量值的。

组合测量

被测量不能通过直接测量或间接测量得到，而必须通过直接测量的测得值或间接测

（

进行精密测量的条件（环境）要求比工程测量要严格，多是根据测量仪器的使用条件，

在实验室内进行，所以也叫实验室测量。

因此，在测量之前，首先应当明确对测量结果的精度要求，确定属于哪种测量。这对

于考虑测量方案，选用测量仪表和设备，对测得值进行处理，都是很重要的。

精密测量　　得到的测量结果精度较高，但它所用的测量设备精度也高，测量设备对其

工作环境的要求也比较严格，因此所付出的代价也大。

工程测量　　得到的测量结果精度较低，所用的测量设备简单，价格便宜，操作也比较

简便，故所付出的代价也比较小。

在实际工作中，不仅要考虑所付代价大小问题，而且要选择合适的测量仪表和测量方

法，否则会得到事与愿违的结果。

例如，工程测量所用的测量设备（如日常用的各种量具）得不到精确的测量结果，根据

测得值也无法估计测量误差的确切值。反之，采用精密测量的测量设备，在进行工程测量

的环境下也不能正常地进行工作，甚至会造成测量设备的损坏。所以采用精密的测量设

备进行测量，若不能保证测量设备对环境提出的要求，也不会得到精确的测量结果，因而

根据实际的要求和可能，合理地确定采用哪种测量是极为重要的。

根据取得测量结果的方法不同，可把测量分为：

直接测量

把被测量与作为测量标准的量直接进行比较，或用预先按标准校对好的测量仪器对

被测量进行测量，通过测量能直接得到被测量数量大小的测量结果，称此种测量为直接测

量 。

直接测量可用下面一般公式表示为

（

式中

， ，



及对应的，则

，相应测得

和

、

过程而列出，使方程的数目

被测量。

组合测量只用于实验室里和其他特殊场合作为一种特殊的和精密的测量方法，一般

用到这种测量方法的机会不多（在大地测量或标准砝码的校对中会用到这种测量方法）。

为了熟悉组合测量，现举一例来说明这种测量方法的应用。

一个标准线圈的电阻值，与温度变化呈非线性关系，它们的关系可表示为

（

时的电阻值；

时的电阻值；

在温度为

温度为

和 线圈的电阻温度系数；

温度值。

和和 作为被测量，改变测量条件，取三个不同的温度

值。的数值，同时又可避免测量

即为直接测量值。这样列出三元联立方程式，就可求解得到

时的准确

时的电阻 值。而在和 已知的情况下，即可用间接测量法测量不用温度

为未知时，则要用组合测量法求取它们的具体值。

总之，对被测量进行测量不外乎上述三类测量方法。

对某些被测量用一种测量方法就能得出测量结果；但也有些被测量要用上述两种，甚

至三种测量方法才能得出测量结果。究竟采用哪种测量方法，需从对测量结果要求的差

别，所用测量设备造价是否昂贵，进行测量的操作是否简便，对测量条件的要求是否苛刻

及所付代价的大小等因素来考虑决定。

根据测量条件不同，可把测量分为：

等精度测量

对某一固定被测量进行重复测量，所取得的测量数据可以认为是在相同的测量精度

条件下得到的，这种测量称为等精度测量。

对一固定被测量作等精度测量，所得测量数据允许有一定范围的大小变化。但对偏大

或偏小的数值，不能判定哪种数值更加接近被测量的真实值，只能取一视同仁的态度，同

、

式中

把

和

在

和

， ，， ，

上述联立方程可通过改变测量条件列出，也可以把被测量

与被测量

、　

用不同的组合参加测量

的个数相等，这样就可以解此联立方程而求得各

组合测量中第 个直接（或间接）被测量的第 次测得值，其中

组合测量中的 个被测量；

式中 与组合测量中 构成的已知函数关系；

量的测得值建立联立方程组，通过求解联立方程的办法，才能得到最后的测量结果。这样

的测量称为组合测量。它可以用下面的一般公式来表示，即



误差的基本概念

等对待，即对取得数据的信赖程度是相同的。这是判定是否为等精度测量的重要依据。

）不等精度测量

对一被测量进行测量得到的数据，其精确度可判定是不等的，这种测量称为不等精度

测量。

不等精度测量造成精度不等，可能是由于条件的改变、所用测量设备的不同或更换，

也可能是数据从不同的来源得到的。

对不等精度的数据应当有特殊的处理方法。

（

根据被测对象在测量过程中所处的状态，可把测量分为：

静态测量

被测量在测量过程中可以认为是固定不变的，对这种被测量进行的测量称为静态测

量。

实际上，静态测量就是不需要考虑时间因素对测量的影响，把被测量或是测量误差作

为随机变量来研究。

动态测量

被测量是处在随时间不断变化的状态，对这种被测量进行的测量称为动态测量。

进行这种测量和处理这种测量得到的数据，就要考虑时间因素对测量的影响，即把测

得值或测量误差作为随机过程来进行研究。

上面介绍的四种测量分类方法，只是涉及到以后研究测量误差问题首先要弄清楚的

基本概念，对各种专业所进行的测量具有特性的问题，有关各种专业的测量学的详细内

容，还应当查阅有关的专门著作，根据研究问题的需要会有不同的分类方法，这一点是应

当明确的。

人类对客观事物的认识，总是要经历由浅到深，由低级向高级的发展过程。测量实践

也完全符合这样一个认识过程。

从严格的意义上讲，很难说测量能够完全准确地反映客观的存在。所以说任何测量都

带有一定的测量误差，这就是测量误差的普遍存在性。因此，误差理论所研究的只能是测

量误差的大小，而绝不是测量误差的有无问题。从理论上讲，提高测量精度（减小测量误

差）的极限，应该是达到被测量的量丧失本身的定义为止。例如，测量一个物体的长度，当

所考虑的测量误差比该物体的分子尺寸还小时，则划定物体长度界限的两个端面就无法

确定，从而也就丧失了该物体长度的概念。但是在实际测量中，这种理论上的测量精度极

限是难于达到的，因为测量总要受到当时的技术水平和理论水平的限制。对测量误差进行

研究，其目的就是能够确切地了解测量误差的大小范围，能把测量误差控制在能够满足需

要的程度，并能以误差理论为依据对测量结果作出科学的、合理的评定。

一、误差的定义及表示法

所谓误差就是测得值与被测量的真值之间的差，可表示为

真值误差＝测得值



；同一量值自身之差为零，而自身之比为 ；理

测量误差＝测量结果

真值

由此类推，可见，上面的公式具有广义的意义，其中给出值包括了测得值、实验值、示

值、标准值、预置值、计算近似值等，这些值都是我们要研究的对象。

我们要谈的误差不是被测量的误差，因为被测量是一个客观存在，而是谈及它的给出

值的误差，有时给出值也可能是猜测的值。如果一个客观量没有给出值，也就无法谈及它

的误差的大小。

，则测得值的误差为＋的量块，测得为

时，其误差约为

例如，真值为

的近似值取 等等。

一般说来，真值是未知的，因此误差也就未知，但绝不意味真值一定不知道，有些情况

下真值是可以知道的，又有些情况下从相对的意义上来说也是知道的。真值可知的情况有

如下几种：

（ 理论真值

例如，平面三角形三内角之和恒为

真实尺寸测得尺寸

例如，在长度计量测试中，测量某一尺寸的误差公式具体形式为

误差

测量误差可用绝对误差表示，也可用相对误差表示。

绝对误差

某量值的误差定义为该量的给出值（包括测得值、实验值、标称值、示值、计算近似值

等要研究和给出的非真值）与其客观真值之差。

什么是真值？自然界中的一切物体或物质都是处于永恒的运动中，而被测量的真值的

确定是：真值，假设在一定的时间内，实际上不变的被测量的真正大小。

此外，还有一些人为的规定。例如，量块两平行端面的几何长度表征量块的长度，但在

精密测量中发现，无论量块的端面研磨得如何精细，也不能保证端面没有起伏或两端面绝

对平行。因此，量块两端面间的距离各处就不相等，这时，人们又规定量块两端面对角线中

心的垂直连线（或其他规定）之长度表征量块的长度，在某一极短的时间间隔内，量块具

有稳定的实际的长度，就是该瞬间量块的真值。所以，真值具有时间和空间的含义。因此，

可以定义如下：

真值　　　　在某一时刻和某一位置或状态下，某量本身体现出的客观值或实际值。

对应于某个测得值的真值，则是指这个量在被观测时，该量本身所具有的真实大小。

因此，真值是理想的概念，故有

真值误差＝给出值

这就得到了一个误差定义。

由于误差与给出值具有同量纲（即同单位），故该误差又称之为绝对误差。

如果用语言描述上面的公式，则可以说：一个量值的给出值的绝对误差是等于该量值

的给出值与其真值之差。误差是正或者是负，就决定了给出值是正或负偏离真值的方向。

如果定义中的给出值是用测量方式获得的被测量的测量结果，则得到测量误差的定

义为

真值

如果给出值是指计量仪器的示值，则得到计量仪器的示值误差的定义为

示值误差＝示值
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，则该内角之和的误差

。用更准确的方法测

测得某平面三角块的三内角之和为

误差

的标准电阻，由于种种原因，加工后电

。如果按标准值 来用，那么它的误差是

的准确距离，得值 ，则误差为 。又用钢尺测量准

想电容和电感上，其电压与电流的相位差为

等等。

计量学约定真值

米是光在真空中，在国际计量大会决议，例如： 长度单位

质量单位 保存在法国巴黎国际计量局的铂时间间隔内行程的长度。

时间单位 铯柱体的质量是

精细能级之间的跃迁）时，辐射出

原子处于特定的状态（原子基态的两个超

个周期的电磁波。它所持续的时间为

满足以上条件复现出的量值都是真值。

标准器相对真值

高一级标准器的误差与低一级标准器或普通计量仪器的误差相比，为其

）时，则可以认为前者是后者的相对真值。例如，一个高稳定度晶体振荡器输出

的频率，相对于普通频率计的频率而言是真值。由此引出一个实际值的概念。

实际值　　　　满足规定准确度的用来代替真值使用的量值。由此可见，实际值是一个现

实中可以知道并且可以应用的一个近似或相对的真值。

。

【例

为＋

【例

，所以，误差这个量值已成得值为

】今用一普通压力计测量某压力，得其值为

，则普通压力计测得值的误差为

为评定测量过程或计量仪器的准确度不可缺少的尺度。

如果引进一个新的定义

真值 给出值误差修正值＝

则可得

给出值＋修正值＝给出值真值

这说明，含有误差的给出值加上修正值后就可消除误差的影响，而加上修正值的作用

如同扣除误差的作用一样，这非常符合人们的逻辑思维过程。

值得注意的是：由于修正值的不准或“桥梁”仪器不稳，测得值虽经修正，仍然不是真

值，而只是可能得到比直接给出值更准一些的给出值罢了。错误的修正（符号或大小弄错）

反而会得到更坏的结果，因此，修正量值时需要谨慎。

】我们需要加工出一个准确值为【例

，而电阻的标准值是阻的实际值为

来用，那么，就和客观的情况完全相符了。，如果按照

上例中，对于加工实际值来说，偏离了标准值。为了对这个量的差异有所描述而引入

下列定义

标准值偏差＝实际值

所谓偏差是指实际值而言的。虽然该偏差与修正值相符，但修正值或误差都是对给出

值而言的，这是不可忽视的概念。

相对误差

用尺子测量

先举例说明。

【例

铱合金圆

；此外，还有理论设计值和理论公式表达值

的

。凡

（或



级和 两个

。从误差的绝对值来说，它们都一，则误差亦为的长度，得值

后者是测量了

例

分钟控制

任意，而相对误差不变。

的工作测力计（拉力表），在标定值（示值）为

。

【例 】某待测的电压约为 ，现有 级

电压表，问用哪一个电压表测量较好？

级电压表测时，最大相对误差为解 用

用

确距离为

差了样，但是由于所测距离的不同，故而它们的准确程度是不一样的，前者测量

差了

误差

。为了描述测量的准确程度而引出相对误差的定义为

相对误差 真值

当误差较小时，有

的相对误差分别为

相对误差＝误差

和

已知阀门控制的水流量每分钟为

相对误差在有些场合下应用是很方便的。

【例 ，那么，经

，而相对误差的水流量为

引用误差

引用误差是一种简化的和实用方便的相对误差，常常在多挡和连续分度的仪器中应

用，这类仪器可测范围不是一个点而是一个量程，各分度点的示值和其对应的真值都不一

样，这时若按前面公式计算相对误差时所用的分母也不一样，故计算很烦。为了便于计算

和划分准确度等级，一律取该仪器的量程或测量范围上限值为分母，而量程则指测量范围

上限值与下限值之差。由此引出定义：

测量上限为

引用误差　　　　仪器示值的绝对误差与测量范围上限值或量程之比值，以百分数表示。

【例

，则此测力计在这一点的引用误差为（的实际作用力为

级电压表测时，最大相对误差为

级仪表进行测量也会比用 级仪表测量时的此例说明，如果量程选择恰当，用

最大相对误差还要小。

因此，在选用仪表时，要纠正单纯追求准确度等级“越高越好”的倾向，而应根据被测

量的大小，兼顾仪表的等级和测量上限或量程来合理地选择仪表。

二、误差的来源

在测量过程中，误差可以由以下几方面来产生。

给出值

，相对误差为

标准量具是提供标准量值的器具。如标准量块、标准电池、标准电阻、标准砝码等，使

（ 标准量具误差

测量装置是指为确定被测量值所必需的计量器具和辅助设备的总体，其误差来源于：

测量装置误差



，再通过计算求出大轴的直径 ，因

用它们的量值和它们自身体现出来的客观量量值之间有差异。

仪器误差

凡是用来直接或间接将被测量和已知量进行比较的器具设备，称为仪器或仪表。如阿

贝比较仪、天平等比较仪器、压力表、温度计、流量计等指示仪表，它们本身都具有误差。

）附件误差

为测量创造一些必要条件，或使测量方便地进行的各种辅助附件，均属测量附件。如

电测中的转换开关及移动接触点、电源、热源和连接导线等都会引起误差。装置误差的具

体表现形式如下：等臂天平不等臂，光学计量装置的杂散光，量块的不平行性及不平面度，

螺纹测微仪有空行程，由于零件联结间隙产生的隙动等等。这些误差大部分是由于制造工

艺和长期使用磨损引起的，属于结构性的误差。

仪器在使用时没有调整到水平、垂直、平行等理想状态，应当对中的未能对中，方向不

准等，这些属于使用中调整性的误差。

此外，还有变化性的误差。如提供标准量值本身的准确性及其随时间的不稳定性和随

空间位置变化的不均匀性，如硬度块、电阻、电池老化等。

环境误差

由于各种环境因素与规定的标准状态不一致而引起的测量装置和被测量本身的变

化、机构失灵、相互位置改变等产生的误差。这些因素和温度、湿度、气压（引起空气各部分

的扰动）、震动（外界条件及测量人员引起的振动）、照明（引起视差）、重力加速度、电磁场、

野外工作时的风效应、阳光照射、透明度、空气含尘量有关。

等。超出此正常工

仪器仪表在出厂规定的正常工作条件下使用时产生的示值误差称为基本误差。所谓

正常工作条件是指检定规程中对检定所规定的工作条件，例如

作条件使用时所增加的误差称之为附加误差。

计量仪器仪表使用与检定时，环境因素的差异引起的误差，常常成为新的重要的误差

源。科学实验中，静态分析和检定与动态使用时的差异，是值得特别注意的误差源。例如，

地面上检定的仪器在空中的飞行器上使用等。

方法误差

由于测量方法或计算方法不完善所引起的误差。需要瞬时取样测量，而实际上取样间

隔不为零。例如用钢卷尺测量大轴的圆周长

取值的不同，将会引起误差。近似数

人员误差

人员误差指测量者受分辨能力的限制，感觉器官的生理变化，反应速度和固有习惯等

影响而引起的误差。如记录某一信号时，测量者滞后和导前的趋向，在标准态读数时，始终

偏左或偏右，偏上或偏下，常表现为视差、观测误差、估读误差和读数误差等等。这类误差

常简称为人员误差。

三、误差的表现及其分类

一般说来测得值的误差随着不同的测量次数或测量的时刻而不同，或者改变某一条

所有左边的误差（垂直方向）表现出明显的确定的规律性，而后边的误差则在离散之

所示。件因素后误差也不一样，如图



本身带有符，则

中呈现出某些规律，实际上，可以把它们看作为在左边

的结果。图中有“

规律误差的基础之上又叠加了起伏波动的误差后形成

”号表示的个别误差还出现了离群

的现象，看起来这个别的误差不是属于那些相对应的

误差集团的。根据误差的这些不同特性，也是便于今后

研究和处理误差，人们将误差划分为系统误差、随机误

差和粗大误差三类。

系统误差

定义　　　　在同一条件下，多次测量同一量值时，绝

对值和符号保持不变，或在条件改变时，按一定规律变

化的误差称为系统误差。

图
所谓一定的规律意思是：这种误差可以归结为某

一个因素或某几个因素的函数，这种函数一般可用解

析公式、曲线或数表来表达。

实验或测量条件一经确定，系统误差就获得一个客观上的恒定值，多次测量的平均值

也不能减弱它的影响。改变实验条件，例如依次改变温度，就能够发现系统误差随温度而

变化的规律，这是用物理的方法发现系统误差的措施。实质上，在多种实验条件中系统误

差就是这些实验条件因素的函数，是随着实验条件的改变而变化的误差，但变化具有确定

的规律性。

由于各项研究工作都具有阶段性，我们对误差的研究也不例外。因此，对于较主要的

系统误差研究得比较深透、规律性掌握得比较好；而对于次要的系统误差，或者需要花费

更高代价和时间研究的暂时为次要矛盾的系统误差，可能掌握得不好或者未掌握其规律

性，于是从对系统误差掌握的程度又可分为：已定系统误差和未定系统误差两种。

已定系统误差　　　　误差的方向已知，绝对值已知，若其数值为

号。

未定系统误差　　　　误差的方向未知，绝对值未知，通常可以估计其界限为

按误差出现规律可分为不变系统误差和变化系统误差。

不变系统误差　　　　误差绝对值和符号为固定的。

）变化系统误差　　　　误差绝对值和符号为变化的，如线性，周期性，复杂规律性。

随机误差

定义　　　　在同一测量条件下，多次测量同一量值时，绝对值和符号以不可预定方式变

化着的误差称为随机误差。

例如，仪器仪表中传动部件的间隙和摩擦，连接件的弹性变形等引起的示值不稳定。

由于随机误差在各项测量中的单个无规性，导致了众多随机误差之和有正负相消的

机会，随着测量次数的增加，则随机误差的个数也增加，而随机误差平均值越来越小并以

零为极限，因此，多次测量的平均值的随机误差比单个测量值的随机误差小，这种性质通

常称之为抵偿性，抵偿性只发生在本次实验过程中产生的许多随机误差中，也称为本次随

机误差。

由于随机误差的变化不能预先确定，因此，这类误差也不能修正，而仅仅只能估计而
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准确度、精密度和精确度

习惯上所说的精度，通常是指误差而言的。例如，实验相对误差为

，将读为

度为

已。以后将会看到，随机误差是具有统计（或概率）规律的误差。

粗大误差

定义　　　　超出在规定条件下预期的误差，或称“寄生误差”。

记为 等等。如测量时对错了标记而测错，如将

又如，实验状况未达到预想的指标（如真空度未达到要求）而匆忙实验等都会带来粗

大误差。

含有粗大误差的测得值会明显地歪曲了客观现象，故含有粗大误差的测得值称之为

坏值或异常值。

要采用的测量结果不应该包含粗大误差，即所有的异常值都应当剔除不要。所以，在

作误差分析时，要估计的误差通常只有系统误差和随机误差两类。

误差的相互转化

值得注意的是，误差的性质是可以在一定的条件下相互转化的。

对某项具体误差，在此条件下为系统误差，而在另一条件下可为随机误差，反之亦然。

如按一定基本尺寸制造的量块，存在着制造误差，对某一块量块的制造误差是确定数值，

可认为是系统误差，但对一批量块而言，制造误差是变化的，又成为随机误差。

在使用某一量块时，没有检定出该量块的尺寸偏差，而按基本尺寸使用，则制造误差

属随机误差。若检定出量块的尺寸偏差，按实际尺寸使用，则制造误差属系统误差。

掌握误差转化的特点，可将系统误差转化为随机误差，用数据统计处理方法减小误差

的影响，或将随机误差转化为系统误差，用修正方法减小其影响。

又如，度盘某一分度线只有一个恒定系统误差，但所有各分度线的误差却有大有小，

有正有负，对整个度盘的分度线的误差来说具有随机性质。如果用度盘的固定位置测量定

角，则误差恒定；如果用度盘的各个不同位置测量该角，则误差时大时小，时正时负，就随

机化了。因而，测量平均值的误差能够得到减小，这种办法常称之为随机化技术。

在实际的科学实验与测量中，人们常利用这些特点，以减小实验结果的误差。譬如，当

实验条件稳定且系统误差可掌握时，就尽量保持在相同条件下做实验，以便修正掉系统误

差；当系统误差未能掌握时，就可以采用随机化技术，例如，均匀改变测量条件（如度盘位

置）使系统误差随机化，以便得到抵偿部分系统误差后的结果。

总之，随着对误差性质认识的深化和测试技术的发展，有可能把过去作为随机误差的

某些误差分离出来作为系统误差处理，或把某些系统误差当作随机误差来处理。

或

，则说其精

，但是这个误差值是随机误差部分，还是系统误差部分？或者是系

统误差与随机误差的叠加？从含义笼统的“精度”一词上得不到明确的反映。

为了明确回答误差具有的性质，则上述误差如果纯属随机误差引起，则说其精密度为

；如果由系统误差引起，则说其准确度为 ；如果由系统误差和随机误差共同引起

，由此，该精度一词可以明确叙述为：的，则可说其精确度为

准确度　　　　表示测量结果中系统误差的影响程度。



误差与数据的表达

和（

两个方程组仅有一个系数相差万分之二，但所得结果差异极大，由此也可看出研究有

效数字和数据运算规则的重要性。

一、有效数字

精密度　　　　表示测量结果中随机误差的影响程度。

精确度　　　　表示测量结果中系统误差和随机误差综合的影响程度。其定量特征可

用测量的不确定度（或极限误差）来表示。

既然几个“度”是与误差相联系的，那么称之为不准确度是否更好些呢？

从本质上来说，这些称呼都是一样的。只不过准确度是反映测量结果与真值的一致程

度，即测量结果向真值靠近的程度；而不准确度则是描述了测量结果离开真值的程度。在

数值上都可以用误差这个较小的数值表示，因为用较小的值表达比较方便。

对实验或测量来说，精密度高的准确度不一定高，准确度高的精密度不一定高，但精

确度高的，精密度与准确度都高。

在测量结果和数据运算中，确定用几位数字来表示测量或数据运算的结果，是一个十

分重要的问题。测量结果既然包含有误差，说明它是一个近似数，其精度有一定限度，在记

录测量结果的数据位数或进行数据运算时的取值多少，皆应以测量所能达到的精度为依

据。如果认为，不论测量结果的精度如何，在一个数值中小数点后面的位数越多，这个数值

就越精确；或者在数据运算中，保留的位数越多，精度就越高，这种认识都是片面的，若将

不必要的数字写出来，既费时间，又无意义。

原因：一方面是因为小数点的位置决定不了精度，它仅与所采用的单位有关，如

和 的精度完全相同，而小数点位置则不同。另一方面，测量结果的精度与所用

测量方法及仪器有关，在记录或数据运算时，所取的数据位数，其精度不能超过测量所能

达到的精度；反之，若低于测量精度，也是不正确的，因为它将损失精度。

下面的方程组（

此外，在求解方程组时，若系数为近似值，其取值多少对方程组的解有很大影响。

【例 及其对应解为

对应解为

对应解为

含有误差的任何近似数，如果其绝对误差是最末位数的半个单位，那么从这个近似数

左方起的第一个非零的数字，称为第一位有效数字。从第一位有效数字起到最末一位数字

上的所有数字，不论是零或非零的数字，都叫有效数字。若具有几个有效数字，就说是几位

有效位数。

，第一位有效数字为 ，共有三位有效位数；

，第一位有效数字为

例如，取

又如， ，共有二位有效位数；

则为三位有效位数。而



条明确规定，能舍去的数字不是见 就入，从而使舍入

由于数字舍入而引起的误差称为舍入误差，按上述规则进行数字舍入，其舍入误差

一般不超过保留数字最末位的半个单位。

必须指出，这种舍入规则的第

误差成为随机误差，在大量运算时，其舍入误差的均值趋于零。这就避免了过去所采用的

四舍五入的规则，由于舍入误差的累积而产生系统误差。

。利用这种写法，可以从

形式，而

，显

若近似数的右边带有若干个零的数字，通常把这个近似数写成

含有几个有效数字来确定近似数的有效位数。

表示四位有效位数； 和如 分别表示三位和两位有效位

数。在测量结果中，最末一位有效数字取到哪一位，是由测量精度来决定的，即最末一位有

效数字应与测量精度是同一量级的。

，若测出长度例如，用千分尺测量时，其测量精度只能达到

字，即写成

然小数点后第二位数已不可靠，而第三位数字更不可靠，此时只应保留小数点后第二位数

，为四位有效数字。由此可知，测量结果应保留的位数原则是：其

最末一位数字是不可靠的，而倒数第二位数字应是可靠的。

测量误差一般取 位有效数字，因此，上述用千分尺测量的结果可表示为

。在进行比较重要的测量时，测量结果和测量误差可比上述原则再多取

一位数字作为参考，如测量结果可表示为

因此，凡遇有这种形式表示的测量结果，其可靠数字为倒数第三位数字，不可靠数字

为倒数第二位数字，而最后一位数字则为参考数字。

二、数字舍入规则

对于位数很多的近似数，当有效位数确定后，其后面多余的数字应予舍去，而保留的

有效数字最末一位数字应按下面的舍入规则进行凑整：

若舍去部分的数值大于保留部分的末位的半个单位，则末位加

若舍去部分的数值小于保留部分的末位的半个单位，则末位不变。

）若舍去部分的数值等于保留部分的末位的半个单位，则末位凑成偶，即当末位为

偶数时则末位不变，当末位为奇数时则末位加

【例 按上述舍入规则，将下面各个数据保留四位有效数字进行凑整。

原有数据　　　　　　　　　　　　舍入后数据



习 题

？

处为＋

三、数据运算规则

在近似数运算中，为了保证最后结果有尽可能高的精度，所有参与运算的数据在有效

数字后可多保留一位数字作为参考数字，或称为安全数字。

在近似数加减运算时，各运算数据以小数位数最少的数据位数为准，其余各数据

可多取一位小数，但最后结果应与小数位数最少的数据小数位相同。

求例

解　　　　原式

在近似数乘除运算时，各运算数据以有效位数最少的数据位数为准，其余各数据

要比有效位数最少的数据位数多取一位数字，而最后结果应与有效位数最少的数据位数

相同。

例 ？】 求

解

）在近似数平方或开方运算时，平方相当于乘法运算，开方是平方的逆运算，故可

按乘除运算处理。

位对数表，以位有效数字的数据应该用）在对数运算时， 位对数表，或用（

免损失精度。

表

三角函数运算中，所取函数值的位数应随角度误差的减小而增多，其对应关系如

所示。

表

以上所述的运算规则，都是一些常见的最简单情况，但实际问题的数据运算皆较复

杂，往往一个问题要包括几种不同的简单运算，对中间的运算结果所保留的数据位数可比

简单运算结果多一位数字。

和

误差的绝对值与绝对误差是否相同？未定系统误差与系统不确定度是否相同？

什么叫误差？什么叫修正值？含有误差的某一量值经过修正后，能否得到真值？

用一可调辅助信号源同时送入被检仪表和标准仪表，其示值分别为 ，问被

，则此时被检仪表的

，求被检仪表的示值误差。在理论上，这两种方法所得示值误差是否一样？

检仪表的示值误差是多少？若调整信号源使得标准仪表上的示值为

示值为

电流表经过检定后，最大示值误差在级 ，问此表是否合格？

具有相同相对误差的两个同标称值电阻，则其串联与并联的相对误差与该电阻的

相对误差相同，试证明之。

，在 处测量时的准确度不高于（ ，这里

为测得值。当

块仪表的准确度等级为

为仪表的最大刻度值， 很小时，即在零刻度点附近测量时，如何提高其准

确度？

【



，试比较三种测量方法精度的高低。

和 ，其测量误差为，而用第三种测量方法测量另一零件的长度

若用两种测量方法测量某零件的长度 ，其测量误差分别为

，试评定两种方法测量精度的高低。

。分别测得结果为用两种方法分别测量

，试求测量的绝对误差和相对误差。测得某三角块的三个角度之和为

如何根据系统误差与随机误差的转化特性来减少实验结果的误差？



第二章　　误差的性质

随机误差

任何测量总是不可避免地存在误差，为了提高测量精度，必须尽可能消除或减小误

差，因此有必要对各种误差的性质、出现规律、产生原因、发现与消除或减小它们的主要方

法，以及测量结果的评定等，作进一步分析和研究。

一、随机误差产生的原因

多次等精度的重复测量同一量值，或对某个观测对象进行多次观测，即使采取了措施

消除系统性误差，然而测量所得的结果数据仍各个互异，可以肯定，测得值与其真值之间

存在误差，这些误差的出现又没有确定的规律，具有随机性，因而称为随机误差。

随机误差是由为数众多而影响微小的因素造成，这些因素对于测量结果的影响关系，

人们还没有认识，或没有完全认识。因此对这些因素的影响还无能力加以控制。有时，可

以在一定程度内控制，但经济上并不合算。

这些因素表现在：

实验或测量环境的微小波动：如温度、湿度、气压、气流、电场、磁场、光照以及大气

中尘埃降落等因素。

实验或测量手段、工作状态微小的波动：设备或量仪内部机械结构中运动副间的

摩擦、润滑、作用力、弹性变形等波动，电、液系统工作不稳定等。

）测量者生理状况变化引起的感觉判别能力的波动等。

这些因素的影响出现与否、大小和正负本身就带有随机性，因而它们的影响综合所造

成的误差也必然带有随机性。

二、随机误差的性质

随机误差主要有以下几方面的性质：

在一定测量条件下的有限测得值中，其随机误差的绝对值不会超过一定的界限，

误差所具有的这个特征，我们称之为有界性。

）绝对值相等的正误差与负误差出现的次数大致相等，这一特性称之为对称性。

）绝对值小的误差出现的次数比绝对值大的误差出现的次数多，这一特性称之为单

峰性。

的无限增加而趋对同一量进行多次测量，其误差的算术平均值随着测量次数

于零，即误差平均值的极限为零，这称为误差的抵偿性。

抵偿性是随机误差的最本质的统计特性，也可以说，凡具有抵偿性的误差，原则上都
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