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数学对于自然科学的巨大作用是不言而喻的，它是构筑现代物质文明的重

要基石�然而数学对于社会与人文科学（我们所说的文科不包括经济管理类）的
作用，数学对于现代人整体素质的意义，却是逐渐被人们所认识的�随着知识经
济时代的来临，社会经济领域中许多研究对象的数量化趋势越发加强，计算机的

广泛普及并深入到人们生活工作中的各个角落，诸如此类现象，向人们提出了一

个迫切的问题：每个要想成为有较高文明素养的现代人，应当具备一定的数学素

质，因此数学教育对于文科大学生来说，应该是必不可少的了�
事实上，��世纪资源、环境、人口等的压力，知识和信息的大爆炸，越来越短

周期的技术更新等等，正在向我们发起严峻的挑战，对学生的应变能力与思维素

质的培养，已被提到首要的地位�大学生在大学的几年只是终生学习最重要的
一个基础台阶，他们应该在教师的帮助和校园环境的陶冶下，通过适当的知识载

体，不断地、自觉地学习和提高自身选择、吸取、整理和创造知识的能力�数学正
是这样一个重要的不可或缺的载体�
文科与理科终究有所区别，这不仅在于学科本身，还在于学生素质的差异�

不少文科学生由于数学基础（包括数学知识与数学思维能力）较理科学生差一些

（当然，少数文科学生也有很好的数学基础），对数学缺乏兴趣，学习数学的动力

不足�对于文科学生的数学教育必须考虑到这些

��
�

世纪��年代后期，南开大学曾自编过文科数学讲义，����、����年分别
出版过两种文科数学教材�根据多年来的教学实践，同时吸取了许多兄弟院校
的经验，我们对原有教材进行了修改和补充，在教育部现代远程教育资源建设委

员会和高等教育出版社的支持下，制作了《文科数学基础网络课程》，本书基本上

是该网络课件的配套文字教材，可以作为文科专业的本科数学课教材�下面有
几点说明：

��关于选材�现代数学分支五花八门，极其繁多，对于文科学生来说，尤其
要抓住主要的基础性部分�现代数学总体上可以理解为离散、连续和随机三个
门类，又通过逻辑互相关联，因此我们选取了离散的线性代数、连续的微积分、随

机的概率与数理统计，然后是逻辑初步，最后用数学实验作为结尾�
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��关于数学实验�教育部“高等教育面向��世纪教学内容和课程体系改
革”课题组在��世纪��年代提出了设想，并在����年��月教育部“数学教育
研讨班”（香山会议）上正式公布了方案，把数学实验作为理科非数学专业高等数

学课程的一部分�我们以为，文科学生选学一点适当的数学实验，通过亲自动
手，可以提高他们对数学的兴趣，有助于培养数学素质�另一方面，通过数学实
验，了解Nbuifnbujdb软件的基本功能与使用方法，有助于掌握《文科数学基础
网络课程》中的有关操作�因此我们把数学实验作为本书的最后一章

��
�

关于层次�教材内容（包括习题）一般分两个层次，凡是带H�的内容与习
题应当作为提高与选学的，当然要根据实际情况来掌握

��
�

关于习题�本书前四章每一节后都配有较多数量的习题，教师可根据实
际情况选用�对于学生来说，学数学不做习题是不行的，但也要根据自己的实际
进行练习�我们建议读者在有条件时做适当数量的习题，对于微积分的计算题
来说，可利用《文科数学基础网络课程》中的“智能练习”，按照Nbuifnbujdb软件
的输入规则录入自己做的练习，系统就会作出判断，指出有没有错误，错在哪里

��
�

关于课时建议�第一、二、三、四各章分别用��、��、��、�学时，第五章选
学�
本书由陈吉象主编，第一、三章分别由郑弃冰、戴瑛编写，陈吉象编写了第

二、四章，第五章数学实验由陈吉象和吴忠华共同编写�南开大学数学科学学院
的领导，以及吴越恩、温媛、高敏芬、陈学民等老师为本书的完成都做出了贡献，

作者在此表示衷心的感谢！最后还要感谢高等教育出版社的徐刚、李艳馥等老

师的支持和帮助！

编者

����年�月
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本章要求了解线性代数的一些基础知识，了解矩阵的基本概念和简单运算，

运用初等变换求矩阵的秩，会计算行列式的值，并能解一般的线性方程组�

��� 矩阵及其初等变换

教 学 要 求

本节要求读者从线性方程组的求解导出矩阵、初等变换和秩的定义�要求
掌握矩阵的基本概念，熟练运用初等变换将矩阵化成阶梯形，从而掌握求矩阵的

秩的方法，并能求出一般线性方程组的解�
��熟悉矩阵、初等变换和秩的定义�
��熟练运用初等变换将矩阵化成阶梯形，掌握求矩阵的秩�
��能求出一般线性方程组的解�

知 识 点

��o元线性方程组�
��矩阵的定义和应用�
��初等变换和矩阵的秩�

����� o元线性方程组

��o元线性方程组
在自然科学与社会经济领域中，常常会碰到线性方程组的问题，它的解决方

法构成了现代数学最基础也是结果最完整的一套理论：线性代数�所谓线性，是
指方程组中包含的变量（未知数）都是一次的�
定义 我们将以下包含o个未知数y�，y�，⋯，yo和n 个线性方程的方程

�



组

b��y��b��y��⋯�b�oyo�c�，

b��y��b��y��⋯�b�oyo�c�，
⋯⋯⋯⋯

bn�y��bn�y��⋯�bnoyo�c

�

�

� n

称为o元线性方程组�若c���，c���，⋯，cn��，则称方程组为齐次（线性）方
程组�满足方程组的数组y��d�，y��d�，⋯，yo�do称为方程组的（特）解�若
方程组有不止一个解，则称所有解的共同的表达式为通解�若两个方程组有相
同的非空解集合，则称两个方程组为同解方程组�
��阶梯形方程组
对于一般的线性方程组，我们很难直接断定是否有解，但有些特殊类型的方

程组我们则很容易求出其解�例如以下的上三角形方程组：

b��y��b��y��⋯�b�oyo�c�，

b��y��⋯�b�oyo�c�，
⋯⋯⋯⋯

booyo�co

�

�

� ，

其中bjj-��，j��，⋯，o�我们很容易从第o个方程中解出yo，再将解出的yo
代入第o��个方程后就可解出yo��，如此反复即可解出每一个yj�
定义 上三角形方程组或将上三角形方程组去掉若干个方程后所得到的方

程组，称为阶梯形方程组�通过以下的具体例子来说明阶梯形方程组是怎样求
通解的�

b��y��b��y��b��y��b��y��b��y��c�，

b��y��b��y��b��y��c�，

b��y��c�

�
�

� �
该方程组是将五元上三角形方程组去掉第二和第四个方程后得到的，于是

令y��d�和y��d�，其中d�，d�为任意的常数，再将所有的任意常数都移到方
程的右端，又得到一个三元上三角形的方程组

b��y��b��y��b��y��c��b��d��b��d�，

b��y��b��y��c��b��d�，

b��y��c�

�
�

� �
于是上面阶梯形方程组所有的解（带有两个任意常数d�，d�的通解），就可通过
上三角形的方程组的解法解出来了�
需要事先指出的是所有的线性方程组最终都可以化为同解的阶梯形方程

组，这个过程也可以用下面要定义的矩阵及其变换来实现�
�



����� 矩阵的定义和应用

��矩阵的定义
当我们处理大量数据的时候，就需要矩阵的概念了�所谓矩阵，就是一个数

表，但是这个数表已除去了数据的来源和意义，只有一个由数字构成的矩形的方

阵�比如，下面是一个单位人员构成的图表：

主 任 副 主 任 工 程 师 工 人 临 时 工

厂 办 � � � � 无

第一车间 � � � �� �

第二车间 � � � ��� �

第三车间 � � � �� 无

把上面表中的文字说明部分去掉，并把缺省的项目填成数字�，就得到了一
个只有数字的数表

� � � � �
� � � �� �
� � � ��� �

m�

n�

q�

r�� � � �� �

，

这种数表就称为矩阵�
定义 我们将形如

B�
b�� b�� ⋯ b�o
… … …

bn� bn� ⋯ b

m�

n�

q�

r�no
的矩形数表，称为n�o阶矩阵，其中n 与o分别是矩阵B的行数与列数，矩
阵中的第j行与第k列（�0�j0�n，�0�k0�o）处的bjk称为矩阵B的第j行第k列
元素，bjk的第一个下标j是行的序号，第二个下标k是列的序号�当n�o时，

B特别称为o阶方阵或o阶矩阵�当n�o��时，矩阵就是一个数，不再加括
号表示�
注意，在数学理论当中，一个矩阵中的n�o个元素可以是数（整数，实数

或复数），也可以是其他研究对象（例如函数、文字、甚至更小的矩阵等等），本课

程只讲元素是实数的矩阵�
由矩阵B的第j行构成的��o阶矩阵

SjB� bj�bj� ⋯b［ ］jo
（注意元素间只需留出空隙，并不用逗号分开）称为B的第j个行（向量）�

�



同理，B的第k列（向量）是n��阶矩阵

DkB�

b�k
b�k
…

bn

m�

n�

q�

r�k

�

这样，B又可表示成

B�

S�B
S�B
…

Sn

m�

n�

q�

r�B

� D�BD�B ⋯Do［ ］B �

一般用大写的黑体拉丁字母表示矩阵B，C，D等，有时矩阵也可以简写成

B� bj（ ）nok ，表示矩阵B的第j行第k列元素为bjk，�0�j0�n，�0�k0�o�
两个n�o阶矩阵B� bj（ ）nok 与C� cj（ ）nok 称为相等的，如果bjk�cjk

（�0�j0�n，�0�k0�o），记作B�C�注意，行数或列数不等的矩阵绝不能相等�
例�����

� � �［ ］
� � �

-�
� �［ ］
� �
，
� �
� �
m�

n�

q�

r�� �
-�
� �［ ］
� �

�

如果矩阵B� bj（ ）nok 的no个元素均为�，则称B为零矩阵，记作Pno，常
简记作P，而不标明下标no�
如果把n�o阶矩阵B� bj（ ）nok 的第j行改为第j列，第k列改为第k行，

就可得到一个新的o�n矩阵，记作BU，称为B的转置（矩阵），具体表示如下：

B�

b�� b�� ⋯ b�o
b�� b�� ⋯ b�o
… … …

bn� bn� ⋯ b

m�

n�

q�

r�no

，BU�

b�� b�� ⋯ bn�
b�� b�� ⋯ bn�
… … …

b�o b�o ⋯ b

m�

n�

q�

r�no

�

显然，o阶方阵的转置仍是o阶方阵，而且对任何矩阵B，有 B（ ）U U�B�
��系数矩阵和增广矩阵
矩阵理论的应用，最常见也是最重要的就是解线性方程组�对于o元线性

方程组

b��y��b��y��⋯�b�oyo�c�，

b��y��b��y��⋯�b�oyo�c�，
⋯⋯⋯⋯

bn�y��bn�y��⋯�bnoyo�cn

�

�

� ，
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由方程组左端no个系数（缺省的算�）相互位置不变所得到的矩阵

B�

b�� b�� ⋯ b�o
b�� b�� ⋯ b�o
… … …

bn� bn� ⋯ b

m�

n�

q�

r�no
称为方程组的系数矩阵，方程组右端的n 个已知参数组成n��阶矩阵与B
合在一起共同构成的n�（o��）阶矩阵

�B�

b�� b�� ⋯ b�o c�
b�� b�� ⋯ b�o c�
… … … …

bn� bn� ⋯ bno c

m�

n�

q�

r�n
称为线性方程组的增广矩阵�
显然，上述方程组与相应的矩阵（列数大于�）之间有一一对应�因而，我们

可以将方程组的问题转化为矩阵的问题�
例����� 三元线性方程组

y���y���y���，

�y���y����，

��y� ��y�

�
�

� ��
的系数矩阵与增广矩阵分别是

� � ��
� � �

m�

n�

q�

r��� � ��
，
� � �� �
� � � ��

m�

n�

q�

r��� � �� �
�

����� 初等变换和矩阵的秩

��初等变换
我们知道方程组与列数超过�的矩阵之间通过增广矩阵有一一对应，当用

消元法解线性方程组时，同解的方程组之间对应的增广矩阵又有什么样的变化

呢？还是先回到具体的例子中来�三元线性方程组
y���y���y���，

�y���y����，

��y� ��y�

�
�

� ��

�
�
�

的增广矩阵是

� � �� �
� � � ��

m�

n�

q�

r��� � �� �

，

�



该方程组的消元解法如下：

先用�式加上�式的�倍，即可消去�式中的未知数y�，得到一个同解方
程组

y���y���y���，

�y���y����，

�y���y����
�
�

� ，

�
�
�

增广矩阵变为

� � �� �
� � � ��
m�

n�

q�

r�� � �� ��
�

再用�式减去�式的��
倍，又得同解方程组

y���y���y���，

�y���y����，

����y�
���� �

�

�

� ，

�
�
�

增广矩阵变为

� � �� �
� � � ��

� � ��� ���
�

m�

n�

q�

r��

�

再在方程�的两边乘以����
，又得同解方程组

y���y���y���，

�y���y����，

y����
�
�

� ，

�
�
�

增广矩阵变为

� � �� �
� � � ��
m�

n�

q�

r�� � � ��
�

然后再将y����代入�式可得y���，最后将y���，y����代入�式即得
方程组解y���，y���，y�����
以上增广矩阵的变化就是矩阵的初等行变换�除去这些行变换外，还有一

种很有用的行变换是交换矩阵的两行，相当于交换两个方程的次序�综合以上
三种变换，我们有以下定义�
定义 对矩阵B施行的下列三种变换称为B的初等行变换：

�



（�）交换B的第j行与第k行，记作Sjm�Sk；
（�）用一个非零实数d乘以B的第j行，即用该数乘以该行的每个元素，所
得各数按原来次序作为同一行的元素，记作Sj·d；
（�）用一实数d乘以B的第k行（如（�）中所述）后，再加到B的第j行上，记
作Sj�Sk·d（称为第j行加上第k行的d倍），当d_��时，也记作Sj�Sk·（�d）�
当上述三种变换中的行改为列时，我们称为B的三种初等列变换�六种变

换统称为初等变换�

例����� 令C��
y�z�{��x�� �y��z��{�x
�y��{�� �y�z�{

［ ］
��
，

C��
y��{�x y�{��x��

�y��z��{��x�� �y��z��{��x
［ ］

��
，

求y，z，{，x，使得C��C��
解 根据矩阵相等的定义，y，z，{与x 必须满足

y�z�{��x���y��{�x，

�y��z��{�x�y�{��x��，

�y��{����y��z��{��x��，

�y�z�{����y��z��{��x��

�

�

� �
整理得y，z，{，x 满足的线性方程组

z�{� x���，

y��z��{��x��，

y��z ��x��，

��z��{��x���

�

�

� �
现用矩阵的初等行变换来求此方程组的解�该方程组的增广矩阵是

�B

� � �� � ��
� �� � �� �
� � � �� �

�

m�

n�

q�

r�� �� � � ��

�

因第一行第一列的元素为�，因此将�B 的第一、二两行交换，使得第一行第一列
的元素不为�，这样就可以通过如下的行变换把矩阵化为第一列只有一个非零
元（处在第一行，最好取为�）的矩阵�然后保持第一行不动，只对矩阵第二行以
后的元素做初等行变换�此时如果第二列处在第二行之后的元素不都为�，则把
由第二行和第二列以后的元素构成的小一阶的矩阵再重复实行上述变换；如果

第二列的处在第二行以后的元素全为�，则直接从第三列的处在第二行之后的
元素进行同样的处理�反复进行这个过程，我们就可以通过初等行变换将一个
矩阵化为上三角形方程组的增广矩阵，然后就很容易把方程组的解求出来�

�



�B
S�m�S

A�
�

� �� � �� �
� � �� � ��
� � � �� �

m�

n�

q�

r�� �� � � ��

S��S
A�
�

� �� � �� �
� � �� � ��
� � �� � ��

m�

n�

q�

r�� �� � � ��
S��S�·�
S��S�·

A�
�

� �� � �� �
� � �� � ��
� � � �� ��

m�

n�

q�

r�� � �� � ���

S�·

A�
�
�

� �� � �� �
� � �� � ��
� � � �� �

m�

n�

q�

r�� � �� � ���

S��S�·
A�
�

� �� � �� �
� � �� � ��
� � � �� �

m�

n�

q�

r�� � � � �

S��S�·�
S��S�
S��S�·

A�
�

� �� � � �
� � �� � ��
� � � � �

m�

n�

q�

r�� � � � �
S��S�·�
S��S

A�
�

� �� � � ���
� � � � �
� � � � �

m�

n�

q�

r�� � � � �

S��S�·
A�
�

� � � � ��
� � � � �
� � � � �

m�

n�

q�

r�� � � � �
由此解得y��，z���，{���，x���
��阶梯形矩阵
我们知道阶梯形（包括上三角形）方程组的通解很容易求，那么阶梯形方程

组的增广矩阵又有什么特征呢？

定义 矩阵中每一行第一个非零元素（称为该行的非零首元）必在上一行非

零首元的右下方，称这样的矩阵为阶梯形矩阵�
很显然，阶梯形方程组的增广矩阵都为阶梯形矩阵，但是阶梯形矩阵可能对

应一个没有解的方程组�比如矩阵［� �］就对应一个矛盾的方程�
例����� 设

（�）
� � �� �
� � � ��
m�

n�

q�

r�� � � �

， （�）
� � �� �
� � � ��
m�

n�

q�

r�� � � �

，

（�）

� � � � �
� � � � �
� � �� � �
� � � � ��

m�

n�

q�

r�� � � � �

， （�）

� � � � �
� � � � �
� � �� � �
� � � � ��

m�

n�

q�

r�� � � � �

，

其中（�），（�），（�）是阶梯形矩阵；而（�）不是，因为其第�行非零首元�不在上一
行非零首元��的右下方，而是在��的正下方�
定理����� 任意矩阵B均可经有限次初等行变换化为阶梯形，虽然化成

�



的阶梯形矩阵不惟一，但所有化成的阶梯形矩阵都具有相同个数的非零行（即该

行至少有一个元素不为零），称这个数为矩阵B的秩，记作s（B）�
略去此定理的一般证明，用一个具体实例来说明定理的结论�
例����� 将下列矩阵化为阶梯形：

B

� � � �� �
� �� � � �
� � � � �

�

m�

n�

q�

r�� �� � � �

�

解

B
S�m�S

A�
�

� �� � � �
� � � �� �
� � � � �

m�

n�

q�

r�� �� � � �

S��S�·
A�
�

� �� � � �
� � � �� �
� � � � �

m�

n�

q�

r�� �� � � �

S��S
A�
�

� �� � � �
� � � � �
� � � � �

m�

n�

q�

r�� �� � � �

S��S�·�
S��S�·

A�
�

� �� � � �
� � � � �
� � ��� � ���

m�

n�

q�

r�� � �� � ��

S�· �
�（ ）
A�

��

� �� � � �
� � � � �

� � � � �
�

m�

n�

q�

r�� � �� � ��

S��S�·
A�
��

� �� � � �
� � � � �

� � � � �
�

� � � � ���

m�

n�

q�

r��

�C �

最后的矩阵C是阶梯形了�
如果对上述C再施行两个行变换：S��S�·�及S��S�，即得更简单的阶

梯形矩阵D

� � � � ��

�
� � � � �

�
�
�

� � � � �
�

� � � � ���

m�

n�

q�

r��

，再进一步，对D 施行四个初等列变换：

D��D�·
��
�
，即将第一列的 ����

倍加到第五列上，及D��D�·
�
�
，D��D�·

�
�
，

D��D�·
��
�
，又可将D化成所谓标准形矩阵，即

�



E

� � � � �
� � � � �
� � � � �

�

m�

n�

q�

r�� � � � �

�

��标准形矩阵的定义
定义 如果n�o阶矩阵 bj（ ）nok 满足bjj��，j��，⋯，s（其中s不大于n

和o），除此以外所有元素均为�，则称该矩阵为标准形矩阵�标准形矩阵的秩显
然等于其非零元的个数�
从以上的例子中不难看出，每个矩阵都可经有限次初等变换化为标准形�

可以证明的是标准形的得到与施行怎样的初等变换（不管是行变换还是列变换）

无关，即所有矩阵的标准形都与原矩阵具有相同的秩�

例����� 把矩阵B
� � � �
� �� � ��
m�

n�

q�

r�� �� � �

化为阶梯形，并求B的秩及标准形�

解

� � � �
� �� � �
m�

n�

q�

r�� �� � �

S��S�
S��S

A�
�
� � � �
� �� � �
m�

n�

q�

r�� � �� ��

S��S�·
A�
�
� � � �
� �� � �
m�

n�

q�

r�� � � �

，

此即B的一个阶梯形矩阵，且因其有�个非零行（第�行与第�行），故s（B）�
�，且B的标准形是

� � � �
� � � �
m�

n�

q�

r�� � � �
�

需要注意的是，矩阵B化成的阶梯形不是惟一的，而标准形是惟一的，标准
形就是一个特殊的阶梯形�

习习习习习习习习 题题题题题题题题 ������������������������

����� 判断下列矩阵是否为阶梯形矩阵：

（�）
� � �
� � �
m�

n�

q�

r�� � ��

； （�）
� � �
� � �

m�

n�

q�

r��� � ��

； （�）
� �� �
� �� �
m�

n�

q�

r�� � �

；

（�）
� �� �
� � �
m�

n�

q�

r�� � �

； （�）

� � � �
� � � �
� � � �

m�

n�

q�

r�� � � �

； （�）

� � � �
� � � �
� � � �

m�

n�

q�

r�� � � �

�
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