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内 容 摘 要

本书是面向大学和高职高专的文科学生的文化素质教材 .

书中讲述了微积分中的基本思想、概念、内容与方法 .本书以数

学的思想史和发展史为背景 ,使学生在初等数学的基础上 ,对

微积分有比较清楚的了解 ,为学生在以后的生活实践中应用数

学思想、解决实际问题打下扎实基础 .本书的特点是内容引经

据典、深入浅出 ,叙述简明扼要 .

本书可作为综合性大学、师范类院校和高职高专等有关文

科专业本科生和专科生教材 ,也可以作为了解一些高等数学的

数学思想和方法的通俗读物 .

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



前   言

数学自它萌芽之日起 ,就担当起解决因人类实际需要而提出的各

种问题的重任 .数学对人类物质文明的影响 ,最突出地反映在它与从根

本上改变人类物质生活方式的产业革命的关系上 .人类历史上先后共

发生过三次重大产业革命 ,而这三次产业革命的主体技术都与数学的

新理论、新方法的应用有直接或间接的联系 .数学在推动人类物质文明

进步方面的作用越来越受到公众的推崇 .

数学对于人类精神文明的影响更为深刻 .数学本身就是一种精神 ,

一种顽强地不断进取的探索精神 ,这种精神具有两个要素 ,其一是对真

理与完美的追求 ,千万年来对人们的思维方式、教育方式以及世界观、

审美观等诸方面的影响是不容否定的 .其二是数学具有不可抗拒的逻

辑说服力和无可争辩的计算正确性 ,其往往成为解放思想的决定性武

器 .以文艺复兴时期哥白尼“日心说”与宗教和中世纪传统思想的斗争

为例 ,日心说长期受到教会势力的抵制 ,为此布鲁诺被教会焚烧而亡于

罗马花园广场 ,伽利略也为此被判终身监禁 .而日心说的决定性胜利是

用牛顿发现的数学新工具———微积分和从动力学定律、万有引力定律

出发经严格的数学推理推演出太阳系的运动之后 ,德国天文学家加勒

于 1846 年 9 月 23 日晚发现了与英国的亚当斯和法国的勒维列用数学

方法推算出的未知行星位置只差一度的新行星———海王星 ,标志着哥

白尼学说得到了光辉的证实 .凡此种种 ,由于电子计算机的发明 ,今天

数学以空前广度和深度向人类几乎所有的知识领域渗透 ,结合形成了

诸多新学科 ,如数理语言学、数理心理学、数理考古学等等 ,而且新学科

的数目仍在不断增加 .

如何编写好一本符合大学文科本科与高职高专学生的高等数学教

材 ,是一个不断探索的过程 .本教材力图以数学的思想史和发展史作为
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引导 ,使学生能从本教材中对数学的思想、方法及其基本的概念有所了

解 ,在推理、论证、演算等诸能力方面有所提高 .同时学生能从教材中学

到一些必要的高等数学知识和得到一定的高等数学的训练 .

本教材的第一章由石忠锐、楼烨 (上海科技学院 )执笔 ,第二章由姜

勤执笔 , 第三章和第四章由任亚娣执笔 , 第五章和第六章由沈裕华执

笔 ,第七章及附录由楼烨、陈宝冲 (上海科技学院 )执笔 ,第八章由邬冬

华、楼烨执笔 ,全书由邬冬华统一修改、统稿、定稿 .

在本教材出版之际 ,我们感谢博士研究生俞武扬和硕士研究生吕

瑜佩、孙天川、凌和良等同学为本书打印了部分书稿和制作了部分插

图 .我们感谢上海大学出版社诸位编审的辛勤工作 ,是他们卓有成效的

工作才使本书得以早日与读者谋面 .

由于作者学识与水平 ,难免书中出现一些缺点和错误 ,敬请广大读

者批评指正 ,并及时与我们联系 ,以便改正 .对于大家的支持作者不胜

感激 .

编  者

2004 年盛夏
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第一章  函数与数论中的一些猜想

  初等数学研究的主要对象是常量及其运算 ,而高等数学所研究的

主要对象是变量之间的依赖关系 .从古到今整个数学的发展大体可分

为五个时期 : ( 1) 公元前 600 年以前的数学萌芽时期 ; ( 2) 公元前 600

年到 17 世纪中叶的初等数学时期 ; (3 ) 17 世纪中叶到 19 世纪 20 年代

的变量时期 ; ( 4) 19 世纪 20 年代到第二次世界大战的近代数学时期 ;

(5 ) 20 世纪 40 年代以来的现代数学时期 .

每一数学时期的发展 ,从来都是和生产实践、科学技术的水平密切

相关的 .首先 ,生产实践和科学技术向数学提出需要解决的问题 ,刺激

数学向生产实践和科学技术发展的方向发展 .其次 ,生产实践和科学技

术向数学提供丰富的研究资料和物质条件 ,计算机技术的发展推动整

个数学的发展就是最典型的案例 .此外 ,生产实践和科学技术为检验数

学结论的正确性提供了真理性的标准 .因此数学的发生和发展归根到

底是由生产实践决定的 .同时数学发展到一定阶段 ,对于生产实践又具

有一定的相对独立性 .

本章将在复习中学教材中有关函数内容的基础上 ,进一步研究函

数的性质 ,分析初等函数的结构 .

第一节  预 备 知 识

  一、集合

“集合”是现代数学中的一个重要的基本概念 .集合是指具有某种

特定性质的事物的全体 .组成这一集合的事物称为该集合的元素 .

例 1  所有皮制火炬牌篮球构成一个集合 ,则每一只皮制的火炬
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牌篮球都是该集合的元素 .

例 2  所有正整数的全体构成一个集合 ,则每一个正整数都是该

集合的元素 .

通常 ,我们用英文大写字母如 A、B、X、Y 等表示集合 ,用英文小

写字母如 a、b、 x、y 等表示集合中的元素 .如果 a为集合 A 中的元

素 ,则记作 a∈ A, 读作 a属于 A 或 a 在 A 中 ;如果 a不是集合 A 中的

元素 ,则记为 a | A, 读作 a不属于 A 或 a 不在 A 中 .

如果集合中所包含的元素的个数只有有限个 ,则称这种集合为有

限集 .

如果集合中所包含的元素的个数有无限个 , 则称这种集合为无

限集 .

不包含任何元素的集合称为空集 ,记为� .

例 3  A = { x | x2 + 1 = 0 , x为实数} 为空集 .

定义 1. 1  设有集合 A、B,如果集合 A中的每一元素都是集合 B

中的元素 ,即 a∈ A,必有 a∈ B, 则称集合 A为 B 的子集 .记为 A�

B,或 B� A, 读作 A包含于 B ,或 B包含 A .

例 4  设 A = {2 , 4 , 6} , B = {1 , 2 , 4 , 5 , 6} , 则 A中的任一元

素都是 B中的一个元素 , A� B .

定义 1. 2  设集合 A、B,若 A� B且 B� A, 则称集合 A与 B 相

等 .记作 A = B .

例 5  设 A = { x | x
2

- 5 x + 4 = 0} , B = {1 , 4} ,则 A = B .

  二、实数集

自公元前十几个世纪 ,人类历史开始从青铜器时代过渡到铁器时

代 .铁器的应用 ,大大促进了生产力的发展 ,社会财富迅速增加 ,刺激了

社会的商业活动 .由于经济生活的需要 ,人们越来越多地要计算产品的

数量和生产工时的长短 ,测定建筑物的大小和丈量土地的面积等等 .人

类从长期的社会实践中积累了许多有关数的知识 ,从而产生数的概念 ,

并产生数的运算的方法 .

随着社会的发展 ,人类对数的认识越来越深刻 .由文明古国印度所
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发明的阿拉伯数码表明正整数已被人类所广泛认识 .通常地 ,全体正整

数构成的数集记为 N+ = {1 , 2 , 3 , ⋯} .为对正整数进行一系列的算

术运算 , 数的范围扩大到了整数和有理数 , 分别记整数集为 Z =

{⋯ , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , ⋯} ,有理数集为Q = x p
q

; p, q∈ Z, q≠ 0 .

如果用十进制来表示有理数 ,则有理数可表示成有限或无限循环

的小数 .一个数为有理数当且仅当其可以由整数表示成分数 .如果一个

数用十进制表示时 ,都不是有限的和无限循环的 ,这种无限不循环小数

称之为无理数 .例如 ,π = 3. 141 592 6⋯ ; e = 2. 718 28⋯ , 这种无限不

循环小数都是无理数 .

通常把具有原点、方向和长度单位的直线称为数轴 .有理数在数轴

上对应的点称作有理点 ;无理数在数轴上对应的点称作无理点 .有理数

和无理数的全体称为实数集 ,记为 R .实数充满整个数轴 .

我们把能被 2 整除的整数称为偶数 ,反之称为奇数 .

如果一正整数只能被自身和 1 整除 ,则称该正整数为素数或质数 .

例如 : 2 , 3 , 5 , 7 , 11 , ⋯ ;其中惟一的偶素数为 2 .

任何有理系数代数方程 a0 x
n

+ a1 x
n - 1

+ ⋯ + an - 1 x + an = 0 的任

何一个根称为代数数 .反之 ,称为超越数 .

18 世纪以前数学家在澄清无理数的逻辑基础方面没有进展 ,但他

们以相对平静的态度接受了一些数的无理性 .欧拉 ( Euler , L .)在 1737

年证明了 e是无理数 ,他证明了 e 可表示为一个无穷连分数 .由于他已

经证明每个有理数都可以表示成一个有限的连分数 ,由此推断 e必定

是无理数 .1763 年兰伯特 ( Lamber t , J. G .)用类似的方法证明了π是

无理数 .但在 18 世纪 ,数学家们还没有找到任何一个具体的超越数 .直

到 1844 年 ,法国数学家刘维尔 ( Liouville, J .)才第一次证明了超越数

的存在性 .1873 年和 1882 年 ,法国数学家埃尔米特 ( H ermite, C .)和

法国数学家林德曼 ( Lindermann , C. L. F. )分别证明了 e 和π的超

越性 .

  三、绝对值

定义 1. 3  任何实数 x 的绝对值 ,记为 | x | , 定义为 | x | = x , 若
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x≥ 0 ; | x | = - x ,若 x < 0 .

x的绝对值 | x |表示为数轴上点 x 到原点的距离 .实数绝对值具有

如下性质 :

(1 ) | x | = x
2

;

(2 ) | x |≥ 0 ,当且仅当 x = 0 时有 | x | = 0;

(3 ) | - x | = | x | ;

(4 ) - | x |≤ x≤ | x | ;

(5 ) | x + y |≤ | x | + | y | ; | x - y |≥ | x | - | y | ≥| x | - | y | ;

(6 ) | xy | = | x | | y | ;

(7 )
x
y

=
| x |
| y |

( y≠ 0) .

  四、区间与邻域

区间与邻域是高等数学中常用的实数集 ,其中区间按不同的名称

记号和定义可分为如下九种形式 :

闭区间 :

[ a, b] = { x | a≤ x≤ b}

开区间 :

( a, b) = { x | a < x < b}

半开区间 :

( a, b] = { x | a < x≤ b}

[ a, b) = { x | a≤ x < b}

无限区间 :

         ( a, + ∞ ) = { x | x > a}

[ a, + ∞ ) = { x | x≥ a}

( - ∞ , b) = { x | x < b}

( - ∞ , b] = { x | x≤ b}

( - ∞ , + ∞ ) = { x | - ∞ < x < + ∞}
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其中 a, b为给定的实数 ,分别称为区间的左端点和右端点 . + ∞

读作为“正无穷大”, - ∞读作为“负无穷大”,它们不表示任何数 ,仅仅

是记号 .

定义 1. 4  设 a与δ为两个给定的实数 ,集合

{ x | x - a | < δ, δ> 0}

称为点 a的δ邻域 , a称为邻域的中心 ,δ称为邻域的半径 ,记为 U ( a,

δ) ,即

U ( a, δ) = { x | x - a | < δ, δ> 0}

 习题 1 1

1 .给出下列集合 :

( 1) 不小于 0 并不大于 1 的所有实数 ;

( 2) A = {1 , 3 , 5} 的全部子集 .

2 .求 - 10 , - a2 的绝对值 .

第二节  函   数

  一、函数概念

笛卡尔 ( RenéDescar tes)的“几何学”中引入了坐标与度量 ,开创了

解析几何 ,使过去对立着的两个研究对象“形”和“数”统一了起来 ,完成

了数学史上一项划时代的变革 .笛卡尔引入变量以后 ,随之而来的便是

函数概念 .虽然他没有使用变量和函数这两个词 ,但两者的关系如此的

密切 ,它们在历史上是同时出现的 .笛卡尔在指出 y 和 x 是变量时 ,注

意到了 y依赖于 x 而变化 .这正是函数思想的萌芽 .

客观事物是在不断地发展变化的 ,因此 ,对某个特定的现象进行观

察时 ,其中出现的各种量也在不断地变化 .例如 ,上海本地区的气温、区

域内噪声的分贝数 ,上海市的房地产指数等等都在不断地变化 ,这些变
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化的量都是变量 .

高等数学与初等数学的重要区别在于高等数学以变量为研究对

象 ,而初等数学的研究对象基本上是常量 .

我们经常碰到这样一些变量 ,它们总是随着另外一个变量的变化

而变化 .例如在超市购物时 ,我们的付款数目随所购买商品的数量增加

而不断增加 .这种依赖关系 ,通常称为函数关系 .

定义 1. 5  设 x和 y 为两个变量 , D是实数集 R的子集 .如果对任

何的 x∈ D, 按照一定的规则 f 有惟一确定的实数值与之对应 ,则称

规则 f 是定义在 D 上的函数 , 也称 f 为变量 x 的函数 , 记为 y =

f ( x) .此处 D称为函数 f 的定义域 ,称 x为自变量 , y为因变量 .

对于每一个 x∈ D , 按规则 f 所对应的惟一的 y 称为函数 f 在点

x处的函数值 .当 x 取遍 D 的每一个值时 ,对应的变量 y取值的全体

组成的数集称为该函数的值域 ,记为 R( f ) .

如果两个函数的定义域相同 ,并且对应规则也相同 ,则称此两个函

数相同 ,均表示为同一函数 .我们约定 : 无特别标明时 ,函数的定义域

就是使函数表达式有意义的自变量的一切实数所组成的实数集 .

例 1  求函数 y = x + 1
x - 2
的定义域 .

解 : 当分母 x - 2 ≠ 0 时 , 此函数才有意义 ,所以函数的定义域为

x≠ 2 的全体实数 ,即

D = { x | x≠ 2}

例 2  设 f ( x) =
1

1 - x
,求 f ( x2 ) , f [ f ( x) ] , f

1
f ( x )

.

解 : f ( x
2

) =
1

1 - x2 ,  D = { x | x≠ - 1 , 1 , x∈ R}

f [ f ( x) ] = f
1

1 - x
=

1

1 - 1
1 - x

= 1 -
1
x

,

D = { x | x≠ 0 , 1 , x∈ R}
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f
1

f ( x)
= f (1 - x) =

1
1 - ( 1 - x )

=
1
x

,

D = { x | x≠ 0 , 1 , x∈ R}

例 3  判断 f ( x) = 1 + x与 g ( x) =
1 - x

2

1 - x
是否为相同的函数 .

解 : 由于当 x≠ 1时 , f ( x ) = g( x) ,但当 x = 1时 f ( x ) 有定义而

g( x) 无定义 , 故 f ( x)与 g( x )的定义域不相同 ,两者不是同一个函数 .

  二、函数表示法

函数的表示法通常有三种 : 表格法、图示法和公式法 .

(1 ) 表格法 .表格法就是把自变量 x与因变量 y 的一些对应值用

表格列出 ,这样函数关系就用表格表示出来 .例如 ,大家熟悉的开方表、

三角函数表、对数表等都是用表格法表示函数的 .

表格法的优点是方便易用 ,可直接查到对应的函数值 ,缺点是数据

不全面 ,不能查出函数的任意值 .

(2 ) 图示法 .函数 y = f ( x) 的图形能直观地表达自变量 x与因变

量 y之间的关系 .图示法的主要优点是直观性强 ,函数的主要特征在图

上一目了然 .图示法的缺点是不便于作理论上的推导、分析与运算 .

(3 ) 公式法 .用数学公式表示自变量与因变量之间的对应关系 ,是

函数的公式法 .用公式法表达函数的优点是简明准确 ,便于理论分析 ,

缺点是不够直观 ,有些实际问题很难用公式法表示 .

函数的三种表示法各有优点和缺点 ,针对不同的问题可以采用不

同的表示法 .为了直观之便 ,本书常采用公式法表示函数的同时 ,辅之

以图示法 .

 习题 1 2

1. 判定下列函数是否相同 :

( 1) y = | x | 与 y = x2 ;      (2 ) y = x与 y =
x2

x
.

2 .求下列函数的定义域 :
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( 1) y = 1
x2 - x

; (2 ) y = ln( x2 - 4 ) .

第三节  函数的几种特性

  一、有界性

定义 1. 6  设函数 y = f ( x) 在区间 ( a, b)内有定义 ,如果存在一

个正数 M ,对于所有的 x∈ ( a, b) ,恒有 | f ( x ) |≤ M, 则称函数 f ( x )

在 ( a, b)内是有界的 ,如果不存在这样的正数 M,则称 f ( x )在 ( a, b)内

是无界的 .

例如 ,函数 y = sin
1
x
在 ( 0 , + ∞ ) 内有定义 ,对任意的一个 x∈

(0 , + ∞ ) ,均有 sin
1
x
≤ 1 ,所以函数 y = sin 1

x
在 (0 , + ∞ ) 内是有

界的 .函数 y = 1
x
在 (0 , 1) 和 [1 , + ∞ ) 内均有定义 ,但在 (0 , 1 ) 内是

无界的 ,在 [ 1 , + ∞ ) 内是有界的 .

  二、单调性

定义 1. 7  设函数 y = f ( x) 在区间 ( a, b)内有定义 ,如果对区间

( a, b)内任意两点 x1 , x2 ,当 x1 < x2 时 ,满足 f ( x1 ) < f ( x2 ) , 则称函

数在区间 ( a, b)内是单调增加的 ,相应区间 ( a, b)称为 f ( x )的单调增

加区间 ;当 x1 < x2 时 ,满足 f ( x1 ) > f ( x2 ) , 则称函数在区间 ( a, b)内

是单调减少的 ,相应区间 ( a, b)称为 f ( x )的单调减少区间 .

单调增加函数与单调减少函数统称为单调函数 .单调增加区间与

单调减少区间统称为单调区间 .

例 1  判断函数 y = x3 的单调性 .

解 : 由于 y = x
3
在 ( - ∞ , + ∞ ) 内有定义 , 对于任意 x1 , x2 ∈

( - ∞ , + ∞ ) , 且 x1 < x2 , 有

f ( x2 ) - f ( x1 ) = x
3

2 - x
3

1 = ( x2 - x1 ) ( x
2

1 + x1 x2 + x
2

2 )
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当 x1 , x2 异号时 ,有

x1 x2 ≤ 0 , x
2
1 + x1 x2 + x

2
2 = ( x1 + x2 )2 - x1 x2 > 0

故

f ( x2 ) - f ( x1 ) > 0

当 x1 , x2 同号时 ,有

x1 x2 ≥ 0 , x
2
1 + x1 x2 + x

2
2 > 0

故

f ( x2 ) - f ( x1 ) > 0 .

即对任意的 x1 , x2 ∈ ( - ∞ , + ∞ ) , 且 x1 < x2 均有 f ( x2 ) >

f ( x1 ) .换言之 , y = x3 在 ( - ∞ , + ∞ ) 上是单调增加函数 .

  三、奇偶性

定义 1. 8  设函数 y = f ( x) 的定义域为 ( - a, a)或 ( - ∞ , +∞ ) ,

如果对于任意一个 x∈ ( - a, a)或 ( - ∞ , +∞ ) ,满足 f ( - x) = f ( x) ,

则称 f ( x) 为偶函数 ;如果对于任意一个 x∈ ( - a, a) 或 ( - ∞ , +∞ ) ,

满足 f ( - x) = - f ( x ) , 则称为奇函数 .

图 1 1

例 1  判断函数 f ( x) = x
5

+ x
3
的奇偶性 .

解 : 函数 f ( x) = x5 + x3 的定义域为 ( - ∞ , + ∞ ) ,对于任意一个

x∈ ( - ∞ , + ∞ ) , 有

f ( - x ) = ( - x5 ) + ( - x3 )

= - x5 - x3

= - ( x5 + x3 )

= - f ( x )

所以 f ( x) = x5 + x3 为奇函数 ,见图 1 1 .

  例 2  判断函数 f ( x ) = 1 - x
2
的奇偶性 .
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