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说 明

    此丛书是以数学、计算数学、概率统计及有关专业的高

年级学生、研究生、青年教师及数学研究工作者为读者对象

的出版物 丛书特点是内容新颖、力图反映现代数学的新成

就，叙述精练，约相当于一学期周学时为3的研究生课程的

取材 我们编辑出版此丛书的主要目的是为了适应我们国家

培养研究生的需要，同时，又可作为数学及有关系科高年级

选修课程的参考书，为提高本科生的教学质量贡献一份力

量

    我们诚恳地希望 广大读者对于书目的选择，内容的取

材提出宝贵意见，作为我们今后出版或再版时的参考

《北京大学数学丛书》编委会

              一九八一年元月



内 容 简 介

    从20世纪以来，在测度及拓扑的基础上形成了现代位势理论 本书系统

而又精辟地讲述了位势论的基本原理和方法，总结了我国50年代以来现代

位势论研究的成果，包括作者相当数量的研究成果 全书共分五章，内容包

括 测度、积分、拓扑，位势及上调和函数，扫除法，容量、点集的肥瘦和细拓

扑，Dinchlet问题、扫除法的推广等 每节后配有适量习题供读者选用 附录

部分对现代位势论在若干方面的发展作了简明的介绍

    本书叙述严谨，深入浅出，富有启发性.庄意现代位势论与物理、微分方

程、概率论和函数论之间的联系，强调位势论的演变、发展和对各学科的影

响，勾画出现代位势论的研究概貌，以引起读者的兴趣和思考，把读者带进现

代位势论的研究领域

    本书可作为大学数学、应用数学、概率、物理等系高年级大学生和研究生

的教材或参考书，也可供从事位势理论研究及相关专业的科技工作者阅读。
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序

    张鸣铺教授(1926̂ 1986)是我国杰出的数学家 他秉性豪放，

才华横溢 早在求学时代，他师从陈建功先生和苏步青先生，同时

钻研分析学和几何学.在两位高师的熏陶下，他的数学功力的深厚

广博，在当时浙江大学数学系历届高材生中也是少有的.1952年

院系调整后，他一直在厦门大学任教，他的研究工作涉及数学的许

多分支 到50年代中期，他已在现代位势理论方面发表了一系列

引人注目的研究成果.可惜从1957年以来，在“左”的政治影响下

他遭受了不公正的待遇，他的研究工作不幸被逼中断 直到60年

代初期，他才能在数学岗位上发挥作用 他当即在厦门大学数学系

开设了位势理论专门化课程，深受年轻学子的推崇 其后在十年浩

劫中，他的业务工作全部被逼中断，70年代后期拨乱反正之后，他

才获得新生.从此他在开展研究工作的同时，致全力于研究生的培

养，多次为位势论方面的研究生开设各项有关课程，并悉心指导他

们的学位论文，到80年代中期已培养出一批现代位势论方面的新

秀.过去我国在位势论方面的研究极为薄弱，特别是现代位势论方

面的研究几乎是空白.张鸣铺教授志在振兴我国的现代数学，为使

我国在位势论方面的研究能迅速赶上国际的现代发展，他才从他

自己涉及面极为广博的研究工作中集中到现代位势论的研究，并

致力于新生力量的培养.他虽历经坎坷而其志弥坚，呕心沥血地为

培养这方面的人才而不遗余力，直到癌症夺去了他可贵的生命

    本书即以张鸣铺教授在60年代开设的位势论专门化课程的

讲义为基础，并以他在1979年亲自修订后作为厦门大学和福州大

                                                                                。1。



学数学系研究生教材的讲义为蓝本，又收集了一个附录所组成.这

个附录是他的学生根据张教授指导中所记录的笔记整理出来的

本书内容确实反映了张鸣铺教授为促使现代位势理论能在我国迅

速发展所花出的心血 他在本书中精辟而又深入浅出地讲解了现

代位势论的基本原理和方法，既能使读者便于掌握它们，又能使读

者掌握之后便于开展现代位势论的研究.而本书的附录对于位势

论的若干现代的发展又提供了简明的介绍 所以本书的出版既为

我国高校数学(或应用数学)专业以及其相邻专业的研究生教材和

本科高年级学生的选修课教材提供了优秀的新书，又能为促进我

国位势论的现代发展起到所能起的作用 而后者正是张鸣铺教授

生平的夙愿，在这个意义上来说，本书的出版又可以看成对作者的

一个永恒纪念

    位势理论有长久的发展历史，它的古典理论在19世纪中叶就

已形成，它同物理有密切的联系，其名称就表明了这一点 实际上，

它同复变函数、Laplace方程都是研究电磁场的基本数学工具.从

20世纪以来，在测度及拓扑的基础上形成了现代位势理论.它同

物理仍有密切联系，而且联系得更广泛了 尤其它同Brown运动

的深刻联系使位势论的基本概念得到了明确的概率论意义，于是

概率论方法引进到位势论的研究中来;反过来，位势论的工具也促

进了概率论的发展 二者的相互渗透是近代位势论的一个重要特

点 它仍然同微分方程的研究联系在一起，但现在牵涉到了一般的

二阶及高阶椭圆型方程、其他类型的方程如抛物型方程、

Schrodinge:方程、以至一般的非线性方程，因之有了非线性位势

论.同时，由于引入公理化思想还形成了极为重要的公理化位势

论 所以半个多世纪以来，位势理论有了巨大的发展，形成了一个

内容丰富、充满活力的数学分支.张鸣墉教授早在50年代就提倡

现代位势论的研究是具有远见卓识的

    ·2，
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    本书的出版首先要感谢张鸣铺教授的弟弟清华大学应用数学

系张鸣华教授自始至终的大力支持.高琪仁(厦门大学)、涂铣基

(福州大学)、吴炯析(漳州师范学院)诸位副教授在编写附录、进行
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第一章 测度、积分、拓扑

荟l. 1 测 度

    集合以及有关的基本概念假定读者已经熟悉 自然，我们谈的

远不止是欧氏空间或者它的子集

    我们考虑一个集合X及X的子集，X的元素也称为点.于是

X及它的子集都是点集.为了方便，X也称为空间.

    集合的交集、和集用通常的记号 集合A的余集记作C(A),

而A自C(B)也记作A\B 由单独一点P组成的集合记作{P}下

面也用{P,}表示点列{}',}<z=1,2,...)，即点列{1'i}P2,...}，但这

不会引起混淆

    假定中是X的一族子集，巾不空并且有下面的性质:

    (1)如果A,E},AZE}，那么A,\AzE};

    (2)如果A,E}<z=1,2,...)，那么UA:=A} VAz U... E}}
                                                                                            }_ }

就称中是由X的子集所组成的一个。环.

    假定必是由X的子集所组成的一个6环，每个AEI都对应

着一个实数f1 }A)或者士二，那么说这个对应关系产是在巾上定

义的一个集函数.如果对属于巾的任何可列个两两不相交的集合

A} }AZ,...，下列式子成立:

              f} } U A,)一}}}a,)， c} }. })

就说产是绝对可加的(或者完全可加的)

    注意:(1.1.1)式成立就表示等号右边的和式里不会同时出现

等于十二及等于一co的项，因为+00 - o0是没有意义的 关于士co

                                                                                      1



的四则运算，我们采用习惯的规定:

    当OGa毛十二的时候，
a·(+ 二)= (十 二)·a= (一 a)·(一 00 )= (一 二)·(一 a)

                        = a . W 二二:

a·(一 二 )二 (一 oo)·

·a二 + 00 ，

= (一 a)·(+ 二)= (十 二)·(一 a)

a . (义〕 :二二— 〔X〕

0·(+ oo)= (+ 二 )·0= 0.

    当一co<aG-{-oo的时候，

。a = 一 以，，

  (一 二 )= (一 00)。0= 0;

a+ 00 二 00 + a=+ 的 ，

a 一 以〕 = 一 以二一 a = 一 以〕;

    当。GaG+二的时候，
                +} /a=一00 /(一a)=+co，

                一} /a=+00(一a)=一二，

  a}}+二)=一a/(+二)=a/(一oo)=一a/(一二)=0.

    定义 假定必是由空间X的子集所组成的。环，产是定义在

中上的一个绝对可加集函数，并且至少存在一个AE。使}爪a>I

<+}，就说召是一个测度或者质量分布.对每一个AEI,川A>

叫做A的测度或者分布在A里的质量 每个AEI称作一个可测

集(相对于川.

    定理1 1. 1 假定必是由空间X的子集构成的一个。环，那

么空集必任少.如果再假定产是在巾上定义的测度，那么川必>=

0

    证明 假定AEI，那么由。环的定义知道A\A E }，因此曰

E}再假定产是一个测度，那么存在一个AEI，使川A)有限.所

以

            }(A)=}<A U曰)=}(A)+}<必)

由此得到}<必)=0 .
    下面我们举几个测度的例子 当然，测度是一个非常广泛的概

念，这几个例子并没有多大的代表性.在举例以前，先请大家注意:

    2



如果一个测度产在。环中上定义，那么产当然在中的任何一个子

。环上也有定义 空间X的所有子集(包括空集)全体当然构成一

个。环矛.矛是最大的由X的子集构成的6环，也就是由X的子

集构成的任何一个。环。C}所以，如果一个测度在蚤上定义，
那么自然就在任何一个中上都有定义了

    例1 假定X是一个不空的点集，在X中取定一点P对任

何ACX，令

sp ( A)二
当尸任A，

当P告A，
<1 1. 2)

那么。:是在。环矛上定义的一个测度 。，称为在尸点的一个单

位质点，或Dirac测度

    例2   X是一个点集 对任何ACX，令

                              o(A)二 0，

那么。是在。环毋上定义的测度，叫做零测度

    例3   X是一个点集 对任何ACX，令

          (+ 00
}c(A)= (

                              (0，

那么产是一个在矛上定义的测度

当A不是空集，

当A是空集，

    例4 大家熟悉的直线上的Lebesgue测度是在由全部

Lebesgue可测集构成的。环上定义的测度.
    下面还要说明测度的几个基本性质

    定理1 1. 2 假定产是一个测度，A及B是两个可测集，BC

A,}(A)及}(B)不都等于+加，也不都等于一。，那么

                  }c<A留 )=川A)一fc(B).

    证明 因为

                  }(A)二}(A协 )+}(B)，

移项就得到所要证明的等式.在定理的假设下，这样的移项是许可

的. I

    定理1 1. 3 假定f}是一个测度，存在一个可测集a，使

                                                                                      3



爪A)=+二，那么对任何可测集B,}(B)>一二

    证明 因为B是一个可测集，所以

                }<B)二}<B n A)+产<B}A)

如果}<})=一加，那么} cB (1 A)及}<B}A)中至少有一个是

一二 若}cB}A)=一二，那么由

                }<A)=}<A fl B)+}<A}})

得到矛盾，这是因为等号左边是+二，右边却有一项是一co.若

}}}\A)一一二，那么由
                }(A}JB)二1}(}\A)+}(A)

得到矛盾，因为等号右边有一项是+二，有一项是一二，所以AU

B必定不可测而这跟可测集全体构成。环的假设矛盾 所以，

川B)>一加 .

    定理1. 1. 4 假定f}是一个测度，{ A�,}是一列可测集 如果

AmCAm+, <m=1,2,...)，那么

}}日Am)一lim}<Am).

如果Am}Am+,<m=1,2,...)，而且}}(A, ) I <+}，那么

}}自Am)= 1m }(Am).

    证明 先证明定理前半部分.令S = U Am.如果有一个A�,

使}(A�,)=+二，那么由于对任何k>m ,

                ALL } Ak)=!-}(Ak}Am)+}}Am)，

必须u(A八Arn )>一二，而u}Ak)=十00.因此，lim川Am )=

+二 另一方面，由于

                  }}})二}}S丫Ym)+}(Am)，

必须}(S\A;)>一二，而}<S)=+二 所以所说的等式成立.

    同样，如果有一个A,�，使}(Am)=一00，那么等式显然也成

立



    再如果所有的A，都满足

            一二<}(Am)<+二 (m=1,2,""")，

那么由

    s=A, U AZ U···=A, U (A2功 ，)U <A3\AZ > U⋯

得到

    }(s>=}(A,)十}(A八A,)+/-}(As}Az)+⋯

        =}<A,)十/}}Az)一f}}Ai )+f}}As)一/-} }Az )+⋯

        =hm}(Am)

这就是所要求的等式 注意这里由于假定}(Am)有限，所以

              f}(A}+}}Am)=l-}(Am+})一}c<Am)

    其次证明定理的后半部分 由于}川A, ) } G+二，所有的Am

都必须满足}}<A,}) } G+二，否则的话，如果有一个A�(m}l)，使

}u(Am)}=+二，那么

        }}(A。一，)}= }u(A�,一1}Am)+!}(Am) }=+二，

因为}CA,}-}}Am)不能是跟}(Am)符号相反的无限大 继续推算下
去，最后得到}}(A,)}=+二，这是不可能的.

    既然所有的A，都满足}u(Am)} +二，那么由

、，一(自A �,)日}Al\A2) } (A2}A3)U⋯
得到

INCA,)一川自Am+}(A,)一f}(Az )+h}AZ)一h}A3)+⋯

一“(贝A�,+Lc(A,’一hmu<A,�).
因此得到所要证明的等式 .

    假定一个测度产在所有的可测集A里分布的质量不为负，那

么说产是一个正测度

    假定u}}/}z}...}}m是在同一个。环中上定义的测度，a},az,

⋯,a，是实数，而对每个f1 E },a,}, (A)，⋯，a,} /gym ( A)这m个数值
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中不会同时有+二及一co，那么可以构造一个新的测度} _

习a,},  }在任何一个AEI分布的质量是。(A)一习a,/c, (A)

这个产称为产，，⋯，产。的实系数线性组合 特别是两个测度1-}} , f-}z

的和f}i -f-f}:及差产，一产2(=产1+(一1)/-}z)就是在这样的线性组合

的定义下理解的

    我们要证明一个测度必定可以表示为两个正测度的差.为了

这个目的，先说明变差的概念

假定产是在。环巾上定义的一个测度

                f}+ (A)= sup }c(B)，
                                                巾〕BCA

                u-(A)=一 mf u(B)

对任何一个A任。，令

                <1. 1. 3)

(1 1 4)
}} BcA

f.( } ( A)及}_(A)分别称为f}在A里的正变差及负变差.所得到的

产+及,a-这两个集函数分别称为F}的正变差及负变差 由于空集

可测，并且是任何一个可测集A的子集，所以1-}+(A))},l}-(A)
,0因此，测度的正负变差都是非负的集函数

    引理1 假定f}是一个测度，那么f}+及户都是正测度.

    证明 显然,}+(必)=,u_(曰)=0<-F-}，所以只要证明}+

及}-都是绝对可加的就行了.

    任意取可列个两两不相交的可测集Am(m=1,2,""")令A=

U A,n

    如果存在一个Am，使/-}+<Am)=+二，那么当然}+<A)=

+二.因此

              。、(A)一艺。+(A,).

    如果每个/}+ (A, ) G-}-}，那么任意取定一个正数a以后，对

每个‘，存在一个可测集B,CA,，使

                    l}+(A,)<}(B,)+a/2'.

因此
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