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前   言

这是配合即将出版的《微分几何》(第三版 )的教学参考书。

《微分几何》自从 1987 年出版以来 ,被国内许多高等院校的数学专

业作为教材 ,我们深表感谢。但是由于国内的高等院校数学专业

的师资条件和学生质量很不平衡 ,而我们的教材又力求用近代的

观点来讲授微分几何的基础内容 ,所以这样一本与教材配套的教

学参考书对于部分教师和学生 ,使他们能更好地掌握教材的内容 ,

是必要的。

我们这本书的主题思想有两个 :一是学习指导 ,二是习题选

解。在“学习指导”部分 ,我们突出了《微分几何》教材中的重点和

难点以及解题所需要的基本概念和基本公式。不过 ,为了尽量避

免和教材重复 ,对于基本概念 ,我们只列出名词 ,具体内容读者可

以查阅原教材。读者使用这本辅导书时 , 必须紧密结合原教材 ,

“学习指导”只起加深对原教材的理解和复习巩固作用 ,同时为解

题做好准备。“习题选解”分成两部分 :一部分是习题 ,除了教材中

的习题以外 ,我们还选了一些其他教材中的习题 ,它们分散列于有

关章节的后面 ;另一部分是习题选解和解题指导 ,放在这本书的最

后。

这本书是我和首都师范大学数学系王汇淳副教授共同编写

的。他负责前两章 ,我负责后两章。我们希望使用这本书的高等

院校数学专业的同志对本书中的错误和不足之处 ,予以批评指正。

梅向明

2003 年 5月于首都师范大学
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第一部分  学习指导及习题

微分几何的发展 ,就其使用的数学方法而言可以分为三个阶

段 .第一阶段由牛顿 ( Newton)和莱布尼茨 ( Leibniz )创立微积分开

始 ,直至 18 世纪初 ,在此期间 ,欧拉 ( Euler)作出了巨大贡献 .到了

1827 年 ,高斯 (Gauss)在曲面论的研究方面有了重大突破———发

现曲面的高斯曲率的内蕴性 ,开始了微分几何发展的第二阶段 .这

一阶段基本形成了经典微分几何的内容和体系 ,使用的数学方法

是向量分析的方法 .1885 年 ,德国数学家黎曼 ( Riemann)把高斯的

内蕴几何思想进一步发展 ,并使用和发展了一套完整的张量分析

的算法 ,展开了黎曼几何的一般理论 .微分几何发展的第三个阶段

是以法国数学家嘉当 ( Cartan)发展外微分法和活动标架理论为标

志 ,数学大师嘉当精巧地把李群论与微分几何结合起来 ,外微分和

活动标架法就成为这一阶段研究问题的重要数学方法 .

《微分几何 (第三版 )》教材首先应用向量分析的方法介绍曲线

与曲面的理论 .篇首作为预备知识 ,先讲向量函数的概念和性质 ,

尔后用两章的篇幅介绍曲线和曲面的一般理论 .第三章介绍外微

分形式和活动标架法 ,第四章讲述了整体微分几何中的一些重要

定理 .本参考书将对教材中习题作出选解 ,并增补少量习题供读者

练习 .

·1·



第一章  曲  线  论

§1  向 量 函 数

1 .1  向量函数的极限

(1 ) 主要概念 :向量函数的定义 ,向量函数的极限 .

(2 ) 主要定理 :

命题 1  如果 r( t )和 s( t )是两个一元向量函数 ,λ( t )是一个

实函数 ,并且当 t→ t0 时 , 这些函数的值趋向于极限 r ( t )→ a,

s( t )→ b,λ( t )→ m ,则有

①   r( t )±s( t)→a± b;

②   λ( t ) r( t )→ ma;

③   r( t )·s( t )→a·b;

④   r( t )×s( t)→a× b .

1 .2  向量函数的连续性

(1 ) 主要概念 :向量函数的连续 .

(2 ) 主要定理 :

命题 2  如果 r ( t )和 s( t )是在 t0 点连续的向量函数 , 而

λ( t )是在 t0 点连续的实函数 , 则向量函数 r ( t ) ± s ( t ) ,

λ( t ) r( t ) , r( t )× r( t )和实函数 r( t )·s( t )也都在 t0 点连续 .

·2·
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1 .3  向量函数的微商及泰勒 (Taylor)展开式

(1 ) 主要概念 :向量函数的微商 , C
0
类函数 , C

k
类函数 , C

∞

类函数 , C
ω
类函数 .

(2 ) 主要性质 :

命题 3  设 r( t ) , s( t ) , u( t )分别是可微的向量函数 ,λ( t )是

可微的实函数 ,则λ( t ) r( t ) , r( t )± s( t ) , r( t )× s ( t ) , r ( t )·

s( t ) , ( r( t) , s( t ) , u( t ) )都是可微的 ,并且

(λr)′=λ′r +λr′,

( r±s)′= r′± s′,

( r×s)′= r′× s+ r×s′,

( r·s)′= r′·s+ r·s′,

( r, s, u)′= ( r′, s, u) + ( r , s′, u) + ( r, s, u′) .

命题 4  如果向量函数 r( t )在 [ t1 , t2 ]上是 C
k
类函数 ,则向

量函数所对应的三个实函数 x ( t ) , g ( t ) , z ( t )在 [ t1 , t2 ]上也是

C
k
类函数 .

定理  设向量函数 r( t)在 [ t0 , t0 +Δt ]上是 C
k + 1
类函数 ,则

有泰勒展开式

r( t0 +Δt) = �r( t0 ) +Δtr′( t0 ) +
1

2 !
(Δt)

2 r″( t0 ) +⋯ +

1
n !

(Δt)
n
r

( n)
( t0 ) +

1
( n+ 1) !

(Δt)
n + 1

[ r
( n + 1 )

( t0 ) +ε( t0 ,Δt)] ,

其中Δt→0 时 ,ε( t0 ,Δt )→0 .

当 r( t)∈ C
∞
时 ,可以展成泰勒级数 .即

r( t0 +Δt ) = �r( t0 ) +Δtr′( t0 ) +
1

2 !
(Δt )

2 r″( t0 ) +⋯ +

1
n !

(Δt )
n
r

( n )
( t0 ) +⋯ .

如果 r( t)∈ C
ω
类 ,则上述泰勒级数是收敛的 .
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1 .4  向量函数的积分

(1 ) 主要概念 :向量函数的积分 .

(2 ) 主要性质 :

命题 5  如果向量函数 r( t )是区间 [ a , b]上的连续函数 ,则

积分

∫
b

a
r( t ) d t

存在 ,且

① a < c < b时有

∫
b

a
r( t ) d t =∫

c

a
r( t ) d t +∫

b

c
r( t ) d t;

② m 是常数时有

∫
b

a
mr( t ) d t = m∫

b

a
r( t ) d t ;

③ m是常向量时有

∫
b

a
m· r( t) d t = m·∫

b

a
r( t) d t ;

∫
b

a
m× r( t ) d t = m×∫

b

a
r( t) d t ;

④
d

d x∫
x

a
r( t ) d t = r( x ) .

命题6  向量函数 r( t )具有固定长的充要条件是对 t 的每一

个值 , r′( t )都与 r( t )垂直 .

定义  对于函数 r ( t ) , 给 t 以增量Δt ,用Δφ表示由向量

r( t )和 r ( t +Δt ) 所组成的角 , 作比值
Δφ
Δt

, 当 Δt 趋于零时 ,

Δφ
Δt
的极限称为向量函数 r( t )对于它的变量 t 的旋转速度 .

命题7  单位向量函数 r( t )关于 t 的旋转速度等于其微商的

模 | r′( t ) | .
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习题  1 .1

1  求证常向量的微商等于零向量 .

2  证明

d
d t

r( t )
ρ( t )

=
r′( t)ρ( t ) - r( t )ρ′( t )
ρ

2
( t )

.

3  利用向量函数的泰勒公式证明 :如果向量函数在某一区间

内所有点处的微商都是零 ,则此向量函数在此区间内是常向量 .

4  证明 r( t )具有固定方向的充要条件是

r( t)× r′( t ) = 0 .

5  证明 r( t )平行于固定平面的充要条件是

( r( t ) , r′( t ) , r″( t ) ) = 0 .

6  求下列向量微分方程的解 :

(1 ) r′( t ) = 0;

(2 ) r′( t ) = a;

(3 ) r′( t ) = ta;

(4 ) r′( t ) = ar( t ) .

7  试举例说明对于向量函数 r = r( t ) , 一般不成立中值定

理 :

r( b) - r( a) = r′(ξ) ( b - a) , a <ξ< b .

§2  曲线的概念

(1 ) 主要概念 :曲线的定义、曲线的参数方程、曲线的向量参

数表示、光滑曲线、C
k
类曲线、曲线上的正常点、正则曲线、曲线的

切线和法面、曲线上的自然参数、曲线的弧长 .

(2 ) 主要公式 :

设曲线 ( C)的方程为 r = r( t ) ,其上一点 P 所对应的参数为
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t0 ,曲线 ( C)在 P点处的切向量为 r′( t ) .在 P点处的切线方程为 :

ρ - r( t0 ) =λr′( t0 ) ,

其中 ρ= { X , Y , Z}是切线上任一点的向径 ,λ是切线上点的参

数 .

切线方程的坐标表示为 :

X - x ( t0 )
x′( t0 )

=
Y - y( t0 )

y′( t0 )
=

Z - z ( t0 )
z′( t0 )

.

t0 点处的法面方程为 :

[ρ - r( t0 ) ]·r′( t0 ) = 0 .

用坐标表示为 :

[ X - x ( t0 ) ] x′( t0 ) + [ Y - y ( t0 )] y′( t0 ) + [ Z - z( t0 ) ] z′( t0 ) = 0 .

曲线从 r( a)到 r( t )的弧长为 :

σ( t ) =∫
t

a
| r′( t ) | d t  ( t > a) .

曲线的自然参数为 :

s =σ( t ) .

将

t =σ
- 1

( s)

代入曲线 ( C)的方程 r = r( t )得

r = r( s) ,

称为曲线的自然参数方程 .由于

| r′( s) | =
d r
d s

= 1 ,

所以曲线 ( C )的方程在引入自然参数后 , 切向量 r′( s)是单位向

量 .r′( s)特别记为�r( s) .

(3 ) 例题 :

求双曲螺线 r = { acosh t , asinh t , at}从 t = 0 起计算的弧

长 .

解  @r = { acosh t , asinh t , at} ,
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r′= { asinh t , acosh t , a} .

σ( t ) ?=∫
t

0
| r′( t ) | d t =∫

t

0
x′

2
+ y′

2
+ z′

2
d t

=∫
t

0
a

2
sinh

2
t + a

2
cosh

2
t + a

2
d t

= 2 asinh t .

习题  1 .2

1  证明圆柱螺线 r( t ) = {cos t , sin t , t}是正则曲线 ,并求它

上面的点 (1 , 0 , 0 )处的切线和法面 .

2  求三次挠曲线 r ( t ) = { at , bt
2

, ct
3

}在 t0 点的切线和法

面 .

3  证明 : r( t ) = {sin 3 tcos t , sin 3 tsin t , 0}是正则曲线 ,并求

曲线在 t =
π
3
处的切线方程 .

4  下列哪些是正则曲线 ,求每条曲线在θ=
π
4
处的切线方

程 .

(1 ) r1 (θ) = {cosθ, 1 - cosθ - sinθ, - sin θ} ;

(2 ) r2 (θ) = {2sin
2
θ, 2sin

2
θtanθ, 0} ;

(3 ) r3 (θ) = {cosθ, cos
2
θ, sin θ} .

5  证明圆柱螺线 r = { acos θ, asin θ, bθ} ( - ∞ <θ<∞ )的

切线与 z 轴作固定角 .

6  设 r(θ) = {e
θ

cosθ, e
θ

sinθ, 0} ,证明 r(θ)与曲线的切向量

成定角 (具有这种性质的曲线称为对数螺线 ) .

7  设 r( t )是一正则曲线 .假定有一点 A∈R
3

,使得对所有的

t , r( t ) - OA →正交于 r′( t ) .证明 r( t )在球面上 .

8  证明曲线 ( C ) : r = {2 t , 3 t
2

, t
3

}的切线与直线 y = z - x

= 0 交于定角 .

·7·



9  求曲线 ( C) : r( t ) = {e
t
cos t , e

t
sin t , e

t
}在 t = 0 点的切线

方程 .

10  求曲线 ( C) : F( x , y , z ) = 0 , G ( x , y , z ) = 0 的切线与法

面的方程 .

11  求曲线 ( C) : x
2

+ y
2

= 1 , y
2

+ z
2

= 1 的法面方程 .

12  求悬链线 ( C) : r = t , acosh
t
a

, 0 ( - ∞ < t < ∞ ) ,从 t

= 0 起计算的弧长 .

13  求抛物线 y = bx
2
对应于 - a≤ x≤ a 的一段弧长 .

14  求星形线 x = acos
3

t , y = asin
3

t 的 0≤ t≤
π
2
一段的弧

长 .

15  求旋轮线 x = a( t - sin t) , y = a( 1 - cos t )在 0≤ t≤2π

一段的弧长 .

16  求圆柱螺线 x = 3 acos t , y = 3 asin t , z = 4 at 从它与

xOy平面的交点到任意点 M ( t )的弧长 .

17  求曲线 x
3

= 3 a
2

y , 2 x z = a
2
在平面 y =

a
3

, y = 9 a 之间

的弧长 .

18  求双曲螺线 x = acosh t , y = asinh t , z = at 从 t = 0 到 t

= t之间的弧长 .

19  求曲线 x = 2 a( arcsin t + t 1 - t
2

) , y = 2 at
2

, z = 4 at ,

从 t = t1 到 t = t2 之间的弧长 .

20  求曳物线 r(φ) = { acos φ, aln ( secφ+ tan φ) - asin φ,

0} ( 0≤φ<
π
2

)从 φ= 0 算起的弧长 .并证明 :在它的每一条切线

上 ,从切点到 y 轴间的一段长总等于 a (参数φ是切线和 x 轴所成

的角 ) .

21  求封闭曲线 r = {cos
3

t , sin
3

t , cos 2 t}的全长 .

22  若曲线由 F( x , y , z ) = 0 , G ( x , y , z ) = 0 给出 ,试求这
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