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序   言

随机数学涉及 4 个主要部分 :概率论、随机过程、数理统计与

随机运筹 ,概率论是后 3 者的基础 .本书主要介绍初等概率论、统

计推断及几个典型随机过程的基本概念、理论、方法及应用 .随机

数学是研究随机现象统计规律性的一个数学分支 ,大约在 17 世纪

欧洲的数学家们就开始探索用古典概率来解决赌博提出的一些问

题 .后来 ,关于诸如人口统计 ,天文观测 ,产品检查和质量控制 ,以

及天气、水文与地震预报等社会问题和自然科学问题的研究 ,大大

促进了随机数学的发展 .在 17～19 世纪 ,经过伯努利 ( Bernoulli ) ,

拉普拉斯 ( Laplace) ,马尔可夫 ( Markov )等著名数学家的努力 ,随

机数学有了长足的发展 ,但它严格的数学基础却是在 20 世纪 30

年代由前苏联数学家柯尔莫哥洛夫 ( Kolmogorov)发表了名著《概

率论的基本概念》( 1933 年 )以后建立的 .在这本著作中 ,他用近代

测度论的思想 ,总结了前人的成果 ,提出了概率论的公理化体系 ,

从而为近代概率论奠定了严密的理论基础 .此后 ,随机数学的理论

研究与广泛应用获得了飞速的发展 ,至今它的基本理论与思想已

渗透到现代科学技术、经济、管理等各个领域 .例如 :

(1 ) 概率论与随机过程论的研究为统计物理学奠定了数学基

础 ,为布朗 ( Brown)运动、热噪声、物理现象、信息科学、现代金融

等提供了数学模型 .

(2 ) 泊松 ( Poisson)信号流、马尔可夫过程、时间序列、数理统

计在信息科学、生物医学、控制与预测等领域均有广泛的应用 .

(3 ) 随机运筹与数理统计已成功地应用于管理科学、通信、生
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产与销售、随机环境与竞争条件中的决策优化等方面 .

(4 ) 随机数学与其他数学分支有愈来愈明显的相互渗透 ,例

如随机分析在偏微分方程、复杂性计算、运筹优化中成为强有力的

前沿工具 .

(5 ) 在金融与经济领域中 , 随机微分方程与数理统计已在期

权定价、投资风险分析与优化等金融数学中扮演主角 .

总之 ,在现实中所遇到的系统与对象避免不了随机性与噪声

的干扰 ,所以研究的对象本身就需要随机模型 ,这样就必须掌握和

运用随机数学的理论与方法 .可以预期 ,在人类社会面对以信息科

学与生物科学为标志的新时代 ,以及知识更新愈来愈快、竞争环境

愈来愈激烈 (在某种意义下 )的未来 ,随机数学的理论与方法将会

更为迅速地发展与普及 ,随机数学的应用将愈来愈广泛地渗透到

人类活动的各个方面 .这样 ,我们就应该对高等学校的同学 (特别

是重点高等学校 )掌握随机数学基础提出更高的要求 .

基于上述考虑 ,本书注重以下诸点 :

(1 ) 着眼于引发兴趣 ,使读者领悟其思想、魅力与威力 .

(2 ) 揭示概念的来源及背景、模型的提炼与特性以及它们的

应用和发展的踪迹 .

(3 ) 对于随机事件的表示、转化与分解 (特别是用随机变量表

示的事件及分解 )等重要基本功予以足够的重视 .

(4 ) 突出全概率公式 (及其推广 )中所蕴含的基本思想与方

法 ,把它作为贯穿本书的主导线索之一 ,并加以阐明和应用 .

(5 ) 条件数学期望作为随机数学最基本的概念之一 , 本书力

求用初等的、便于直观确切理解的方法描述它的定义与重要性质 .

这是因为现代随机数学及其应用常常更关心的是随机变量之间的

各种关系 ,而条件数学期望是刻画不同随机变量之间各种关系的

最佳工具 .

(6 ) 着重用概率的观点与方法去讨论与领略若干最基本的 ,
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且至今仍有活力与潜力的随机过程的主要特征与风采 .

(7 ) 着力描述统计推断的直观依据、原理 ,品尝其独特的思维

韵味 .

(8 ) 选择几个最简单且至今仍具无穷魅力与威力的典型随机

过程 ,阐明其由来与背景 ,提炼主要特性及其应用与推广 .这些模

型既是初等概率论理论与方法的综合运用与发展 ,又是读者深入

复习、检验与巩固初等概率论的极好素材 .

请读者注意 ,对书中有些较抽象的概念 ,初学者可以先跳过这

些内容 (特别是目录中加“ * ”的部分 ) ,这样做不会影响掌握后面

的基本内容 .

本书是在第一作者编写的讲义《随机数学引论》的基础上修改

而成的本科生教材 ,亦可作为研究生、教师、工程技术与管理人员

的参考书 .本书的编写得到清华大学数学科学系同仁 ,自动化系及

计算机科学系的教师及学生的鼓励、帮助与支持 .李敬逸、康波大、

司良省、石春华、林映侠参与本书的打印、整理与校对 .作者在此对

他们表示衷心的感谢 !

限于作者水平 ,不妥与错误难免 ,敬请指正 .

编  者

2002 .8
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第 1章

随机事件与概率

1 .1  样本空间与随机事件

1  随机现象

  自然界中有许多现象在一定条件下必然会发生 .例如 :同性电

荷必然互相排斥 ;在标准大气压下 ,水加热到 100℃必然沸腾等 ,

这类现象称为确定性现象 .在一定条件下 ,必然出现的结果称必然

事件 ,必然事件的对立面是不可能事件 .

然而自然界中还存在大量的非确定性现象 .例如 ,观察某一商

店每天来的顾客数与销售商品的数额都不是确定的 ;正在放射α

粒子的放射性物质 ,每天在规定的同一时间内放射的粒子数 ,事先

无法确定 .这类现象的共同点是 :在基本条件保持不变的情况之

下 ,时而出现这样的结果 ,时而又出现那样的结果 ,而且事先无法

断言出现的究竟是哪一种结果 ,这类现象就称为随机现象 .

2  随机试验

直观地讲 ,观察 (或量测 )在一定条件下随机现象出现的结果 ,

即称做随机试验 (简称试验 ) .进行一次试验就是在特定条件实现

一次并观察其结果 .在一次试验中 ,某个结果是否出现具有一定的

偶然性 .比如说 ,我们掷一次骰子 ,就可以看成是一次试验 ,因为掷

骰子出现的点数是无法预先确定的 ,即试验的结果是偶然的、随机

的 .但许多实践早已证明 :当进行大量的重复试验时 ,其结果就会



出现某种固有的规律性 .

例如 ,在投掷一枚质地均匀的硬币时 ,只投掷一次时 ,投掷的

结果是正面还是反面是无法确定的 ,但当大量重复投掷硬币 ,就可

以看到出现正面的次数约占总试验次数的一半 .又如某人打靶射

击 ,若射击次数不多 ,靶上的弹着点似乎是随意分布的 ,但倘若进

行大量的重复射击时 ,弹着点的分布就逐渐呈现规律性 :大体上它

们关于靶中心对称 ,靠近靶心的弹着点密 ,偏离靶心越远弹着点越

稀少 ,且弹着点落在靶内任意指定区域的次数与射击次数 n之比

(频率 )大体上保持稳定 ,且 n越大 ,其频率稳定性就愈加明显 ,这

种在大量重复试验中随机现象所呈现的固有规律 ,通常称之为统

计规律 .

为了研究方便 ,有时也会把具有固定结果的试验 ,看成是随机

试验的极端情形 .有时 ,又需要把几次试验作为一个整体合起来看

成一次随机试验 ,例如 :可以把连续掷 3 次骰子看成是一次随机

试验 .

若试验具有下列共同特征 :

(1 ) 在相同的条件下 ,试验可重复进行 ;

(2 ) 试验的一切可能结果是预先可以明确的 ,但每次试验前

无法预先断言究竟会出现哪个结果 .

则称之为随机试验 ,简称试验 ,记作 E或 E1 , E2 等 .例如 :

E1 : 掷一枚硬币 ,观察正面或反面出现的情况 .

E2 : 记录某一个服务台在时间为 8: 00～9: 00 之间到来的顾

客数 .

E3 : 在有噪声干扰的条件下 ,测量线路某一终端电压 .

3  样本空间

对于随机试验 E,以ω表示它的一个可能出现的试验结果 ,称

ω为 E 的一个样本点 .样本点的全体称为样本空间 , 用 Ω表示 .

2  第 1 章 随机事件与概率
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即Ω= {ω} .

从集合论的观点看 ,样本空间Ω是由一切可能结果所构成的

集合 ,而每个样本点 ω是集合Ω中的元素 .对于上面的随机试

验有 :

E1 : 掷一枚硬币一次 ,观察出现正、反面的情况 ,则 E1 的样本

空间为Ω= {ω1 ,ω2 } ,其中ω1 表示出现的是正面 ,ω2 表示出现的是

反面 ,ω1与ω2分别为Ω的样本点 .

E2 : 服务台在时间为 8 : 00～ 9: 00 之间到来的顾客数 , 则

Ω= { n | n= 0 , 1 , 2 ,⋯ } .可见Ω包含可列无穷多个样本点 .

E3 : 在有噪声干扰下 ,测量某终端电压 ,则Ω= { x | x∈R } ,其

样本点有不可数无穷多个 .

注  在同样的试验条件下 ,由于试验的考察侧重点与目的不

同 ,可能选择不同的样本空间 ,这是初学者必须要注意的 .例如 :

E4 : 一枚硬币投掷两次观察出现正面的次数 (注意此时投掷

两次硬币才算完成一次实验 ) .Ω4 = {0 , 1 , 2 } , 其中 , 0 , 1 , 2 分别表

示出现正面的次数 ,共有 3 个样本点 .

E5 : 一枚硬币投掷两次观察出现正、反面的次序 , 则 Ω5 =

{ωω,ωω′,ω′ω,ω′ω′} (其中 :ω代表出现正面 ,ω′代表出现反面 ) ,包

含 4 个样本点 .

4  随机事件

通常 ,对于某个随机试验 ,在一次试验中可能出现也可能不出

现的事件 ,就称为随机事件 .用大写英文字母 A, B, C, A i等来表

示 .例如 :

在实验 E1中 , A1 = {ω1 }表示出现正面这一事件 , A2 = {ω2 }表

示出现反面这一事件 .A1 , A2都是事件 .

在 E2中 , A = { n | 0≤ n≤10 }表示在时间为 8 : 00～9: 00 之间

出现的顾客数不超过 10 人这一事件 .
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在 E5中 , A = {ωω,ω′ω}表示掷第二次出现的是正面这一事件 .

从集合论的观点看 :粗略地说 ,所谓随机事件就是样本空间Ω

中人们感兴趣的某些子集 .

对于事件 A�Ω,若Ω中的某一样本点ω(∈ A)在本次实验中

出现了 ,则称该次试验中事件 A 发生 ;若ω| A ,即ω在本次实验

中没有出现 ,则称该次试验中 A不发生 .

从随机事件的定义可以看出随机事件包含着两个极端情形 .

其一是在任何一次试验中必然出现的事件 ,称为必然事件 .由于样

本空间Ω在每次试验中必定出现 (无论哪一个ω出现 ,均有ω∈

Ω) ,故Ω是必然事件 .另一种是在固定的试验条件下不能发生的

事件 ,称为不可能事件 ,用空集�表示不可能事件 .

例 1 .1  将一个红球 a,一个白球 b,随机地放在编号分别为

Ⅰ ,Ⅱ ,Ⅲ的盒子中 ,观察两个球放置的所有可能结果 ,如下图用竖

线表示盒壁 ,全部结果表示如下 :

若用记号ωk ( 1≤ k≤9 )表示上面第 k个结果 (样本点 ) .记 :

A =至少有一个盒放入两球 , B = 第一盒有球 , C = 第二盒无球 ,

D =每盒恰有一球 , E = 至少有一盒是空的 ;则 A = {ω1 ,ω2 ,ω3 } ,

B = {ω1 ,ω4 ,ω5 ,ω7 ,ω8 } , C= {ω1 ,ω3 ,ω5 ,ω8 } , D =� , E =Ω .

例 1 .2  若将两个不可辨的球 (例如两个同样的红球 ) ,随机

地放在编号分别为Ⅰ ,Ⅱ ,Ⅲ的盒子中 ,观察其放置的可能结果 ,若

球用 a表示 ,则其样本点为 :
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若用ωk ( 1≤ k≤6)表示上面第 k个样本点 ,记 : A = 至少有一

盒有 2 球 , B =第一盒有球 , C =第二个盒是空的 ,则相应的事件可

以表示为 :

A = {ω1 ,ω2 ,ω3 } ,  B = {ω1 ,ω4 ,ω5 } ,  C= {ω1 ,ω3 ,ω5 } .

再如 : 上一例中球与盒都是不可区分的 ,则上例中ω1 ～ω3 3

个样本点不再区别 ,同样ω4 ～ω6 3 个样本点也不再区别 .于是上

例中的 6 个样本点 ,在本例中就分为两类 ,即“两个球放在同一盒

中”和“两个球放在不同盒中”,即本例应当有两个样本点 :ω= 两

球放在同一盒中 ,ω′=两球放在不同盒中 .

对于给定的一个随机试验 ,如何确切而恰当地建立与表示其

样本空间 ,是建模和解决问题的重要一环 ,这一点在讨论古典概型

时务请读者注意 .

5  事件的关系与运算

从集合论的观点看 ,事件既然是一些集合 ,就必然存在着事件

之间的关系 ,以及由若干事件来定义 (或表示 )的新事件———即事

件的一些运算及其规则 .在以下的叙述中 ,设 Ω是给定的样本空

间 , A, B, C, Ai , Bi ,⋯均表示为其中的事件 .

事件有如下关系 .

(1 ) 包含关系

若事件 A 发生必然导致事件 B 发生 ,则称事件 B 包含事件

A ,记作 A� B(或 B� A) .由于事件 A , B均是Ω的子集 ,因此从集

合论的观点看来 ,若 "ω∈ A有ω∈ B,则 A� B .

(2 ) 等价关系

如果 A� B且 B� A,则称 A 与 B 等价 ,或称 A 等于 B ,记作
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A = B .即 "ω∈ A ,必有ω∈ B,而且 "ω∈ B,必有ω∈ A . A = B 表

示 A 与 B 是同一事件 .在概率论中 ,对同一事件给出不同的等价

表示形式是一种重要的技巧 .

(3 ) 事件的交

定义 A∩ B 为事件 A , B同时发生 ,称 A∩ B为 A 与 B 的交 ,

简记作 A B .即 A∩ B = {ω|ω∈ A且ω∈ B} .

推广到 n个事件 :定义∩
n

k = 1
A k 为事件 A1 , A2 ,⋯ , An同时发生 ,

称∩
n

k = 1
A k 为事件 A1 , A2 ,⋯ , An的交 ,即

∩
n

k = 1
A k = {ω| ω∈ Ak , 1 ≤ k≤ n} .

记∩
∞

k = 1
A k 为事件 A1 ,⋯ , Ak , ⋯同时发生 ,称∩

∞

k = 1
Ak 为 A1 ,⋯ , Ak , ⋯

的可列交 ,即∩
∞

k = 1
Ak = {ω|ω∈ Ak , k≥1 } .

(4 ) 互不相容

A , B�Ω,如果 A, B 不可能同时出现 , 即 A B = � , 则称两事

件互不相容 (或称互斥、互不相交 ) .

(5 ) 事件的并

定义 A∪ B 为事件 A , B中至少有一事件发生 ,称 A∪ B 为 A

与 B 的并 .即 A∪ B = {ω|ω∈ A 或ω∈ B} .

推广到 n个事件 :记∪
n

k = 1
Ak 为事件 A k ( k = 1 ,⋯ , n)至少有一个

事件发生 ,则称∪
n

k = 1
Ak 为事件 A1 , A2 ,⋯ , An的并 ,因此

∪
n

k = 1
A k = {ω| ω∈ A1 ,或ω∈ A2 ,⋯ ,或ω∈ An } .

  同样 ,定义∪
∞

k = 1
Ak 为事件 A1 , A2 ,⋯ , An ,⋯ 至少有一个发生 ,

称∪
∞

k = 1
A k 为 A1 , A2 ,⋯ , An ,⋯的并 .

若 A, B互不相容时 , 记 A∪ B = A + B,称为 A与 B 的和 .若
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A1 , ⋯ , Ak ,⋯ 互不相容 ,则记

∪
n

k = 1
Ak

d ef

∑
n

k = 1

Ak , ∪
∞

k = 1
Ak

def

∑
∞

k = 1

Ak .

  (6 ) 对立事件

定义 A为 A 不发生的事件 ,称事件 A为事件 A 的逆 , 或称 A

为 A的对立事件 .即 A = {ω|ω∈Ω,但ω| A} .若记 B = A ,则

B = A�
A∪ B = Ω,

AB = � .

  (7 ) 事件的差

“事件 A发生 ,但事件 B不发生”也是一个事件 ,记为 A \ B,称

A \ B为事件 A 与 B 的差 .即 A \ B = {ω|ω∈ A 且ω| B} . 若 B�

A ,记 A\ B
def

A - B .

事件的运算规则如下 .

① 交换律 : A∪ B = B∪ A, AB = BA;

② 结合律 : A∪ ( B∪C) = ( A∪ B)∪C, A( BC) = ( AB) C;

③ 分配律 : A( B∪C) = A B∪ AC, ( A∪ B) C = ( A C)∪ ( BC) ,

A( B\ C) = ( AB) \ ( BC) ;

④ 德·摩根 ( De Morgan ) 定律 : A∪ B = A∩ B, A∩ B =

A∪ B .

以上公式可以推广到有限个事件及可列个事件 :

A ∪
∞

k = 1
Bk = ∪

∞

k = 1
( AB k ) ,  A ∪ ∩

∞

k = 1
Bk = ∩

∞

k = 1
( A∪ Bk ) ,

∪
∞

k = 1
Ak = ∩

∞

k = 1
Ak ,  ∩

∞

k = 1
Ak = ∪

∞

k = 1
Ak .

  我们只证明分配律和德·摩根定律 ,其余留给读者作为练习 .

分配律 : A( B∪C) = A B∪ AC

证明

 
 
ω∈ A( B∪C)�ω∈ A且ω∈ ( B∪C) ,

而ω∈ ( B∪C)�ω∈ B或ω∈C,
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从而得

ω∈ A( B∪ C)�ω∈ A 且ω∈ B或ω∈ C,

即ω∈ A B 或ω∈ AC�ω∈ A B∪ AC,故 A( B∪C) = A B∪ AC .

德·摩根定律 : A∪ B = A∩ B

证明  对于ω∈ A∪ B�ω| A∪ B�ω| A 且ω| B�ω∈ A,

且ω∈ B�ω∈ A∩ B,故 A∪ B = A∩ B .

6  事件序列

设 Ak�Ω( k = 1 , 2 ,⋯ ) ,称 { Ak , k≥1 }为事件序列 .若 " n =

1 , 2 ,⋯ , An� An + 1 ,则称之为单调增序列 ,定义 lim
n→∞

An

d ef
∪
∞

n = 1
An ,

称lim
n→∞

An为{ An , n≥1 }的极限 .若 " n = 1 , 2 ,⋯ , An� An + 1 ,则称之

为单调减序列 ,定义 lim
n→∞

An

d ef
∩
∞

n = 1
An , 称 lim

n→∞
An为 { An , n≥1 }的极

限 .单调增 (事件 )序列和单调减 (事件 )序列统称为单调事件序列 .

对于一般事件序列{ An , n≥1 } ,令 Bn = ∪
∞

k = n
A k , Cn = ∩

∞

k = n
A k ,显

然 Bn� Bn + 1 , Cn�Cn + 1 ,因此 { Bn , n≥1 }和{ Cn , n≥1}有极限 .

令lim
n→∞

An

def
lim

n
sup An = ∩

∞

k = 1
∪
∞

n = k
An 称之为 { An , n≥1 }的上极

限 ,它由属于无穷多个 An的样本点构成 .

令lim
n→∞

An

d ef
lim

n
inf An = ∪

∞

k = 1
∩
∞

n = k
An , 称之为 { An , n≥ 1 }的下极

限 ,它由自某个 m后属于所有 A n ( n≥m)的样本点构成 ,易证恒有

lim
n→∞

An� lim
n→∞

An .

当lim
n→∞

An = lim
n→∞

An时 ,称lim
n→∞

An = lim
n→∞

An为{ An , n≥1}的极限 .

例 1 .3  设事件 A , B�Ω,令 A2 n + 1 = A , A2 n = B ( n≥1 ) ,则

lim
n→∞

An = ∩
∞

k = 1
∪
∞

n = k
A n = A∪ B, lim

n→∞
An = ∪

∞

k = 1
∩
∞

n = k
A n = AB .

8  第 1 章 随机事件与概率

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


