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内  容  提  要

  本书是随机过程论的基础入门读物 .主要讲授随机过程论的基本理论和方法 ,包

括 :基本概念、鞅论、马氏链、Q-过程、Brown 运动、马氏过程、相互作用粒子系、渗流与

点过程的数学模型、扩散过程与随机分析、平稳过程与遍历理论等 .

  本书兼顾严格的数学论证与阐明理论的来源、背景及模型 ,反映了近年来的新成

果、观点与倾向 ,对一些基本的经典问题采用了新的处理方法 .

  本书可供高等院校高年级学生、研究生及一般科技工作者学习参考 .
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序   言

  近三十年来 ,随机过程论在理论与应用两方面都发展迅速 .学

习、了解这个学科不仅对于概率统计方面的工作者是必要的 ,而且

对数学的其它分支、自然科学、工程技术 ,乃至经济管理等方面的

学者及科技工作者都是重要而有益的 .这方面的有关教材无论中

文的或外文的都已不少 , 它们各有特色 .在这众多的教材出现之

后 ,笔者又以本书奉献给读者 ,希望在两个方面有其特点 .其一是 :

过去的教材大都属于两类之一 ,一类是严格的数学论述 ;另一类偏

重应用 ,但不求数学严格性 .本书力图能兼顾二者 ,一方面尽量阐

明理论的来源、背景及模型 ;另一方面 ,对基本的理论又给出严格

的数学定义、定理及论证 ,以期适应理论与应用两方面读者的需

要 .读者可以根据自己的情况各择所好 ,各取所需 .本书追求的另

一点是 :尽量使近年来随机过程发展的新成果、观点与倾向能在书

中有所反应 .对一些基本的经典问题 ,我们采用一些不同于传统的

新处理方法 .例如对马氏链转移阵的极限定理 ,我们采用“耦合”这

一近年来应用较广的方法证明 ;又例如对 Brown 运动的许多性

质 ,我们更多地利用了鞅方法去论证等等 .对一些在随机过程论中

近二十年来新发展的方向 ,如点过程、相互作用粒子系统、渗流等

问题 ,我们在第七章中作一点浅显的介绍 ,希望使读者对这些领域

中研究的模型、思想、问题与方向的概貌有所了解 .若它能引起一

些读者的兴趣 ,并吸引他们进而去学习那里指出的参考文献 ,则我

们将为达到了写作意图而欣慰 .遍历论是近十几年来发展很快 ,既

与随机过程紧密联系 ,又独立于后者的一个数学分支 .本书第九章

中讨论了遍历论的基本概念 ,并研究了熵与次可加遍历定理 .为了

使读者更好地理解遍历及遍历测度等基本问题 ,我们在第三章马

氏链的研究中加入了强遍历性 ,以使读者有一个具体的形象 .我们
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认为这些对于随机过程的研究也是重要和有益的 .

  本书希望对熟悉初等概率论与测度论的读者尽量做到自封 .

附录中列出了一些最常用的测度论的事实 .由于篇幅所限 ,我们略

去个别定理的证明 ,或只指出其证明概要 ,读者可参考书中指出的

有关文献 .

  本书是由笔者 1982 年以来在北京大学及 1988 年在清华大学

讲授“随机过程”课程的讲义改写而成的 .在此 ,我们要感谢北京大

学概率统计系、数学系及清华大学数学系 .由于他们的安排与鼓

励 ,使笔者有机会完成本书的写作 ,并在教学实践中予以反复使用

和修改 .我们也要感谢各次参加听课的学生 ,由于他们仔细阅读原

来的讲义 ,提出问题 ,使我们纠正了不少不妥之处 .

  我们特别要感谢郭懋正同志 ,他以异常的耐心 ,反复阅读了原

稿 ,提出了许多非常宝贵的修改意见 .邓迎春同志整理并抄写了原

稿 .在此我们对他们辛苦而细致的工作深表谢意 .

  由于笔者的水平所限 ,本书的错误、缺点、不妥之处在所难免 .

我们衷心欢迎读者批评指正 .

笔  者

1988 年 10 月于北大
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第二版序

  在本书第二版中 ,我们修改了第一版中出现的不少疏忽或遗

漏等失误之处 .再则 ,为了便于读者与其它书本的衔接 ,我们增加

了随机过程可分性的叙述 ,并增列了一些与本书有关的参考文献 ,

在本书的最后 ,我们增补了一个有关独立增量过程的附录 .在这个

附录中 ,我们列出了独立增量过程常用的一些事实以及稳定过程

的定义与例子 .
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第一章  引   论

§1  随机过程的概念与例子

  1 . 随机过程的概念

  考虑一个概率空间 (Ω, F , P) ,其中 Ω是一个集合 , F 是由 Ω

的某些子集所组成的一个σ-代数 , P 是在可测空间 (Ω, F)上定义

的一个概率测度 .设 T 是一个指标集 ,又设有一族 (Ω, F, P)上的

随机变量ξ= {ξ( t,· ) ; t∈ T} ,形式地 ,我们称ξ是一个参数取值

于 T 的随机过程 .通常 T代表时间 ,它可取为实数集 R,非负实数

集 R+ ,整数集 Z,或非负整数集 Z+ 等 .当 T 取为 R, R+ 或 [ a, b]

(区间 )时 ,称ξ为连续参数的随机过程 ;当 T 取为 Z或 Z+
时 ,称ξ

为离散参数的随机过程 ;当 T取为 Rn , Zn , ( R+ ) n 或 ( Z+ ) n ( n≥2)

时 ,就称ξ为随机场 .在本书中 ,我们主要是研究前两类情况 .一般

地 ,可以将随机过程的定义推广 , 也就是说ξ( t,ω)并不一定取实

值 ,也可以取复值、向量值 , 甚至可以取值于抽象的可测空间

(S,Σ) ,这里 S称为随机过程ξ的状态空间 .这样随机过程可以一

般地定义为 (Ω, F, P ) 上的一族 以 T 为 指标集的随 机元

ξ= {ξ( t ,· ) ; t∈ T} ,其中对固定的 t,ξ( t , · )是一个随机元 (即

ξ( t,· )是 (Ω, F)到某个可测空间 (S,Σ)的一个可测映射 ) .作为特

例 S = R,Σ= B1 (一元 Borel 集类 )与 S = C( C为复数集 ) ,Σ= BC

(复数的 Borel域 )分别是ξ( t,· )为实的随机变量与复的随机变

量的情况 .

  有时从另一个角度来看随机过程是很有益的 ,这就是把ξ当
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成 T×Ω到 S的映射 ,使得对固定的 t∈ T ,ξ( t,· )是 (Ω, F)到 ( S,

Σ)的可测变换 ;而固定ω∈Ω时 ,ξ(· ,ω)是一个 T上的函数 .若令

X是 T 上取值于 S的函数所组成的空间 ,ξ也是 (Ω, F)到 X 的映

射 ,在不同的条件下 , X可以是各种不同的函数空间 .在一定的意

义下 ,随机过程的基础理论可以说是函数空间上的测度论 .当然 ,

离开了概率思想和模型 ,忽视随机过程的物理、工程、经济等实际

背景 ,片面地把它当作测度论 ,随机过程的研究就会失去动力、方

向及直观启发的光华。

  2 . 例

  在实际问题中 ,往往一开始并不清楚有一个概率空间 (Ω, F,

P) ,而只是从直观上看到一族“随机地”变化的量 .这并非意味着

我们已经有了一族随机变量 ,或者随机过程 ,因为随机变量与随机

过程都必须在一个概率空间中来谈 .然而 ,通过分析 ,往往可以知

道上述那族“随机地”变化的量中任意有限个的联合分布 .当 T 是

有限集 ,这意味着已知这族“随机量”的联合分布 .这时 ,由标准的

处理方法 ,容易构造一个概率空间及其上的一族以 T 为参数集

(有限 )的随机变量 ,使得它们的联合分布正是前面说的那个由直

观得到的分布 .这样 ,我们就将直观上看到的那族“随机量”纳入严

格的数学模型 ,因而可以由此进一步作数学的演绎与论证 .但是 ,

一般我们真正有兴趣的 T是无限集 ,这时构造概率空间 (Ω, F, P)

就不那么简单了 .下面我们先来考察一些例子 ,以期使读者能对上

述将实际问题如何化为随机过程的模型的过程有所感受 ;然后 ,再

在理论上论证这种做法的可能性与合理性 .

  例 1( Bernoulli序列 )  某人从装有 M个红球和 N 个白球的

袋中 ,重复作放回抽取 .若将抽到红球记为 0 ,白球记为 1 ,那么每

次的抽取结果是随机的 .不难看出第 n1 , n2 ,⋯ , ns 次的结果依次

是 a1 , a2 ,⋯ , as ( ai = 0 或 1)的概率为

p
a
1

+ a
2

+⋯ + a
s q

s - ( a
1

+ a
2

+ ⋯+ a
s

)
, ( 1 .1)
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其中

p =
N

N + M
,  q = 1 - p .

  要把这个问题纳入上述框架 , 就是要由此定义一个概率空间

(Ω, F, P) , 及其上的随机变量序列ξ( 1 , · ) ,ξ( 2 , · ) , ⋯ ,

ξ( n,· ) ,⋯ ,使得对任意 s个整数 n1 , n2 ,⋯ , ns ,ξn
1

,ξn
2

,⋯ ,ξn
s
 的

联合分布如 (1 .1 )所规定 .为此 ,令

Ω= { ( a1 , a2 ,⋯ , an ,⋯ ) ; ai = 0 , 1 , i≥ 1} .

由下节的定理可知 : 存在唯一的一个概率测度 P, 使得对一切

s≥1 , ai = 0 或 1 的各种可能 ,下式成立 :

P( {ω= ω1 ,ω2 ,⋯ ,ωs ,⋯ ) ;ωi = ai , i = 1 , 2 ,⋯ , s} )

= p
a
1

+ a
2

+ ⋯+ a
s q

s- ( a
1

+ a
2

+⋯ + a
s
)

. ( 1 .2)

令 F是Ω的全体柱集生成的σ-代数 .于是 ,若在 (Ω, F , P)上定义

ξ( t,ω) = ωt ( t∈ Z+
) ,

则ξ= {ξ( t,· ) ; t∈Z+
}就是用来表达各次抽取结果的随机变量

族 .

  例 2(随机徘徊 )  在上例中 ,若有某人在一个直线格子点上 ,

从原点出发 ,按每次抽取的结果是白或红而决定向前或向后走一

步 ,我们则称此人在作随机徘徊 .若将此人在时刻 t所在的格点的

坐标记为 X ( t,· ) ,易知

X( t,ω) = ∑
t

n = 1

(2ξ( n,ω) - 1 ) ( t≥ 1) ,  X( 0 ,ω) = 0 ,

X = { X( t ,ω) ; t = 0 , 1 , 2 ,⋯}也是 (Ω, F, P)上的一个随机过程 .

  例 3( Poisson 过程 )  考虑盖克计数器接收随机的宇宙射线

粒子 ,记在时间区间 ( 0 , t]中所接收到的粒子总数为ξt ,可以看出

{ξt ; t∈[ 0 ,∞ ) } (ξ0≡0 , v t使 P (ξt≠0 ) > 0 )是一族随机地变化的

量 ,而且

3
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  1 ) 在不相交的任意有限个区间中所接收到的粒子数是相互

独立的 ;

  2) 在 ( t , t + h]中所接收的粒子数ξt + h -ξt 的分布应与 t 无

关 ;

  3) 在 ( t , t + h]中所接收的粒子数超过 1 的概率是 o( h) ( h→

0) ,而且有限时间只能接收有限个粒子 .

  下面 ,我们将由这三个基本假定出发来算出 pm ( t) C P(ξt =

m) .显然由 1 ) , 2)与 3) ,我们有 :

∑
∞

m = 0

pm ( t) = 1 ; ( 1 .3)

p0 (0 ) = 1 ,  pm (0 ) = 0 ( m≥ 1) ; ( 1 .4)

p0 ( t + h) = P(ξt+ h = 0) = P(ξt = 0 ,ξt+ h - ξt = 0)

= P(ξt = 0) P(ξt+ h - ξt = 0)

= p0 ( t) p0 ( h) ; ( 1 .5)

pm ( t + h) = pm ( t) p0 ( h) + pm - 1 ( t) p1 ( h) + o( h) . ( 1 .6)

由条件 1)～3) ,可以证明 (见习题 4 )

0 < λC lim
h↓ 0

1 - p0 ( h)
h

< + ∞ .

于是 ,由 ( 1 .5)与 (1 .6 )易得

d p0

d t
= - λp0 ( t) , ( 1 .7)

d pm

d t
= - λpm ( t) +λp m - 1 ( t) . ( 1 .8)

解带初始条件 (1 .4 )的微分方程 ( 1 .7)与 (1 .8 )可得

p0 ( t) = e
- λt

,  pm ( t) = (λt )
m

m !
e

-λt
( m≥ 1) ,

这里的λ称为 Poisson 过程的强度参数 . 从而由ξt
1

,ξt
2

-ξt
1

,⋯ ,

ξt
s

-ξt
s - 1
相互独立 (即条件 1 ) ) ,容易求出ξt

1
,ξt

2
,⋯ ,ξt

s
的联合分

布 .由这些联合分布进一步构造概率空间与随机变量的问题将在

§1 .2 中统一地解决 .
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  例 4( Brown 运动 )  一个粒子在直线上随机地运动 ,将其在

时刻 t的位置记为 B t .设

  1 ) 粒子在任意有限个互不相交的时间区间上的位移都相互

独立 .不失一般性 ,不妨设 B0 = 0;

  2) Bt + h - Bt 的分布与 t无关 ,具有零均值 ,而且

lim
h↓0

E | B t+ h - Bt | 3/ h = 0 ; ( 1 .9)

  3) 作为粒子的位置 Bt ,它应对 t连续 .

  从上面的假设 1)与 2 ) ,容易看出

E | Bt |
2
≤ E( | Bt |∨ 1)

2
≤ E( | Bt |∨ 1 )

3

≤ 1 + E | Bt | 3 < + ∞ .

然而 ,若记σ( t)≡ E | Bt | 2 ,利用 2)得到

|σ( t) - σ( s) |≤ E | ( Bt - Bs ) ( Bt + Bs ) |

  ≤ [ E | Bt - Bs | 2 ( 2 E | Bt | 2 + 2 E | Bs | 2 ) ]
1
2

  ≤ 2 [ ( E | Bt - Bs |
2 3

2 E | Bt - Bs |
2 1

2 )
1
2

   × ( E | Bt |
2

+ E | Bs |
2

) ]
1
2

  → 0 ( t - s→ 0) .

这就得到了σ( t)对 t的连续性 .此外 ,我们还有

σ( t + s) = E | Bt+ s | 2

= E | Bt+ s - Bt |
2

+ 2 E[ ( Bt+ s - Bt ) ( Bt - B0 ) ] + E | Bt |
2

= σ( s) +σ( t) .

这样 ,我们就有

σ( t) = at .

取适当的单位 ,可得 a = 1 ,这就有σ( t) = t .

  现在我们来考查 Bt + s - Bt 的分布 .令

φ( s,λ) = E( e
iλ( B

s
- B

0
)

) .

由 1) ,我们有

φ( t + s,λ) - φ( t ,λ) = E[ e
iλ( B

t
- B

0
)

(e
iλ( B

t+ s
- B

t
)

- 1) ]
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= E(e
iλB

t ) E(e
iλ( B

s
- B

0
)

- 1 )

= φ( t,λ) E( e
iλB

s - 1 ) .

由于

e
iv

= 1 + i v +
v

2

2
+ c( v) ,

其中

| c( v) |≤ 常数·| v |
3

,

我们可以看出

E(e
iλB

s - 1) = iλE Bs -
1
2
λ

2
EB

2
s + E( c(λB s ) )

= 0 -
1
2
λ2 s + E( c(λB s ) ) .

但由 (1 .9 )可以得到

E( c(λ( Bs ) )
s
→ 0 ,

从而

�φ
� t

( t,λ) = lim
s↓ 0

1
s

(φ( t + s,λ) - φ( t,λ) )

= - 1
2
λ2φ( t,λ) .

可见

φ( t ,λ) = φ( 0 ,λ)e
- λ

2 t
2 .

又由于

φ(0 ,λ) = E( e
iλ( B

0
- B

0
)
) = 1 ,

就有

φ( t,λ) = e
- λ

2
t

2 ,

即 Bt + s - Bs 的分布为 1

2πt
e

-
x2

2t .

  这样 ,我们便由 1 ) ,得到 Bt
1

,⋯ , Bt
n
的联合分布密度是
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1

∏
n

k = 1

( 2π( tk - tk - 1 ) )
1
2

exp - 1
2

x
2
1

t1
+

( x2 - x1 )
2

t2 - t1

  + ⋯ +
( xn - xn - 1 )2

tn - tn - 1
,

其中 t0 = 0 , 0 < t1 < t2 <⋯ < tn .

  Brown 运动是一个十分重要的连续时间与连续状态空间的

随机过程的例子 .很多重要的随机过程都可以看成是它在某种意

义下的泛函或推广 ,因而 ,在第四章中 ,我们将进一步研究它 .

  从上面各例 ,可以看到 ,要把实际问题纳入我们在本节一开始

提出的随机过程这一概率模型 ,首先就必须设法建立一个概率空

间 (Ω, F , P)及其上的一族随机元 ,使得这族随机元中的任何有限

个的联合分布都与我们在初步直观分析中所得到的那些相同 .一

般来说 ,Ω并不难得到 (例如取 Ω= ST ) ,主要难点在 P 的构造 .再

则 ,由于在实际问题中 ,像前面所举的那些例子一样 ,一般我们只

能知道一些有限维分布 , 为了保证 P 由这些有限维分布唯一决

定 ,我们常取 Ω中有限维柱集所张成的最小σ-代数 (记为σ(柱

集 ) )作为 F .

§2  Kolmogorov 定理与可分性

  1 . Kolmogorov定理

  本节的定理从理论上证明了上段所希望找到的概率测度 P

的存在性 .

  设有 (Ω, F , P)上取值于状态空间 ( S,Σ)的随机过程ξ=

{ξ( t ,· ) ; t∈ T} .对任意的正整数 n 及 t1 , t2 , ⋯ , tn ∈ T, 随机元

(ξ( t1 ,· ) ,⋯ ,ξ( tn ,· ) )的概率分布 (或者说ξ( t1 ,· ) ,ξ( t2 ,· ) ,

⋯ ,ξ( tn ,· )的联合分布 )就是 (Sn
,Σ

n
)上的概率测度 pt

1
, ⋯ , t

n
(· ) :
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pt
1

,⋯ , t
n

( B) C P( {ω∶ (ξ( t1 ,ω) ,⋯ ,ξ( tn ,ω) ) ∈ B} ) ,

其中 B∈Σ
n

.我们称 pt
1

, ⋯ , t
n

(· )为ξ在“时刻”t1 , t2 ,⋯ , tn 的边缘

测度 .显然 ,边缘测度族{ pt
1

,⋯ , t
n

(· ) ; n≥1 , t1 ,⋯ , tn∈ T 且互不相

同}具有以下性质 :

  K .1) pt
1

,⋯ , t
n

, ⋯ , t
n + m

( B×Sm ) = pt
1

, ⋯ , t
n

( B) ,其中 B∈Σn ;

  K .2) 设有{1 , 2 ,⋯ , n}的一个排列 { i1 , i2 ,⋯ , in } ,令ρ为如下

集合变换 :

ρB C { ( xi
1

, x i
2

,⋯ , xi
n

) ; ( x1 ,⋯ , xn ) ∈ B} ,

则 pt
1

, ⋯ , t
n

( B) = pt
i
1

,⋯ , t
i
n

(ρB ) ) .

  我们称条件 1)与 2 )为 Kolmogorov相容性条件 .我们现在要

讨论问题的反面 :给定了满足 K .1 )与 K .2 )的一族分布 ,是否一

定可以找到概率测度 P使 K .1 )与 K .2 )在 P下满足呢 ? 下面的

定理对此问题作了肯定的回答 .

  设 S是一个完备可分度量空间 ,Σ是由 S的开子集所生成的

最小σ-代数 ( ( S,Σ)也称 Polish空间 ) ,Σ
n
是 Sn
的开集所生成的σ-

代数 .

  我们称下面这样的集合为柱集 :

Ct
1

,⋯ , t
n

( B) C {ω= (ωt ; t∈ T ) ∈ ST
; (ωt

1
,⋯ ,ωt

n
) ∈ B} ,

其中 B∈Σn ,而 t1 ,⋯ , tn∈ T且彼此不同 .令

C = { Ct
1

,⋯ , t
n

( B) ; B∈Σ
n
, " t1 ,⋯ , tn ∈ T彼此不同 , n≥ 1} .

取 Ω = ST ,  F = σ(C) .

  下面的 Kolmogorov 定理给出了由有限维联合分布族构造

(Ω, F)上测度 P的方法 .

  定理 1 .1( Kolmogorov)  设 S是一个完备可分可测度量空间

即 Polish 空间 ,概率分布族

{ pt
1

,⋯ , t
n

(·) ; n≥ 1 , " t1 ,⋯ , tn ∈ T彼此不同}

满足 K .1)与 K .2 ) ,则存在 (Ω, F)上唯一的概率测度 P,使得

 P(ω= (ωt ; t∈ T ) ; (ωt
1

,⋯ ,ωt
n

) ∈ B) = pt
1

,⋯ , t
n

( B)  ( 1 .10 )

对一切 n≥1 ,彼此不同的 t1 ,⋯ , tn∈ T ,以及 B∈Σn 都成立 .
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