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前  言

本书是为清华大学理工科各专业硕士研究生学位课程《数值

分析》编写的教材。我们开设研究生《数值分析》课已经 20年, 先后

编写并使用过的教材有多种 [ 1～ 3, 5 ]。近六七年针对本科生已普遍学

过 32～48学时的《计算方法》的情况, 为使学生学到更多的数值计

算新内容, 我们使用《现代数值分析》[ 1]作为教材( 1995—1997) ,

1998年又使用了《数值分析基础》
[ 3]
作为教材。根据多年教学实践

及使用上述教材中发现的问题, 并考虑到新世纪对理工科研究生

数学教育的要求,我们在原有教材的基础上编写新的教材。考虑到

本科生已学过少量《计算方法》,新教材尽可能不重复这部分内容,

但其基本内容仍包括数值逼近与插值,数值积分, 线性方程组和非

线性方程组数值解法, 矩阵特征值计算及常微分方程刚性问题与

边值问题数值方法等。考虑到理工科研究生对科学计算的需要以

及近年计算机的硬件及软件环境,并兼顾到提高数学素质的目的,

本教材具有以下特点: ( 1) 内容更新, 起点更高。删除了以前教材

中较基本和陈旧的内容, 增加科学计算中的实用方法和一些新的

方法。( 2) 着重数值计算基本原理和各种方法的基本思想的阐述。

注意数学概念的准确性和严密性, 使学生的数学逻辑思维能力得

到训练,但又根据非数学专业的要求减少了定理的证明, 内容上还

减少了具体算法步骤的描述。( 3) 由于并行计算机硬件条件的改

善,掌握并行算法并将它付之实践成为可能, 本教材介绍了并行算

法的基本概念并将并行算法思想贯穿于有关章节, 但对具体并行

算法不多作描述,目的只是使读者需要时能加以使用, 并非基本要

求,但有了并行算法思想将对数值计算算法理解更为全面。( 4) 加
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强数值试验,掌握并应用数值计算方法是本课程的重要部分, 它必

须通过数值试验达到,为此本书各章都给出了适当的数值试验题,

供读者选做,并推荐 Matlab 软件作为基本计算工具。在附录中对

Mat lab 做了介绍, 附录中还简单介绍了其他数学软件工具, 目的

都是为了加强数值试验。

根据上述内容和特点,本书定名为《数值计算原理》, 它适合于

作为大学理工科各专业研究生“数值分析”学位课的教材, 它在深

度和广度上均超过现有《数值分析》教材的内容, 较适合于在本科

已学过少量《计算方法》,数学要求较高的高校选用。由于本书自成

系统,即使本科没有学过《计算方法》, 只要有微积分和线性代数基

础也不会有太大困难。本书内容较多,对于只有 64学时的课程, 任

课老师可根据学生情况和教学大纲要求适当删减某些内容。此外

本书也可供从事科学与工程计算的科技人员学习参考。

本书第 1, 2, 4, 6 章由李庆扬编写,第 3, 5两章由关治编写, 各

章的数值试验题及附录由白峰杉编写。

清华大学数学科学系领导对本书编写非常重视, 组织原计算

数学教研组教师对课程大纲进行了认真讨论, 并对本书取材提出

了宝贵意见,陆金甫教授仔细审阅了全书并提出了修改意见, 清华

大学出版社在时间紧迫的情况下为本书出版给予大力支持, 在此

我们表示衷心感谢。我们希望使用本书的老师、同学及广大读者对

本书提出批评指正。

编 者
2000年 3月于清华园
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第 1 章 数值计算原理与计算精确度

1 数值计算的一般原理

1-1 数学问题与数值计算

  数学与科学技术一向有着密切的关系并互相影响, 科学技术

各领域的问题通过建立数学模型与数学产生了紧密的联系, 数学

又以各种形式应用于科学与工程. 近几十年由于计算机的飞速发

展, 求解各种数学问题的数值计算方法也愈来愈多地应用于各领

域,除科学与工程计算外, 还包括医学,经济管理和社会科学等.

实际应用中所导出的数学模型其完备形式往往不能方便地

求出精确解,于是人们就局限于讨论问题的简化模型, 例如将复杂

的非线性模型忽略一些因素,简化为线性模型, 但这样做往往不能

满足精度要求, 因此目前更多的是用数值计算方法来直接求解较

少简化的模型, 而计算量大小往往依赖所用的数值方法及所需精

度. 高速大型和并行计算机的发展为利用数值计算方法进行科学

与工程计算 (简称科学计算)提供了条件, 为适应这种需要数值计

算方法的研究发展也很快,一批适合计算机求解并节省计算量的

数值计算方法随之产生, 并被广泛使用, 成为科学计算的主要方

法. 数值计算是指面向数学问题适合于计算机使用的数值方法,

是计算数学重要部分,也是计算科学的公共基础和最通用的数值

方法.

本书作为研究生教材, 考虑到学生已学过最基本的“计算方

法”,原则上不再详细介绍基本的和目前较少使用的算法, 而着重
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介绍一些现代科学计算中较常用的算法和数值计算的一般原理.

本书仍然只涉及微积分, 常微分方程和高等代数等基础数学的数

值计算问题,但其内容深度和广度均超过目前理工科研究生“数值

分析”课的要求.

1-2 数值问题与算法

数值问题是指输入数据(即问题中的自变量与原始数据)与输

出数据(结果)之间函数关系的一个确定而无歧义的描述. 输入输

出数据可用有限维向量表示.根据这种定义,“数学问题”不一定是

“数值问题”, 但它往往可用“数值问题”逼近.例如,解常微分方程

dy
dx

= x
2 + y

2 , y ( 0) = 0, 它不是数值问题,因为输出不是数据而是连

续函数 y = y ( x ) ,但只要规定输出数据是 y ( x )在 x = h, 2h, ⋯, nh

处的近似值,这就是一个数值问题, 它可用欧拉 ( Euler )折线法或

其他数值方法求解,这些数值方法就是算法.

计算的基本单位称为算法元, 它由算子、输入元和输出元组

成,算子可以是简单操作, 如算术运算+ 、- 、× 、/ ,逻辑运算, 也可

以是宏操作如向量运算、数组传输、函数求值等. 输入元和输出元

分别可视为若干变量或向量.由一个或多个算法元组成一个进程,

它是算法元的有限序列. 一个数值问题的算法是指按规定顺序执

行一个或多个完整的进程.通过它们将输入元变换成一个输出元.

面向计算机的算法可分为串行算法与并行算法两类.只有一个进

程的算法适用于串行计算机,称为串行算法;两个以上进程的算法

适合于并行计算机,称为并行算法. 对于一个给定的数值问题可以

有许多不同的算法,它们都能给出近似答案, 但所需计算量和得到

精度可能相差很大.一个面向计算机, 计算复杂性好, 又有可靠理

论分析的算法就是一个好算法. 所谓计算复杂性包含时间复杂性
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和空间复杂性两方面,在同一精度下, 计算时间少的为时间复杂性

好,而占用内存空间少的为空间复杂性好.

例 1. 1 计算多项式

p ( x ) = a 0x n + ⋯ + an - 1 x + a n

的值.

这是一个数值问题, 输入数据为 a0 , ⋯, a n 及 x , 输出数据为

p ( x ) ,若直接由 x 算出 x
2
, ⋯, x

n
再乘相应的系数 a n- 1 , an - 2 , ⋯, a 0

并相加, 则要做 2n- 1次乘法和 n 次加法, 占用 2n+ 1 个存储单

元.若将 p ( x )改写为

p ( x ) = (⋯( a0 x + a 1 ) x + ⋯ + a n- 1 ) x + a n

用递推公式表示为

b0 = a 0 , bi = ai + bi- 1 x , i= 1, 2, ⋯, n, bn = p n ( x )

它只用 n 次乘法和 n 次加法, 并占用 n+ 2 个存储单元, 故这是一

个好的串行算法, 它称为秦九韶方法, 也称霍纳 ( Horner) 算法

(秦九韶于 1247 年提出此算法, 比霍纳于 1819 年提出的算法早

500多年) .

对于大型计算问题,不同算法计算复杂性差别就更大. 例如解

线性方程组, 当 n= 20 时, 用克莱姆( Cramer )法则, 其运算次数

(乘除法)需 9. 7× 10
2 0

, 用每秒运算 1 亿次的计算机也要算 30 多

万年.而用高斯( Gauss)消去法只需乘除运算 3060次,并且 n 愈大

相差就愈大.这个例子既表明算法研究的重要性, 又说明只提高计

算机速度而不改进和选用好的算法也是不行的. 人类的计算能力

是计算工具的性能与计算方法效率的总和,因此, 计算能力的提高

有赖于双方的提高.例如, 1955至 1975 年的 20 年间, 计算机速度

提高数千倍, 而同一时间解决一定规模的椭圆型偏微分方程计算

方法效率提高约 100 万倍, 这说明研究和选择好的算法对提高计

算速度,在某种意义上说比提高计算机速度更重要, 因为算法研究

所需代价要小得多.当然, 选择好算法的前提是保证计算结果的可
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靠性,这就要求有可靠的理论分析, 使计算结果满足精度要求.

1-3 数值计算的共同思想和方法

在基本的“计算方法”中已经知道了一些常用的数值算法, 它

们可概括为以下几种共同的思想与方法.

1-3-1 迭代法

迭代法即逐次逼近法, 它指按同一公式重复计算的一个数值

过程.例如在方程求根中, 求方程

x = G( x ) ( 1. 1)

的根,假定 G( x )在有根区间[ a , b]上连续、可微, 可构造迭代法

x k+ 1 = G( x k ) ,  k = 0, 1, ⋯ ( 1. 2)

从某个初始近似 x 0∈[ a , b]出发, 由( 1. 2)可算得 x1 , x 2 , ⋯, 计算

一次 G( x k )称为一次迭代. 若序列{xk }收敛于一个极限 x
*

, 则由

( 1. 2)有

x
*

= lim
k→∞

x k+ 1 = lim
k→∞

G( x k) = G( x
*

)

故 x
* 是方程( 1. 1)的一个根.同一方程可构造出不同的迭代法, 它

们有的收敛快有的收敛慢,有的不收敛, 这与 G( x )在根 x
* 附近导

数 G′( x )的变化有关. 若在根 x
* 附近©¦G′( x ) ©¦< 1, 则序列{x k }收

敛, 且©¦G′( x
*

) ©¦越小收敛越快, 在精度要求内迭代次数愈少则收

敛越快.

例 1. 2 用下列三种迭代法求方程 x
2 - 3= 0 的根 x

* = 3 ,

各计算 3 步,考察它们是否收敛和收敛快慢.

( 1) x k+ 1 =
3
x k

, k= 0, 1,⋯

( 2) x k+ 1 = x k -
1
4

( x
2
k - 3) , k= 0, 1, ⋯

( 3) x k+ 1 =
1
2

x k +
3
x k

, k= 0, 1,⋯

解 取 x 0 = 2,分别计算 3步, 结果见表 1-1.
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表 1-1 分类迭代表

xk 方法( 1 ,) 方法( 2 �) 方法( 3 �)

x 0 �2 �2 �2 �

x 1 �1 �. 5 1 r. 75 1 Z. 75

x 2 �2 �1 -. 73475 1 �. 73214

x 3 �1 �. 5 1 -. 73236 1 �. 732051

此题精确解 x
* = 3 = 1. 7320508⋯, 可见迭代法 ( 1) 不收敛,

( 2)、( 3)收敛, 而 ( 3)收敛最快. 实际上迭代法 ( 1)的 G ( x ) =
3
x

,

G′( x ) = -
3
x

2 , G′( x
*

) = - 1;在迭代法 ( 2)中, G( x ) = x -
1
4

( x
2
-

3) , G′( x ) = 1 -
1
2 x , G′( x

* ) = 1 -
1
2

3 ≈0. 134 < 1;在迭代法

( 3)中, G( x ) =
1
2

x +
3
x

, G′( x ) =
1
2

1-
3

x 2 , G′( x
*

) = 0.

对线性方程组

Ax = b ( 1. 3)

其中 A∈R
n× n , b∈R

n 已知. 用迭代法求解 x = ( x 1 , ⋯, xn )
T , 若 A

= M- N , M 非奇异,也可构造迭代法

x ( k+ 1 ) = Bx ( k) + f , k = 0, 1, ⋯ ( 1. 4)

其中 B= M
- 1

N∈R
n× n称为迭代矩阵, f = M

- 1
b. 若 B 的范数‖B‖

< 1, 则对" x
( 0)
∈R
n
, 可由( 1. 4)逐次求得 x

( 1 )
, x

( 2 )
,⋯, 且lim

k→∞
x

( k )
=

x
* , x
* 即为方程( 1. 3)的解.

无论在实用上或理论上,处理线性或非线性问题, 迭代法都是

最重要的手段之一,但无论哪种问题都必须找到合适的方法把方

程转化成类似于方程( 1. 1)的形式, 并选取某个合适的初始近似.

为了减少迭代次数,通常必须在多种方案中选取收敛较快的方法,

因而同一问题可产生各种不同的迭代法.
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1-3-2 以直代曲

另一个经常出现的思路是将非线性问题线性化, 也就是在一

个局部范围中用直线近似代替曲线,更进一步是用多项式逼近复

杂函数. 仍以方程 f ( x ) = 0 的求根为例,在几何上 y = f ( x )是一

曲线, 它与 x 轴交点的横坐标即为方程的根, 假如已给出一个近

似根 x k ,我们用曲线在点( xk , f ( x k) )上的切线逼近该曲线, 令 x k+ 1

是该切线与 x 轴交点的横坐标,在正常情况下 xk+ 1对根的近似比

x k 好 (如图 1-1) . 上述以直代曲相当于用 f ( x )在 x = x k 处泰勒

( T aylor )级数中一次项近似 f ( x ) , 然后求线性方程的根,即

f ( x ) ≈ f ( xk ) + f ′( x k ) ( x - x k) = 0

图 1-1 以直代曲

将它的解记作 x k+ 1 ,重复这一过程则产生序列

x k+ 1 = xk -
f ( xk )
f ′( x k )

,  k = 0, 1,⋯ ( 1. 5)

称为牛顿( Newton )法, 它是局部线性化与迭代法结合产生的, 是

一个具有 2 阶收敛的迭代法.

另一个用直线逼近 y = f ( x )的方法是在曲线上任取两点, 然
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