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前   言

本书为高等工科院校通讯电子类本科学生学习数学物理方法

这门课程而编写。参考高等工科院校工程数学教学大纲并结合编

者在北京邮电大学讲授这门课程的经验和体会而完成。与同类教

材相比 ,这本教材的特点是 :

(1) 根据通讯电子类专业的特点 ,在确保基本概念准确和理

论体系完整的前提下 ,加强实际背景的阐述 ,突出数学物理方法作

为数学应用于物理与工程科学的桥梁作用 ,以培养学生综合应用

数学知识解决实际问题的能力。

(2) 在讲法上 ,先从有实际背景的问题导出基本方程和定解

条件 ,然后按照数学物理方程的各种解法逐步展开 ,以分离变量法

为主 ,讨论了三类基本方程在直角坐标系、极坐标系、柱坐标系和

球坐标系下的分离变量法的一般步骤及其边界条件的处理。“特

殊函数”部分 ,将特殊函数方程的解法与特殊函数方程从求解数学

物理定解问题中的引出分开来讲 ,突出层次 ,这样不但使学生易于

接受 ,也便于学生再进一步学习本书以外的其他特殊函数。因为

无论是数学物理方程还是特殊函数 ,内容都是非常丰富的 ,作为一

本工科院校的工程数学教材 ,不可能将如此丰富的所有知识都吸

收进来。但我们尽量使本书起到引论的作用 ,为学生打开一扇门。

像在实际应用中很重要的格林函数法一章也是分层次处理 ,讲清

问题的基本概念 ,为深入学习与研究打下基础。

(3) 为了适应现代物理中大量求解非线性偏微分方程的需

要 ,在第 8 章中对非线性偏微分方程和积分方程作了初步介绍 ,体

现了教材的现代化精神。
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第 1 章  数学物理定解问题

———典型方程和定解条件的导出

  在这一章中将介绍数学物理方程的基本概念、典型方程的推

导、定解条件的给出、定解问题的提法以及二阶线性偏微分方程的

分类与化简 .

所谓数学物理方程 ,是指物理学和工程科学与技术中导出的 ,

反映物理量之间关系的偏微分方程和积分方程 .本章主要介绍一

些典型的二阶偏微分方程 : 波动方程、热传导方程、拉普拉斯方

程、泊松方程和亥姆霍兹 ( Helmholtz)方程 .下面以实例说明 .

1 .1  典型方程的推导

1 .1 .1  波动方程

1 . 均匀弦的微小横振动

设有一根均匀柔软的细弦 ,平衡时沿直线拉紧 ,而且除受不随

时间而变的张力作用及弦本身的重力外 ,不受外力影响 .下面研究

弦作微小横向振动的规律 .所谓“横向”是指全部运动出现在一个

平面上 ,而且弦上的点沿垂直于 x轴的方向运动 (图 1 .1 .1 ) .所谓

“微小”是指振动的幅度及弦在任意位置处切线的倾角都很小 ,以

致它们的高于一次方的项都可略而不计 .

设弦上具有横坐标为 x 的点 ,在时刻 t 时的位置为 M ,位移

NM 记作 u , 显然 , 在振动过程中位移 u 是变量 x 与 t 的函数
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图 1 .1 .1

u( x , t) .现在来建立位移 u 满足的方程 .把弦上点的运动先看作

小弧段的运动 ,然后再考虑小弧段趋于零的极限情况 .在弦上任取

一弧段MM′,其长为 d s ,设ρ是弦的线密度 ,弧段 MM′两端所受的

张力记作 T , T′.由于假定弦是柔软的 ,所以在任一点处张力的方

向总是沿着弦在该点的切线方向 .现在考虑弧段MM′在 t 时刻的

受力情况 .用牛顿运动定律 ,作用于弧段上任一方向上的力的总和

等于这段弧的质量乘以该方向上的加速度 .

在 x轴方向弧段MM′受力的总和为 - Tcosα+ T′cosα′,由于

弦只作横向振动 ,所以

T′cosα′- Tcosα = 0 . (1 .1 .1)

按照上述弦振动微小的假设 ,可知在振动过程中弦上 M点与 M′

点处切线的倾角都很小 ,即α≈0 ,α′≈0 ,从而由

cosα = 1 -
α

2

2 !
+
α

4

4 !
- ⋯

可知 ,当我们略去α与α′的所有高于一次方的各项时 ,就有

cosα≈ 1 ,  cosα′≈ 1 ,

代入 (1 .1 .1)式 ,便可近似得到
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T = T′.

在 u方向弧段MM′受力的总和为 - Tsinα+ T′sinα′- ρgd s ,其中

-ρgd s是弧段MM′的重力 .又因当α≈0 ,α′≈0 时

sinα =
tanα

1 + tan
2
α
≈ tanα =

�u( x , t)
�x

,

sinα′≈ tanα′=
�u( x + d x , t)
�x

,

d s = 1 +
�u( x , t )
�x

2

d x≈ d x ,

且小弧段在时刻 t沿 u 方向运动的加速度近似为
�

2
u( x , t)
�t2

,小弧

段的质量为ρd s ,所以

- Tsinα+ T′sinα′- ρgd s≈ρd s
�

2
u( x , t)
�t

2

或

T
�u( x + d x , t )
�x

-
�u( x , t )
�x

- ρgd x≈ρ
�

2
u( x , t)
�t2 d x ,

(1 .1 .2)

上式左边方括号内的部分是由于 x 产生 d x 的变化而引起的

�u( x , t)
�x
的改变量 ,可用微分近似代替 ,即

�u( x + d x , t )
�x

-
�u( x , t )
�x
≈
�
�x
�u( x , t )
�x

d x =
�

2
u( x , t)
�x

2 d x

于是 T
�

2
u( x , t)
�x

2 - ρg d x≈ρ
�

2
u( x , t )
�t

2 d x

或
T
ρ
�

2
u ( x , t )
�x

2 ≈
�

2
u( x , t )
�t

2 + g .

一般说来 ,张力较大时弦振动速度变化很快 ,即
�

2
u
�t

2 要比 g 大得
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多 ,所以又可以把 g 略去 ,经过这样逐步略去一些次要的量 ,抓住

主要的量 ,在 u( x , t)关于 x , t 都是二次连续可微的前提下 ,最后

得出 u( x , t )应近似地满足方程

�
2

u
�t

2 = a
2�

2
u
�x

2 . (1 .1 .3)

这里的 a2 =
T
ρ

.(1 .1 .3 )式称为一维波动方程 .

如果在振动过程中 ,弦上另外还受到一个与弦的振动方向平

行的外力 ,且假定在时刻 t 弦上 x点处的外力密度为 F ( x , t ) ,显

然 ,在这时 ( 1 .1 .1)及 ( 1 .1 .2 )分别为

T′cosα′- Tcosα = 0 ,

Fd s - Tsinα+ T′sinα′- ρgd s≈
�

2
u
�t2

.

  利用上面的推导方法并略去弦本身的重量 ,可得弦的强迫振

动方程为

�
2

u
�t

2 = a
2�

2
u
�x

2 + f ( x , t) , (1 .1 .3)′

其中 f ( x , t ) =
1
ρ

F( x , t) ,表示 t时刻单位质量的弦在 x 点处所受

的外力 .

方程 (1 .1 .3)与 (1 .1 .3)′的差别在于 (1 .1 .3 )′的右端多了一个

与未知函数 u 无关的项 f( x , t) ,这一项称为自由项 .包含有非零自

由项的方程称为非齐次方程 .自由项恒等于零的方程称为齐次方

程 .( 1 .1 .3)为齐次一维波动方程 , ( 1 .1 .3 )′为非齐次一维波动方

程 .

2 . 传输线方程

对于直流电或低频的交流电 ,电路的基尔霍夫 (Kirchhoff)定律

指出同一支路中电流相等 .但对于较高频率的电流 (指频率还没有

高到能显著地辐射电磁波的情况 ) ,电路中导线的自感和电容的效

4
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应不可忽略 ,因而同一支路中电流未必相等 .

今考虑一来一往的高频传输线 ,它被当作具有分布参数的导

体 (图 1 .1 .2) ,下面来研究这种导体内电流流动的规律 .在具有分

布参数的导体中 ,电流通过的情况 ,可以用电流强度 i与电压 v来

描述 ,此处 i与 v都是 x , t的函数 ,记作 i ( x , t )与 v ( x , t ) .以 R,

L , C , G分别表示下列参数 :

R———每一回路单位的串联电阻 ;

L———每一回路单位的串联电感 ;

C———每单位长度的分路电容 ;

G———每单位长度的分路电导 .

图 1 .1 .2

根据基尔霍夫第二定律 ,在长度为Δx的传输线中 ,电压降应

等于电动势之和 ,即

v - ( v +Δv) = RΔx· i + LΔx·
�i
�t

.

由此可得

�v
�x

= - Ri - L
�i
�t

. (1 .1 .4)
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  另外 ,由基尔霍夫第一定律 ,流入节点 x 的电流应等于流出

该节点的电流 ,即

i = ( i +Δi) + CΔx·
�v
�t

+ GΔx . v ,

或

�i
�x

= - C
�v
�t

- Gv . (1 .1 .5)

将方程 (1 .1 .4)与 (1 .1 .5)合并 ,即得 i , v应满足如下方程组

�i
�x

+ C
�v
�t

+ Gv = 0 ,

�v
�x

+ L
�i
�t

+ Ri = 0 .

从这个方程组消去 v (或 i ) , 即可得到 i (或 v )所满足的方程 .例

如 ,为了消去 v ,将方程 (1 .1 .5)对 x微分 (假定 v与 i 对 x , t都是

二次连续可微的 ) ,同时在方程 (1 .1 .4)两端乘以 C 后再对 t微分 ,

并把两个结果相减 ,即得

�
2

i
�x

2 + G
�v
�x

- LC
�

2
i
�t

2 - RC
�i
�t

= 0 ,

将 (1 .1 .4)中的
�v
�x
代入上式 ,得

�2 i
�x

2 = LC
�2 i
�t

2 + ( RC + GL)
�i
�t

+ GRi , (1 .1 .6)

这就是电流 i满足的微分方程 .采用类似的方法从 ( 1 .1 .4 )与 (1 .

1 .5)中消去 i可得电压 v满足的方程

�
2

v
�x

2 = LC
�

2
v
�t

2 + ( RC + GL)
�v
�t

+ GRv , (1 .1 .7)

方程 (1 .1 .6)或 (1 .1 .7)称为传输线方程 .

根据不同的具体情况 ,对参数 R, L , C , G作不同的假定 ,就可

以得到传输线方程的各种特殊形式 .例如 ,在高频传输的情况下 ,

电导与电阻所产生的效应可以忽略不计 ,也就是说可令G = R = 0 ,
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此时方程 (1 .1 .6)与 (1 .1 .7)可简化为

�
2

i
�t

2 =
1
LC
�

2
i
�x

2 ,

�
2

v
�t2

=
1
LC
�

2
v
�x2 .

这两个方程称为高频传输线方程 .

若令 a
2

=
1
LC

,这两个方程与 (1 .1 .3 )′完全相同 .由此可见 ,同

一个方程可以用来描述不同的物理现象 .一维波动方程只是波动

方程中最简单的情况 ,在流体力学、声学及电磁场理论中 ,还要研

究高维的波动方程 .

3 . 电磁场方程

从物理学中已知 ,电磁场的特性可以用电场强度 E 与磁场强

度 H以及电感应强度 D与磁感应强度 B来描述 .联系这些量的麦

克斯韦 (Maxwell)方程组为

rot H = J +
�D
�t

, (1 .1 .8)

rot E = -
�B
�t

, (1 .1 .9)

div B = 0 , (1 .1 .10)

div D = ρ . (1 .1 .11)

其中 J为传导电流的面密度 ,ρ为电荷的体密度 .

这组方程还必须与下述场的物质方程

D = εE , (1 .1 .12)

B = μH , (1 .1 .13)

J = σE . (1 .1 .14)

相联立 ,其中ε是介质的介电常数 ,μ是导磁率 ,σ为导电率 .假定

介质是均匀而且是各向同性的 ,此时ε,μ,σ均为常数 .

方程 (1 .1 .8)与 (1 .1 .9)都同时包含有 E 与 H ,从中消去一个
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变量 ,就可以得到关于另一个变量的微分方程 .例如先消去 H ,在

(1 .1 .8)式两端求旋度 (假定 H , E 都是二次连续可微的 )并利用

(1 .1 .12)与 (1 .1 .14)式得

rot rot H = ε
�
�t

rot E + σrot E ,

将 (1 .1 .9)与 (1 .1 .10)式代入上式得

rot rot H = - εμ
�

2
H
�t2

- σμ
�H
�t

,

而 rot rot H = grad div H - è 2 H ,且 div H =
1
μ

div B = 0 ,所以最后得

到 H所满足的方程为

è
2

H = εμ
�

2
H
�t

2 +σμ
�H
�t

;

同理 ,若消去 H ,即得 E 满足方程

è
2

E = εμ
�

2
E
�t

2 + σμ
�E
�t

;

如果介质不导电 (σ= 0) ,则上面两个方程可简化为

�
2

H
�t

2 =
1
εμ
è

2
H , (1 .1 .15)

�
2

E
�t

2 =
1
εμ
è

2
E , (1 .1 .16)

(1 .1 .15)与 (1 .1 .16)式称为三维波动方程 .

若将三维波动方程以标量函数的形式表示出来 ,则可写成

�
2

u
�t2

= a2è 2 u = a2 �
2 u
�x

2 +
�2 u
�y

2 +
�2 u
�z

2 , (1 .1 .17)

其中 a
2

=
1
εμ

, u 是 E(或 H )的任意一个分量 .

式中è
2
(或写成Δ)称为拉普拉斯算符 ,在直角坐标系中 ,一、

二、三维拉普拉斯算符分别为

Δ1 u =
�

2
u
�x2 ,Δ2 u =

�
2

u
�x2 +
�

2
u
�y2 ,Δ3 u =

�
2

u
�x2 +
�

2
u
�y2 +
�

2
u
�z2

8



  在研究某些物理系统时 ,它们的边界形状可能是圆周、球面或

圆柱面 ,这时取正交曲线坐标系比较合适 ,但要写出泛定方程 ,就

得知道拉普拉斯算符在这些坐标系中的表达式 ,这里将它们列出 ,

详细的推导见附录 A .

平面极坐标 (ρ,φ) , u = u(ρ,φ) ,

Δ2 u =
1
ρ
�
�ρ
ρ
�u
�ρ

+
1
ρ

2
�

2
u
�φ

2 ;

  球坐标 ( r ,θ,φ) , u = u( r ,θ,φ) ,

Δ3 u =
1
γ

2
�
�r

r
2�u
�r

+
1

r
2
sinθ
�
�θ

sinθ
�u
�θ

+
1
γ

2
sin

2
θ
�

2
u
�φ

2 .

  柱坐标 (ρ,φ, z) , u = (ρ,φ, z) ,

Δ3 u =
1
ρ
�
�ρ
ρ
�u
�ρ

+
1
ρ

2
�

2
u
�φ

2 +
�

2
u
�z

2 .

1 .1 .2  热传导和扩散方程

1 . 热传导方程

图 1 .1 .3

  一块热的物体 ,如果体内每一点的温度不全一样 ,则在温度较

高点处的热量就要向温度较低点处流动 ,这种现象就是热传导 .由

于热量的传导过程总是表现为温度随时间和点的位置的变化而变

化 .所以 ,解决传热问题都要归结为求物体内温度的分布 ,现在来

推导均匀且各向同性的导热体在传热过程中温度所满足的微分方

程 .与上例类似 ,不是先讨论某一点处的温度 ,而应该先考虑某个

区域的温度 .为此 , 在物体中任取一闭曲面 S ,

它所包围的区域记作 V(图 1 .1 .3 ) .假设在时

刻 t 区域 V 内点 M ( x , y , z ) 处的温度为

u( x , y , z, t ) , n 为曲面元素ΔS 的法向 (从 V

内指向 V外 ) .

由传热学中傅里叶 ( Fourier) 实验定律可
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知 ,物体在无穷小时间段 d t 内 , 流过一个无穷小面积 d S 的热量

d Q与时间 d t ,曲面面积 d S ,以及物体温度 u 沿曲面 d S 的法线方

向的方向导数
�u
�n
三者成正比 ,即

d Q 梍= - k
�u
�n

d Sd t

= - k (grad u) n d Sd t

= - k grad u·d Sd t ,

其中 k = k ( x , y , z)称为物体的热传导系数 ,当物体为均匀且各向

同性的导热体时 , k为常数 .

上式中的负号是由于热量的流向和温度梯度的正向 , 即

grad u的方向相反而产生的 .这就是说
�u
�n

= grad u·n > ( < ) 0 时 ,

物体的温度沿 n 的方向增加 (减少 ) , 而热流方向却与此相反 , 故

沿 n 的方向通过曲面的热量应该是负 (正 )的 .

利用上面的关系 ,从时刻 t1 到时刻 t2 ,通过曲面 S 流入区域

V的全部热量为

Q1 =∫
t
2

t
1

�
S

k grad u·d S d t .

  流入的热量使 V内温度发生了变化 ,在时间间隔 [ t1 , t2 ]内区

域 V内各点温度从 u( x , y , z , t1 )变化到 u ( x , y , z , t2 ) , 则在 [ t1 ,

t2 ]内 V内温度升高所需要的热量为

�V
cρ[ u ( x , y , z , t2 ) - u( x , y , z , t1 ) ] d V .

其中 c为物体的比热 ,ρ为物体的密度 .对均匀且各向同性的物体

来说 ,它们都是常数 .

由于热量守恒 ,流入的热量应等于物体温度升高所需吸收的

热量 ,即

 ∫
t
2

t
1

[�S
kgrad u·d S ] d t
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