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　　本书系统地讲述了数学物理方法的基础理论及其在物理学、工程技术科学中的

应用。全书共八章，包括三部分内容：第一部分为数学物理方程的建立与常规解法，

包括定解问题、行波法、分离变量法、积分变换法、格林函数法和其他常用的数学

物理方法（如变分法、积分方程解法等）；第二部分为特殊函数，重点讨论球函数（勒

让德多项式）和柱函数（贝塞尔函数）的基本性质及其在数学物理方程中的应用；第

三部分主要结合物理、电子信息工程、通信和材料科学类专业的特点，针对数学物

理方程和特殊函数在电磁场等问题中的应用提出算例，利用计算编程，求解问题并

给出解的可视化图形，以提高读者编程、理解和解决实际问题的能力。

本书可作为物理、电子信息工程、通信、材料科学等专业的理工科大学本科教

材，亦可作为相关专业研究生、科技工作者的参考用书。

★本书配有电子教案，有需要者可从我社网站免费下载。
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第１章　数学物理方程的定解问题

数学物理方程是指从物理学和实际工程问题中导出的描述物理规律的数学表述。一般
特指偏微分方程为数学物理方程（简称数理方程），但是有时也包括与此相关的积分方程和
常微分方程。本章主要讨论偏微分方程的基本概念，三类典型数理方程的建立，定解条件
的确定和定解问题的描述等。

１．１　基 本 概 念

１．１．１　偏微分方程的基本概念

含有未知函数及其导数的方程称为微分方程。自然科学和工程技术的许多规律、过程
和状态都可以用微分方程来描述。当这个方程中的未知函数含有两个以上自变量时，称此
方程为偏微分方程，并记为

Ｆ ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｕ，
ｕ
ｘ１
，ｕ
ｘ２
，…，ｕ

ｘｎ
，…， ｍｕ

ｘｍ１１ｘｍ２２ …ｘｍｎ（ ）
ｎ
＝０ （１．１）

其中，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 为自变量；ｕ为未知函数；ｍ＝ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ。
在此，需引入以下几个定义。

１．方程的阶数

方程的阶数即微分方程中出现的未知函数的偏导数的最高次数，如式（１．１）就是一个

ｍ阶偏微分方程。

２．线性和非线性方程

如果一个偏微分方程中的未知函数及其各阶导数都是线性的，即含有未知函数及其导
数的表达式是一次式，系数只依赖于自变量，则称方程为线性的，否则称为非线性偏微分
方程。例如，一个含有变量ｘ、ｙ的未知函数ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）满足的方程

Ａ（ｘ，ｙ）
２ｕ
ｘ２

＋Ｂ（ｘ，ｙ）
２ｕ
ｙ２

＋Ｃ（ｘ，ｙ）ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ） （１．２）

就是一个二阶线性偏微分方程。

３．齐次和非齐次方程

方程中不含未知函数及其导数的项称为自由项，当自由项为零时，称方程为齐次方
程，否则称为非齐次方程。式（１．２）中的ｆ（ｘ，ｙ）就是自由项，当ｆ（ｘ，ｙ）＝０时，方程为二
阶线性齐次方程，否则为非齐次方程。
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１．１．２　三类常见的数学物理方程

数学物理方程是从物理问题中导出的反映物理过程的数学表达式，它所包括的范围十
分广泛，本书主要讨论二阶线性偏微分方程。按照我们常见的典型物理过程，可以把数学
物理方程分为三类：波动方程、输运方程和稳定场方程。它们分别描述以下三类典型的物
理现象：

（１）描述波动过程的波动方程（机械波和电磁波）：

ｕｔｔ ＝ａ
２Δｕ＋ｆ （１．３）

其中，ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ），代表坐标为（ｘ，ｙ，ｚ）的点在ｔ时刻的位移（未知函数）；ａ是波传

播的速度；ｆ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ），是与振源有关的函数；Δ＝２＝
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
＋

２

ｚ２
，是拉普拉

斯（Ｌａｐｌａｃｅ）算符；记ｕｔｔ＝
２ｕ／ｔ２。

（２）描述输运过程的输运方程（热传导和扩散）：

ｕｔ＝ＤΔｕ＋ｆ （１．４）
其中，ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ），表示扩散物质的浓度（或物体的温度）；Ｄ 是扩散（或热传导）系
数；ｆ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ），是与扩散源有关的函数；记ｕｔ＝ｕ／ｔ。

（３）描述平衡状态的稳定场方程（势场分布、平衡温度场分布）：

Δｕ＝－ｈ （１．５）
其中，ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ），表示稳定现象的物理量，如静电场中的电势等；ｈ＝ｈ（ｘ，ｙ，ｚ），表
示与源有关的已知函数。
从方程本身来看，以上这三类方程的特点是：关于未知函数的偏导数最高阶数是二阶

的，同时，关于未知函数及其导数的表达式均是线性表示，所以都是二阶线性偏微分方程。
还可以看出，这三类方程都是关于空间的二阶偏导数，而关于时间，它们则分别是二阶、
一阶偏导数以及与时间无关。因此，这三类方程在数学上又是三类不同的方程，可以依次
分别称为双曲型、抛物型和椭圆型方程。

１．１．３　数学物理方程的一般性问题

数学物理方程是以物理学和工程技术中的具体问题作为研究对象的，利用数学物理方
程研究物理问题一般需要以下三个步骤。

１．确定定解问题

在物理学中，经常需要研究某个物理量（如位移、电势分布等）在空间某个区域中的分
布情况和其随时间变化的规律。要解决这个问题，首先必须掌握该物理量在空间的分布和
随时间变化的规律，即掌握有关的物理规律，把这些规律用数学语言描述出来，就得到了
数学物理方程。值得注意的是，数学物理方程描述的是同一类物理现象的共同规律，反映
的是物理量变化的最本质的关系，如波动方程（式（１．３））反映了所有的波动现象，如弦的
振动、声音的传播、电磁波的传播所满足的共同规律。要解决具体问题必须考虑研究区域
所处的物理状态，即定解条件。简单地说，这个过程就是把物理问题的研究对应翻译成数
学问题，利用物理规律，确定能够恰当反映物理规律的数学方程和定解条件。
我们把这种由一类物理问题所共有的物理特性所决定的方程称为泛定方程，把由于具
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体问题在研究区域所满足的约束边界条件和时间初值条件统称为定解条件。为了得到符合
具体问题的解，必须同时提出泛定方程和定解条件，作为一个整体，把上述过程称为定解
问题的确定。

２．定解问题的求解

一旦定解问题确定，需要完成的就是对定解问题的求解。这些数学物理方程的求解
（偏微分方程的求解）与我们学过的常微分方程的求解有很大的不同，主要体现在对偏微分
方程还没有一个适用于偏微分方程求解的统一理论。也就是说，对于不同的定解问题，一
般需要采用不同的方法一类一类地进行讨论。这些方法大致可以归纳为以下几种：

（１）行波法；
（２）分离变量法；
（３）积分变换法；
（４）格林函数法；
（５）保角变换法。
以上这些解析解法我们将在后面各章中一一阐述。此外，当无法得到解析解时，我们

还可以利用数值方法来求解。

３．解的适定性

用数学物理方程研究实际问题时，仅仅求解出方程是远远不够的，还必须讨论解的适
定性，即存在性、唯一性和稳定性。

（１）存在性是指验证所求解的解是否满足方程，是否符合实际物理问题的意义。
（２）唯一性是指讨论在什么样的定解条件下，对于不同函数类，方程的解是否唯一。
（３）当定解条件有微小变化时，解是否也只有微小变化，如果是这样，则说明解具有

稳定性。在从事工程设计或者物理规律的研究时，总需要实际测量，而测量难免会有误差。
如果定解条件的微小误差会导致解的重大改变，就无法保证在数学上找出的解确实是实际
所需解的近似，这样的解就失去实用价值。相反，如果定解问题的解具有稳定性，那么只
要是在合理的误差范围内所得到的解就可以看做是实际问题解的良好近似。

只有对定解做适定性分析，才可以得到符合实际问题的物理规律的解，这样的解才是
具有实际意义的。
数学物理方程一方面紧密联系物理学中的许多问题，另一方面又广泛地应用相关的数

学成果。其主要特色在于数学和物理的紧密结合，将数学方法应用于实际的物理和交叉科
学的具体问题的分析中，通过物理过程建立数学模型（偏微分方程），通过求解和分析模
型，对具体物理过程进一步深入理解，以解决实际问题的需要。

１．２　数学物理方程的导出

基于数学物理方程的重要作用，本节将以几个具体的物理模型为例来描述如何从物理
学的实际问题中导出数学物理方程。这里所谓的“导出”，就是用数学语言把物理规律表达
出来，希望读者能学会这种表达的技巧。它主要包括：表述同一类物理现象的共同规
律———泛定方程的建立，表述具体问题特殊性的边界条件和初始条件———定解问题的建

—３—第１章　数学物理方程的定解问题



立。因此，导出数学物理方程的一般步骤是：
（１）确定研究对象，即所研究的物理量ｕ。
（２）利用微元法建立方程，即从所研究的物理系统中分离出一个小部分，对应数学中

的“微元”，根据物理规律，分析这个微元邻近部分和它的相互作用规律，抓住最本质的关
系，略去不重要的因素，把这种相互作用规律在短时间内对物理量ｕ的影响用数学表达式
表示出来，经化简整理就可以得到相应的数学物理方程。
以下具体讨论三类典型数学物理方程的建立。我们应注意从这些例子中学习如何把物

理问题转化成数学问题。

１．２．１　波动方程的导出

１．弦的横振动方程

如图１．１所示，设有一根细长柔软的弦线绷紧于Ａ、Ｂ两点之间，在平衡位置ＡＢ附
近产生振幅极为微小的横振动，求该弦上各点的运动规律。

图１．１　弦的横振动示意

一根拉紧的弦不振动时是一条直线，它处于平衡位置，如图１．１（ａ）所示。我们将弦的
平衡位置选在ｘ轴上，并以ｕ（ｘ，ｔ）表示弦上ｘ点在时刻ｔ沿垂直于ｘ方向的位移。首先我
们对这个问题的物理名词做数学的表述：

（１）由于弦是“细长”的，即线密度ρ（ｘ，ｔ）＝ρ（ｔ），且任一小段的重量可以忽略不计。
（２）由于弦“绷紧”于ＡＢ两点，这说明弦中各相邻部分之间有拉力即“张力”作用；由

于弦是“柔软”的，这就意味着弦没有弯抗力，在放松情况下，把它弯成任意形状都可以保
持不变，而在绷紧以后，相邻小段张力总是弦线的切线方向。

（３）由于弦作“微小”的横向振动，故相邻点沿振动方向位移的差别很小，即

｜ｕｘ｜＝
ｕ
ｘ １（无穷小量）　（ｕ２ｘ ≈０） （１．６）

　　显然，一根均匀柔软且具有弹性的细弦，绷紧之后相邻各小段之间都存在沿弦切线方
向的张力；由于这个张力的作用，一个小段的振动必定带动相邻小段的振动，这种振动形
式的传播便形成了波动。
有了以上对问题的数学描述，下面我们来推导方程：
首先，我们需要确定研究对象，即从任意弦中划分出不包括端点（Ａ，Ｂ）的一小段Δｘ

作为研究对象。
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注意到在振动过程中这一小段Δｘ变成了弧Ｍ１Ｍ
烇 烋

２，但是

Ｍ１Ｍ
烇 烋

２ ＝∫
ｘ＋Δｘ

ｘ
１＋（ｕｘ）槡 ２ ｄｘ≈∫

ｘ＋Δｘ

ｘ
ｄｘ＝Δｘ （１．７）

即这一小段弦的长度在振动过程中可以看做是不变的。因此，由胡克（Ｈｏｏｋｅ）定律可知张
力和线密度都不随ｔ而变，即

Ｔ（ｘ，ｔ）＝Ｔ（ｘ）　 且 　ρ（ｔ）＝ρ（常数） （１．８）

　　从这一小段与邻近部分的相互作用的物理规律出发，尝试建立表征这种规律的数学
方程。

分析Ｍ１Ｍ
烇 烋

２的受力情况，如图１．１（ｂ）所示。
（１）Ｍ１ 点受有张力Ｔ１，它在ｘ 轴方向的分力为－Ｔ１ｃｏｓα１，ｙ 轴方向的分力为

－Ｔ１ｓｉｎα１；
（２）Ｍ２ 受有张力Ｔ２，它在ｘ轴方向的分力为Ｔ２ｃｏｓα２，ｙ轴方向的分力为Ｔ２ｓｉｎα２；

（３）设Ｍ１Ｍ
烇 烋

２受有沿ｙ轴方向的外力Ｆ（ｘ＋η１Δｘ，ｔ）Δｘ（注意，Ｍ１Ｍ
烇 烋

２＝Δｘ），其中

Ｆ（ｘ，ｔ）表示单位长度所受的外力，０＜η１≤１。
由牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）第二定律，得

Ｔ２ｃｏｓα２－Ｔ１ｃｏｓα１ ＝０ （１．９）

Ｔ２ｓｉｎα２－Ｔ１ｓｉｎα１＋Ｆ（ｘ＋η１Δｘ，ｔ）Δｘ＝ （ρΔｘ）ｕｔｔ（ｘ＋η２Δｘ，ｔ） （１．１０）
其中，ρΔｘ为小段弦的质量；ｕｔｔ（ｘ＋η２Δｘ，ｔ）为ｔ时刻在小段弦上ｘ＋η２Δｘ处的加速度，
这里０＜η２≤１。
由三角公式

ｓｉｎα＝ ｔａｎα
１＋ｔａｎ２槡 α

＝
ｕｘ
１＋ｕ２槡 ｘ

≈ｕｘ （１．１１）

可得

ｓｉｎα１ ≈ｕｘ（ｘ，ｔ），ｓｉｎα２ ＝ｕｘ（ｘ＋Δｘ，ｔ）

ｃｏｓα１ ＝ １－ｓｉｎ２α槡 １ ≈１，ｃｏｓα２ ＝ １－ｓｉｎ２α槡 ２ ≈
烅
烄

烆 １
（１．１２）

　　因此，由式（１．９）可得

Ｔ１ ＝Ｔ２ ＝Ｔ （１．１３）
进而由式（１．１０）可得

（ρΔｘ）ｕｔｔ（ｘ＋η２Δｘ，ｔ）＝Ｆ（ｘ＋η１Δｘ，ｔ）Δｘ＋Ｔ［ｕｘ（ｘ＋Δｘ，ｔ）－ｕｘ（ｘ，ｔ）］

（１．１４）
即

ｕｔｔ（ｘ＋η２Δｘ，ｔ）＝
Ｔ
ρ
ｕｘ（ｘ＋Δｘ，ｔ）－ｕｘ（ｘ，ｔ）

Δｘ ＋
Ｆ（ｘ＋η１Δｘ，ｔ）

ρ
（１．１５）

　　对式（１．１５）两边取Δｘ→０时的极限，得

ｕｔｔ ＝ａ
２ｕｘｘ ＋ｆ（ｘ，ｔ） （１．１６）

其中，ａ２＝Ｔ／ρ，表示振动在弦上的传播速度；ｆ（ｘ，ｔ）＝Ｆ（ｘ，ｔ）／ρ，称力密度，表示ｔ时刻
作用于ｘ处的单位质量上的横向外力。
式（１．１６）即为弦的横振动方程。若ｆ＝０，即弦在振动过程中不受外力时，
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ｕｔｔ ＝ａ
２ｕｘｘ （１．１７）

称之为弦的自由振动方程。
可以看到，弦的微小横振动方程是一维的波动方程，式（１．１６）是非齐次波动方程，式

（１．１７）是齐次波动方程。

２．均匀薄膜的微小横振动

把柔软的均匀薄膜张紧，静止薄膜所在的平面记为ｘｙ平面，求薄膜在垂直于ｘｙ平面
方向上做微小横振动时所满足的运动规律。
这个问题如图１．２所示，不妨设膜上各点的横位移为ｕ（ｘ，ｙ；ｔ）；首先对薄膜的运动

做数学抽象：
（１）薄膜是“柔软”的，即在膜的横截面内不存在切应力（指与薄膜的切平面相垂直的

应力）。这样，对于膜上任一点，膜的表面张力Ｔ（指作用在单位长度上并且与该长度方向
相垂直的拉力）必须在过这一点的切平面内，如图１．２（ａ）所示。

（２）膜是“均匀”的，即面密度ρ（ｘ，ｙ；ｔ）＝ρ（ｔ）。
（３）振动是“微小”的，也就是说张力的仰角α≈０，这样，张力Ｔ的横向分量为Ｔｓｉｎα≈

Ｔｔａｎα＝Ｔｕｎ
，ｎ
∧
指的是张力Ｔ在ｘｙ平面上的投影的单位矢量。

（４）与弦的横振动中推导式（１．７）～（１．９）类似，可以证明张力Ｔ与面密度函数ρ均与
空间位置坐标无关，为常量。
因此，依据以上的描述，做如下具体推导：
首先，如图１．２（ｂ）所示，把膜分成许多小方块，以ｘ：ｘ＋ｄｘ之间，ｙ：ｙ＋ｄｙ之间的

小块为研究对象。这一小块在ｘ：ｘ＋ｄｘ方向的两边，受到的张力的横向分力分别是

－Ｔｕｘ ｘ
和Ｔｕｘ ｘ＋ｄｘ

，这样，小块膜在ｘ方向所受的横向作用力是：

Ｔｕｘ ｘ＋ｄｘ
－Ｔｕｘ［ ］

ｘ
ｄｙ＝Ｔ

２ｕ
ｘ２

ｄｘｄｙ （１．１８）

图１．２　薄膜微小横振动示意
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　　同理，在ｙ：ｙ＋ｄｙ两边受到的横向力为Ｔ
２ｕ
ｙ２

ｄｘｄｙ。根据牛顿第二定律，这小块膜

的横向运动方程为

（ρｄｘｄｙ）ｕｔｔ ＝Ｔｕｘｘｄｘｄｙ＋Ｔｕｙｙｄｘｄｙ （１．１９）
即

ｕｔｔ ＝ａ
２Δｕ （１．２０）

其中，ａ２＝Ｔ
ρ
，为膜上振动的传播速度；Δ＝ｕｘｘ＋ｕｙｙ＝

２ｕ
ｘ２
＋

２ｕ
ｙ２
，在此表示二维拉普拉斯

算符。
式（１．２０）为二维齐次波动方程。如果膜上有横向外力作用，设单位面积上的横向外力

为Ｆ（ｘ，ｙ；ｔ），重复上述步骤，可以得到薄膜的受迫振动方程为

ｕｔｔ－ａ
２Δｕ＝ｆ（ｘ，ｙ；ｔ） （１．２１）

其中，ｆ（ｘ，ｙ；ｔ）＝Ｆ（ｘ，ｙ；ｔ）／ρ，为作用于单位质量上的横向外力。

３．传输线方程（电报方程）

对于直流电或者低频交流电，线与线之间的电容和电感可以忽略不计，根据电路的基
尔霍夫定律有：同一支路的电流相等。但是，对于较高频率的交流电（这里指频率还没有高
到能显著向外辐射电磁波的情况），电路中导线的自感和电容的效应不可忽略，因而同一
支路中的电流未必相等。那么我们又该如何确定这种高频传输线中电流和电压所满足的规
律呢？

考虑一对高频传输线，如图１．３所示，可以把它看成是具有分布参数的导体。

图１．３　高频传输线的等效电路示意

对所求问题首先做以下数学描述：
（１）在具有分布参数的导体中，电流分布的情况可以用电流强度ｉ与电压ｖ来描述，

此处ｉ与ｖ是ｘ，ｔ的函数，记做ｉ（ｘ，ｔ）与ｖ（ｘ，ｔ）。
（２）分别以单位传输线的参数表示Ｒ、Ｌ、Ｃ、Ｇ传输线的介质特性。其中，Ｒ表示每一

回路单位长度的串联电阻，Ｌ表示每一回路单位长度的串联电感，Ｃ表示每单位长度的分
路电容，Ｇ表示每单位长度的分路电导。

（３）解决传输线上电压和电流分布的基本原理是基尔霍夫（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ）电流电压定律。
第一定律：汇合在节点的电流的代数和为零（规定流入节点的为正，流出节点的为
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负）。即

∑
ｎ

ｋ＝１
Ｉｋ ＝０ （１．２２）

　　第二定律：沿任一闭合回路的电势增量的代数和为零（规定沿回路顺时针方向的电动
势和电流都为正，反之为负）。即

∑
ｎ

ｋ＝１
ＩｋＲｋ ＝∑

ｎ

ｋ＝１
εｋ （１．２３）

　　具体求解过程如下：
首先，把传输线分成许多小段，取区间（ｘ，ｘ＋ｄｘ）上的小段加以研究。
根据基尔霍夫第二定律，由式（１．２３）得

ｖ－（ｖ＋ｄｖ）＝Ｒｄｘ·ｉ＋Ｌｄｘ·ｉｔ
（１．２４）

其中，ｄｖ≈ｖｘｄｘ
。故上式可写成

ｖ
ｘ≈－

Ｒｉ－Ｌｉｔ
（１．２５）

即

ｖｘ ≈－Ｒｉ－Ｌｉｔ （１．２６）
同时，利用基尔霍夫第一定律，由式（１．２２）得

ｉ＝ （ｉ＋ｄｉ）＋Ｃｄｘｖｔ＋
Ｇｄｘｖ （１．２７）

同样可以写成

ｉ
ｘ＝－

Ｃｖ
ｔ－

Ｇｖ （１．２８）

即

ｉｘ ＝－Ｃｖｔ－Ｇｖ （１．２９）

　　由式（１．２６）和式（１．２９）可以得到ｉ、ｖ应满足如下方程组
ｉｘ＋Ｃｖｔ＋Ｇｖ＝０

ｖｘ＋Ｒｉ＋Ｌｉｔ＝
烅
烄

烆 ０

（１．３０ａ）
（１．３０ｂ）

　　将／ｘ作用于式（１．３０ａ）（即作用于式（１．２９）），同时，对式（１．３０ｂ）两端乘以Ｃ后，再

对ｔ微分 即将Ｃｔ
作用于式（１．２６（ ）），并把两个结果相减，即得

ｉｘｘ ＋Ｇｖｘ－ＬＣｉｔｔ－ＲＣｉｔ＝０ （１．３１）
同时消去ｖ，把式（１．２６）代入上式，得

ｉｘｘ ＝ＬＣｉｔｔ＋（ＲＣ＋ＧＬ）ｉｔ＋ＧＲｉ （１．３２）

　　这就是电流ｉ所满足的偏微分方程。采用类似的方法，从式（１．２６）与式（１．２９）中消去
ｉ，可得电压ｖ满足的偏微分方程为

ｖｘｘ ＝ＬＣｖｔｔ＋（ＲＣ＋ＧＬ）ｖｔ＋ＧＲｖ （１．３３）

　　式（１．３２）和式（１．３３）称为传输线方程（也叫电报方程）。如果导线电阻Ｒ和线间的漏电
导Ｇ（即分路电导）很小时，这种传输线称为理想传输线。对于理想的均匀传输线，Ｇ和Ｒ
均可忽略，即Ｇ＝Ｒ＝０。则式（１．３２）和式（１．３３）可简化为
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ｉｔｔ－ａ
２ｉｘｘ ＝０ （１．３４）

ｖｔｔ－ａ
２ｖｘｘ ＝０ （１．３５）

其中，ａ２＝ １ＬＣ
１
ＬＣ＝ｃ

２，ｃ（ ）为光速 。

显然，上述理想的传输线方程也是典型的一维波动方程。

４．电磁场方程

电磁场的麦克斯韦方程组的微分形式是

·Ｄ＝ρ
×Ｅ＝－Ｂｔ
·Ｂ＝０
×Ｈ＝Ｊ＋Ｄ

烅

烄

烆 ｔ

（１．３６）

其中，＝ｘｉ
∧
＋ｙｊ

∧
＋ｚｋ

∧
为哈密顿算符；Ｅ是电场强度；Ｈ 是磁场强度；Ｄ是电位移矢

量；Ｂ是磁感应强度；Ｊ是传导电流；ρ是电荷的体密度；记Ｂｔ＝Ｂ／ｔ，Ｄｔ＝Ｄ／ｔ。这组
方程还必须与下述场的物质方程联立：

Ｄ＝εＥ
Ｂ＝μＨ
Ｊ＝σ
烅
烄

烆 Ｅ

（１．３７）

其中，ε是介电常数；μ是磁导率；σ是电导率。若介质是均匀且各向同性的，则ε、μ、σ均
为常数。
方程组（１．３６）中的第二式和第四式都同时包含有Ｅ和Ｈ，从中消去一个变量，就可以

得到关于另一个变量的微分方程。首先消去Ｅ，用×作用于方程组（１．３６）的第四式，并
利用方程组（１．３７）的第一式和第三式，得

×（×Ｈ）＝εｔ×
Ｅ＋σ×Ｅ （１．３８）

将方程组（１．３６）中的第二式与方程组（１．３７）中的第二式代入式（１．３８），得

×（×Ｈ）＝－εμＨ－σμＨｔ （１．３９）

　　由矢量公式得：×（×Ｈ）＝（·Ｈ）－２Ｈ。又因为·Ｈ＝１
μ
·Ｂ＝０，所

以Ｈ所满足的方程为

２Ｈ＝εμＨｔｔ＋σμＨｔ （１．４０）

　　同理，若消去Ｈ，即得Ｅ所满足的方程为

２Ｅ＝εμＥｔｔ＋σμＥｔ （１．４１）
如果介质不导电（即σ＝０），则上面两个方程可简化为

Ｈｔｔ ＝
１
εμ
２Ｈ＝ １εμ

ΔＨ （１．４２）

Ｅｔｔ ＝
１
εμ
２Ｅ＝ １εμ

ΔＥ （１．４３）

　　式（１．４２）和式（１．４３）称为电磁场所满足的三维波动方程。在直角坐标系下，这个三维
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波动方程以标量函数的形式表示，即

ｕｔｔ ＝ａ
２２ｕ＝ａ２（ｕｘｘ ＋ｕｙｙ ＋ｕｚｚ） （１．４４）

其中，ａ２＝１εμ
；ｕ是Ｅ（或者Ｈ）在直角坐标中的任意一个分量；２＝

２

ｘ２
＋

２

ｙ２
＋

２

ｚ２
，在此

表示三维拉普拉斯算符。
通过前面的例子可以看到，对于不同物理过程中的物理规律可以用同一个数学物理方

程来表示。也就是说，同一个方程可以用来描述不同的物理现象。正因为如此，就有可能
用一种物理现象去模拟另一种物理现象。

１．２．２　输运方程的导出

１．热传导方程

在导热介质中，由于温度不均匀，致使热量从温度高的地方向温度低的地方转移的现
象称为热传导。
在热传导问题中，主要研究的是温度在空间的分布和随时间的变化情况，即温度的分

布和变化规律所满足的微分方程。以下讨论一维的热传导问题。
设有一根横截面积为Ａ的均匀细杆，沿杆长方向有温度差，其侧面绝热，求杆中温度

的分布变化规律。
待求解的问题如图１．４所示，不妨取ｘ轴与杆重合，根据问题的物理叙述，利用热传

导的相关定律，可以做以下的数学表述。

图１．４　细杆中热传导示意

（１）因为热量只会沿着杆长方向传导，所以，这是一个一维问题。以ｕ（ｘ，ｔ）表示杆上

ｘ点处在ｔ时刻的温度。
（２）由傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）实验定律，热传导的强弱是由热流强度ｑ描述的，它是单位时

间内垂直通过单位面积的热量。定义式为

ｑ＝－ｋｕｎ
ｎ
∧

（１．４５）

其中，ｋ为热导率，一般与介质材料有关，当温度变化范围不大时，可以视为与温度无关；

ｎ
∧
为曲面的外法向方向；公式中负号表示由温度高处流向温度低处。
（３）解决热力学问题的基本规律是能量守恒定律和傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）实验定律。
以下是问题的具体求解过程。
首先，仿照上面求导弦振动方程的过程，如图１．４所示，从杆的内部划出一小段Δｘ，

考察这一小段在时间间隔Δｔ内热量流动的情况。
设ｃ为杆的比热容（单位物质升高单位温度所需的热量，它与物质的材料有关），ρ为

杆的密度，则在Δｔ时间内引起Δｘ的温度升高时所需的热量为
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Ｑ＝ｃ（ρＡΔｘ）［ｕ（ｘ，ｔ＋Δｔ）－ｕ（ｘ，ｔ）］ （１．４６）
取Δｔ→０时的极限，得

Ｑ≈ｃρＡｕｔΔｘΔｔ （１．４７）

　　根据傅里叶实验定律，由热流强度的定义（式（１．４５））可以得到：

① 在Δｔ时间内沿ｘ轴正向流入ｘ处截面的热量为

Ｑ１（ｘ）＝－ｋｕｘ（ｘ，ｔ）ＡΔｔ （１．４８）

　　② 在Δｔ时间内由ｘ＋Δｘ处截面流出的热量为

Ｑ２（ｘ＋Δｘ）＝－ｋｕｘ（ｘ＋Δｘ，ｔ）ＡΔｔ （１．４９）

　　另外，如果考虑杆内有热源，设其热源密度为Ｆ（ｘ，ｔ）（单位时间单位体积所释放出的
热量），则在Δｔ内，杆内热源在Δｘ段产生的热量为

Ｑ３ ＝Ｆ（ｘ，ｔ）（ＡΔｘ）Δｔ （１．５０）

　　至此，根据能量守恒定律，流入和流出Δｘ段的总热量与Δｘ段中热源产生的热量恰好
应该等于Δｘ段温度升高时所吸收的热量，即

Ｑ＝Ｑ１－Ｑ２＋Ｑ３ （１．５１）

　　代入式（１．４７）～（１．５０），可得

ｃρＡｕｔΔｘΔｔ＝－ｋｕｘ（ｘ，ｔ）ＡΔｔ＋ｋｕｘ（ｘ＋Δｘ，ｔ）ＡΔｔ＋ＦＡΔｘΔｔ （１．５２）

即

ｃρｕｔ＝
ｋ［ｕｘ（ｘ，ｘ＋Δｘ）－ｕｘ（ｘ，ｔ）］

Δｘ ＋Ｆ （１．５３）

　　令Δｘ→０，两边取极限，可得

ｕｔ＝
ｋ
ｃρ
ｕｘｘ ＋

Ｆ
ｃρ

（１．５４）

即

ｕｔ＝Ｄｕｘｘ ＋ｆ（ｘ，ｔ） （１．５５）

其中

Ｄ＝ｋｃρ
，　ｆ＝Ｆｃρ

式（１．５５）即一维的热传导方程，用类似的方法可推出三维的热传导方程。
下面我们来推导任意一个三维物体内各点的温度分布和变化所满足的热传导方程。

针对此类问题，我们所讨论的对象当然是物体内各处的温度ｕ。因此，把物体分成许
多小区域，只考虑任意一个小区域内的温度。为此，在物体中任取一封闭曲面Ｓ，如图１．５
所示，它所包围的区域记为Ｖ。

设在时刻ｔ、区域Ｖ 内Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）点处的温度为ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ），ｎ
∧
为曲面元素ΔＳ的

法向单位矢量（由Ｖ 内指向Ｖ 外）。
由热传导的傅里叶定律知，在［ｔ，ｔ＋Δｔ］时间内，从ΔＳ流入区域Ｖ 的热量与时间Δｔ、

面积ΔＳ以及热流强度ｑ均成正比，即热传导定律

ΔＱ＝ｋｕｎΔ
ＳΔｔ＝ｋ（ｕ·ΔＳ）Δｔ （１．５６）

其微分形式为
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图１．５　三维物理的热传导示意

ｄＱ＝ｋｕ·ｄＳｄｔ （１．５７）
其中，ｋ称为物体的热传导系数，通常是空间位置
（ｘ，ｙ，ｚ）的函数，即ｋ（ｘ，ｙ，ｚ），当物体为各向同
性的均匀介质体时，ｋ为常数。
于是，在ｔ１→ｔ２ 这段时间里，通过曲面Ｓ流入

区域Ｖ 内的全部热量为

Ｑ１ ＝∫
ｔ２

ｔ１Ｓ
ｋｕ·ｄ［ ］Ｓ ｄｔ （１．５８）

　　流入的热量使体元Ｖ 内温度发生了变化，在

Δｔ时间内，区域Ｖ 内各点温度从ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）变
化到ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ＋Δｔ），则在Δｔ时间内Ｖ 内稳定
升高所需要的热量为


Ｖ

ｃρ［ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ＋Δｔ）－ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）］ｄＶ ＝
Ｖ

ｃρ
ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）

ｔ ΔｔｄＶ　

（１．５９）

　　从而由时刻ｔ１ 到ｔ２，由于温度升高体元吸收的热量为

Ｑ２ ＝∫
ｔ２

ｔ１Ｖｃρ
ｕ
ｔ
ｄ［ ］Ｖ ｄｔ （１．６０）

其中，ｃ为物体的比热容；ρ为物体的密度。对均匀物体来说，它们都是常数。
另外，以Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）表示热源强度，即介质中热源在单位时间、单位体积内所释放

出的热量，则体元Ｖ 内热源释放的热量为

Ｑ３ ＝∫
ｔ２

ｔ１ＶＦｄ［ ］Ｖ ｄｔ （１．６１）

　　这样，根据能量守恒定律，流入的热量应等于物体温度升高所需吸收的热量，即
Ｑ１＋Ｑ３ ＝Ｑ２ （１．６２）

将式（１．５８）、（１．６０）、（１．６１）代入式（１．６２），得

∫
ｔ２

ｔ１Ｓｋｕ·ｄ［ ］Ｓ ｄｔ＋∫
ｔ２

ｔ１ＶＦｄ［ ］Ｖ ｄｔ＝∫
ｔ２

ｔ１Ｖｃρ
ｕ
ｔ
ｄ［ ］Ｖ ｄｔ （１．６３）

　　因为时间间隔［ｔ１，ｔ２］是任意取的，并且被积函数是连续可积的，故有


Ｓ

ｋｕ·ｄＳ＋
Ｖ

ＦｄＶ ＝
Ｖ

ｃρ
ｕ
ｔ
ｄＶ （１．６４）

利用高斯公式可将此式左端对曲面Ｓ的积分化为体积分，即


Ｓ

ｋｕ·ｄＳ＝
Ｖ

ｋ·（ｕ）ｄＶ ＝
Ｖ

ｋ２ｕｄＶ （１．６５）

因此，有


Ｖ

ｋ２ｕｄＶ＋
Ｖ

ＦｄＶ ＝
Ｖ

ｃρ
ｕ
ｔ
ｄＶ （１．６６）

　　由于区域Ｖ 是任意选取的，且被积函数是连续的，所以式（１．６６）左右恒等的条件是它
们的被积函数恒等，由此式得到

ｃρ
ｕ
ｔ＝

ｋ２ｕ＋Ｆ （１．６７）
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整理得

ｕｔ＝ａ２Δｕ＋ｆ （１．６８）

其中，ａ２＝ｋｃρ
；ｆ＝Ｆｃρ

；Δ＝２＝
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
＋

２

ｚ２
，在此为三维拉普拉斯算符。

式（１．６８）称为三维热传导方程。若物体内没有热源，则相应的三维齐次热传导方程为

ｕｔ＝ａ２Δｕ （１．６９）

２．扩散方程

和热传导过程类似，扩散过程在实际中也是经常见到的。当我们在房间里把一瓶香水
打开，就会有香水的分子从瓶子中扩散出来，开始在瓶的附近会嗅到香水的气味，过一会
儿整个房间里都会充满香水的气味，这种现象就是一种扩散现象。一般来说，由于物质浓
度（单位体积中的分子数或质量）分布的不均匀，物质从浓度高的地方向浓度低的地方转移
的现象就叫做扩散。
扩散现象并不限于气体，在液体、固体中也有扩散现象，例如制作半导体器件就可以

采用扩散法。
在扩散问题中，需要研究的是浓度函数ｕ在空间中的分布和随时间的变化关系。这里

从一维扩散问题（指的是只沿一个方向进行的扩散）出发，来研究浓度在空间中的分布和随
时间的变化规律。
如图１．６所示，不妨设有一沿ｘ轴方向的扩散，我们求其扩散过程中浓度函数ｕ（ｘ，ｔ）

所满足的方程，即扩散过程中浓度函数随空间位置和时间的变化关系。

图１．６　一维扩散过程示意

根据待求问题的物理叙述，首先需要利用扩散的相关规律来做过程的数学描述：
（１）扩散运动的强弱可用“单位时间里通过单位横截面积的质量或粒子数”来表示，这

叫扩散流强度，记作ｑ。
事实上，引起物质扩散运动的原因是浓度分布的不均匀性。浓度不均匀的空间分布程

度可用浓度梯度ｕ来表示。实验证明，扩散流强度ｑ与浓度梯度ｕ间存在一定的关系，
这就是扩散定律，即

ｑ＝－Ｄｕ （１．７０）
其中，负号表示扩散转移方向（浓度减小的方向）跟浓度梯度（浓度增大的方向）相反；比例
系数Ｄ叫做扩散系数，因物质而异，即使同一物质在不同温度下，Ｄ 也不同。一般说，温
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度越高，扩散系数越大。
（２）对于沿ｘ方向进行的一维扩散，式（１．７０）可写为

ｑ＝－Ｄｕｘ
ｘ
∧

（１．７１）

　　（３）应用扩散定律和物质守恒定律（或粒子数守恒定律）来研究一维扩散问题中的浓度
在空间中的分布和在时间中ｕ（ｘ，ｔ）的变化规律。
以下是问题的具体求解过程。
和前面各问题的求解一样，首先，应把空间加以细分，确定研究对象。取ｘ与ｘ＋ｄｘ

之间，ｙ与ｙ＋ｄｙ之间，ｚ与ｚ＋ｄｚ之间的小长方体为对象，如图１．６所示，这个小体积元
里面的浓度变化取决于扩散流强度ｑ向它汇集或从它发散，也就是说取决于穿过它表面的
流量。
这里，扩散只沿ｘ方向进行，扩散流并不穿过前后和上下四个面，而只穿过左右两面。

因此：
（１）在Δｔ时间内，从左边穿过面元ｄＳ１＝ｄｙｄｚ进入体积元ｄＶ＝ｄｘｄｙｄｚ的粒子数

（或质量）是

Ｎ１ ＝ｑ｜ｘｄｙｄｚΔｔ （１．７２）

　　（２）在Δｔ时间内，由右边的面元ｄＳ２＝ｄｙｄｚ流出的粒子数（或质量）是

Ｎ２ ＝ｑ｜ｘ＋ｄｘｄｙｄｚΔｔ （１．７３）
所以，在Δｔ时间内净流入ｄＶ＝ｄｘｄｙｄｚ的粒子数（或质量）为

Ｎ ＝Ｎ１－Ｎ２ ＝－（ｑ｜ｘ－ｄｘ－ｑ｜ｘ）ｄｙｄｚΔｔ＝－ｑｘ
ｄｘｄｙｄｚΔｔ （１．７４）

　　把扩散定律（式（１．７１））代入上式，并令Δｔ→０，以ｄｔ代替，并假设扩散系数Ｄ在空间
中各处是均匀的，则净流入体积元ｄＶ 的粒子数为

Ｎ ＝ ｘ
（Ｄｕｘ）ｄｘｄｙｄｚｄｔ＝Ｄ

２ｕ
ｘ２

ｄｘｄｙｄｚｄｔ （１．７５）

　　（３）假设体积元ｄＶ 内没有源和转化过程，也就是说，这种物质的原子或分子既不从其
他物质转化出来也不转化为其他物质，则在Δｔ时间内粒子数的增加量为

Ｎ３ ＝ ［ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ＋Δｔ）－ｕ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）］ｄｘｄｙｄｚ＝
ｕ
ｔ
ｄｘｄｙｄｚｄｔ （１．７６）

则由粒子数守恒定律知，在ｄｔ内净流入ｄＶ 中的粒子数应该等于ｄＶ 内粒子增加量。由式
（１．７５）和式（１．７６）可得

Ｄ
２ｕ
ｘ２

ｄｘｄｙｄｚｄｔ＝ｕｔ
ｄｘｄｙｄｚｄｔ （１．７７）

化简为

ｕ
ｔ＝

Ｄ
２ｕ
ｘ２

（１．７８）

即

ｕｔ－Ｄｕｘｘ ＝０ （１．７９）

上式称为一维扩散方程。令ａ２＝Ｄ，则可以把扩散方程改写为

ｕｔ－ａ２ｕｘｘ ＝０ （１．８０）
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　　对于三维的扩散问题，不仅需要计算穿过图１．６小体元左右两个面的流量，还要计算
穿过前后和上下四个面的流量，其结果就是

ｕｔ＝

ｘ
（Ｄｕｘ）＋ｙ

（Ｄｕｙ）＋ｚ
（Ｄｕｚ［ ］） （１．８１）

　　同样，如果扩散系数在空间各处是均匀的，则式（１．８１）可化简为

ｕｔ－ａ２（ｕｘｘ ＋ｕｙｙ ＋ｕｚｚ）＝０ （１．８２）
即

ｕｔ－ａ２Δｕ＝０ （１．８３）

　　另外，如果在所研究的区域存在源，当扩散源的强度ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）与浓度无关时，则
扩散方程为

ｕｔ－ａ２Δｕ＝ｆ （１．８４）

　　如果源的强度与浓度成正比，则扩散方程可修改为

ｕｔ－ａ２Δｕ＋ｂｕ＝０ （１．８５）

其中，ｂ是待定系数，需要根据具体问题的分析确定，如在放射性衰变过程中，ｂ＝ｌｎ２τ
，τ

为半衰期。

１．２．３　稳定场方程的导出

所谓稳定场方程，是指我们研究的各种物理现象处于稳定状态（即场分布不随时间而
变化）时所满足的偏微分方程。

１．稳定的浓度分布方程

显然，对于前面讨论的扩散运动，如果持续下去，最终会达到稳定状态，浓度的空间
分布不再随时间变化，即ｕｔ＝０，则由式（１．８４）得稳定的浓度分布方程为

ａ２Δｕ＝－ｆ （１．８６）

　　这就是数学中的泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）方程。如果没有源，则由式（１．８３）可得稳定场方程为

ａ２Δｕ＝０ （１．８７）
称此式为拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）方程。

２．稳定的温度分布方程

同样，如果依据热传导方程来考察稳定的温度场特性，即在热传导方程中当物体的温
度趋于某种稳定状态时，这时温度ｕ已与时间ｔ无关，我们就称此状态为稳定的温度场分
布状态。显然这时有ｕｔ＝０。同样由式（１．６８）可得稳定的温度场分布方程为

ａ２Δｕ＝－ｆ （１．８８）

　　这也是泊松方程，如果没有源，则由式（１．８３）可得稳定的温度场方程为

ａ２Δｕ＝０ （１．８９）
此式同样也是拉普拉斯方程。
事实上，上面两个稳定场过程的推导都是从输运方程取极限情况得到的。从其满足的

方程可以看到，稳定场方程与时间无关，是关于空间的偏微分方程。

３．静电场

在充满介电常数ε的介质区域中，有体密度为ρ（ｘ，ｙ，ｚ）的电荷分布，试研究这个区
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域中的静电场的分布特性。
我们知道，由于静电场中存在电势函数Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）满足

Ｅ＝－Ｖ （１．９０）
其中，Ｅ为电场强度。显然，要研究区域的静电场分布特性，只需要研究此区域中电位函
数Ｖ 所遵循的规律即可。
所以，在研究的区域中，任作一封闭曲面Ｓ，其所包围的空间区域为τ，则由介质中静

电场中的高斯定理，得

∮Ｓ
Ｅ·ｄＳ＝ １ε∫τρｄτ （１．９１）

由高斯公式把面积分化为体积分，得

∮Ｓ
Ｅ·ｄＳ＝∫τ·Ｅｄτ （１．９２）

　　由于τ是任意的，因此

·Ｅ＝ １ερ
（１．９３）

将式（１．９０）代入式（１．９３），由矢量场运算得

ΔＶ ＝－１ερ
（１．９４）

　　这就是介质中的静电场满足的泊松方程。如果是在真空中，有ε＝ε０。同样，如果我们
所讨论的区域中无电荷，得

ΔＶ ＝０ （１．９５）
仍然是拉普拉斯方程。
至此，我们已从三个方面推导出了物理上的三类典型方程，由以上的推导过程可以看

出，建立（导出）数理方程一般要经历以下三个步骤：
（１）对所研究的问题做数学抽象表述，从所研究的系统中划出一小部分，即微元作为

研究对象，分析相邻部分与这一小微元的相互作用。
（２）根据相关领域中的物理学的规律（如前面所用的牛顿第二定律、能量守恒定律、高

斯定律等），以数学表达对微元的这种作用关系。
（３）化简、整理后取相应的极限过程，即得到数学物理方程。
显然，以上三类常见的数学物理方程并非能包揽物理学中的一切问题。例如，量子力

学中的薛定鄂（Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ）方程：

ｉｈφ
ｔ＝－

ｈ２

２μ
Δφ＋Ｕ（ｒ）φ （１．９６）

其中，ｈ是约化普朗克（Ｐｌａｎｃｋ）常数（ｈ＝ｈ／２π，ｈ为普朗克常数）；μ为粒子质量；φ（ｒ，ｔ）

为波函数；Ｕ（ｒ）是势函数；ｉ为虚数单位， 槡ｉ＝ －１。

还有反映孤波问题的ＫｄＶ方程

ｕｔ＋σｕｕｘ＋ｕｘｘｘ ＝０ （１．９７）
其中，σ为常数；ｕ（ｘ，ｔ）为位移。
方程（１．９６）和（１．９７）均不属于上述的三类方程。针对不同的物理问题，需要我们根据

具体问题按照上面所述的建立方程的方法来具体分析。
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