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分量为函数的矢量（ 普例如 称为矢量函数

通的函数则称为纯量函数或标量函数

对于矢量或矢量函数，除了用到它的线性运算之外，还会用

到下列运算：

第一 算子与场章

场是物理学中的一个重要概念，场方程是数学物理方程的一

部分 本章中介绍的哈密尔顿（ 算子是场论中的一个

算符，在本课程的各章中都要用到它

算子与三第一节 度

本节介绍 算子在空间直角坐标系中的表示及其计

算性质

一、矢量的运算

设 是空间直角坐标系 为了方便使用和表示起见，常

将其坐标记作 ， ；而各 位矢坐标轴正向单，

量 依次记作

数量积（或点乘）
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）矢量积（或叉乘）

）偏导数

） 其中积分

， ）均为纯量函数

注意：非特别申明时，本书中总假定所涉函数具有所需的连

续的各阶偏导数

二 、 算子

算子的定义

算子记作 ，它是矢量形式的偏导算子 在三维

中，空间直角坐标系 它的表达式为

（ ）

也可按矢量记法简记作

在一维空间与二维空间中，分别有

下面主要讨论三维空间的情形，结论可以相应地推广到一、

二维空间中
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关于 算子的计算

算子表达式中可从 以看出，它在运算中应既具有矢

设量性质，也具有 数，则有微分性质 ）是纯量

是矢量函数，其设 中 均是

的纯量函数，则按空间解析几何中定义的运算，有数

量积（或点乘）

及矢量积（或叉乘）

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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注意：非特别申明时，本书中总假定所涉函数具有所需的连

续的各阶偏导数

例 在直角坐标系 中，设 ）为动点，

为定点，又

分别计算 ， ， ，

解　　按定义，有
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例

求证：

是纯量设矢量函数 ，其中 函数

，证 设 则
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，规定为

（

，规定为

（

（

（

三、梯度与方向导数

纯量函 ）的梯度记作数

沿 规的方向导数记作方向

定为

四、散度与旋度

设矢量函数 其散度记作

其旋度记作 ，规定为

利用它们，高斯（ ）公式可简写作

的边界曲面其中： 是； 的外法线是空间区域 方向矢量

斯托克斯（ ）公式可简写作

（
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△

算子是纯量算子，在直角坐标系

对纯量函数 ，有

对矢量函数

在一维与二维直角坐标系中，

未知函数的方 称作程

在某区域内满足

函数，调和函数是一类重要函数

是 的 是 的正向单位其中： 边是有界曲面； 矢界曲线；

量 ； 是 的外法线方向矢量

五 算子、

为方便计，常将相同两个矢量 的数量（或矢量算子）

积记 ，即作

或△，拉普拉斯（ ）算子记作 规定为

（

下，由式（ 有

，有

（

算子依次为

方程

方程的函数 称作该区域内的调和

例 的定义求证： 是调和函数，其中 见例

证　　在直角 中，按定义计算，有坐标系

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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是调和函数

六、三度的计算公式

梯度、散度与旋度统称作三度，它们具有下列运算性质：

为常数为常数） ）

所以

为常矢）

为常数）

为常矢）

为常矢）
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这些公式 的定义及数量积与矢量积的相应运均可按算子

算公式予以证明，这里不一一证明

例 求证：公式

证　　我们仅在三维情形作证明，有

第二节　　场与场方程

本节介绍场的概念、性质以及一些场方程

一、标量场与矢量场

作用于一定范围的量叫做场

如果对于空间区域 内任意点 ，均有唯一纯量函数值 ＝

与之对应， 是则称 内的纯量场或标量场 例如，温度

场、密度场均为纯量场

梯度与方向导数是刻画纯量场的重要物理量

内任意点 ，均有唯一如果对于空间区域 矢量函数值

与 是之对应，则称 内的矢量场 例如，力场、磁场

均为矢量场

旋度与散度是刻画矢量场的重要物理量

二、无旋场及其位势

的矢量场 称为无旋场满足方程
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是以为 边界的曲面 故曲线积其中 分

与路径无关 ，用它们之取两点

间 的直 线 段为 积分 路 径 ，则 由积 分 中值 定理 知 ，有 点

，使 得

所以

上式中令 ，得

定理 在空 内，矢量场间凸区域 为无旋场的充要条

件是：存 ，使得在纯量函数

证　　充分性 设存 则由使得在纯量函数

三度运算性质，有

可见 为无旋场

设 为无必 旋要 场性 则 内的任意封闭对于空间区域 曲

公线 ，由 式，有

类似地， 所以可得

设场 的满足 的纯量函数“称作场
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位势 由高等数学知，

例

无旋场，并求其位势

解　　由例 知，

得其位势为

三、无源场及其矢势

满足方程

定理

是：存在矢量函数

证　　充分性

由三度运算性质（

所以 为无源场

必要性 设

则有

的位势 可用如下公式算得

求证：矢量场 ）是

按公是无旋场，故 式（

的矢量场 称为无源场

在空间区域 内，矢量场 为无源场的充要条件

，使得

设存在 则，使得矢量函数

，有

（

为无源 取场

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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定理中的

定理 为无源场，矢量内，设矢量场

的矢是 的矢势 势的充要条件是：存在纯量函

数 ，使得

证 则设

是 ，使得无旋场，由定理

，即

反过来，设存在 则纯量函数

故

称 的矢势作

在空间区域

也则矢量 是

也 的矢势是

知 存在纯量故 函数

使得

故 也是 的矢势

例 求证：矢量场 是无源场，并求其全部矢势

证　　　 所以知， 是无 又源场　由例

按照定理 的证明， 的一个矢势为
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由定理

其中，

知， 的矢势的一般表达式为

是任意可微纯量函数

四、两类场方程

的方程设场 为

其中 为已知纯量函数 前一方程表示 为无旋场，故由定理

知，存在纯量函数 ，使得 把它代入后一方程，得

（ ）

这样的方程叫做泊松（ ）方程，从中解出 即可得

设场 的方程为

其中 为已知矢量函数 前一方程表示 为无源场，故

，由定理 知，存在矢量函数 使得 又由定理

知，任意纯量函数 ，均使得 也是 的矢势，即有

把 代入后一方程，得
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第三节　　正交曲线坐标系下的

本节所述的关于曲线坐标系的理论

一、曲线坐标系

矢量函数

设 是直角坐标系，

正向的单位矢量 设变换

，

用三度运算公式（ ，得

）

则由　上式满足为求得 ，设未知矢量 得

（

上面的方程组叫做 方程组，从中解出 即可得解

方程在以后的章节中将得到讨论

算子

许多物理问题可以通过恰当选取坐标系来化简，而这需要用

的各个偏导数为

依 次 是 沿 坐 标 轴

（

如果其耶可比（ ）矩阵
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称为终端矢量 如果 中的三个函数不全是线性函数，变换（

，而则当固定 与 让 变动 便画出一条曲线，时， 此曲点

线称作坐标曲 与线 类似地，有 是坐标曲线 ，故 称

由变换（ ）确定的曲线坐标系，如图 所示

存在且可逆，则由数学分析知，存在逆变换

动表示这时，空间中点可用坐标 表示，也可用坐标

点 的向径

图

对把终端矢量 求偏导数，得
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称作尺度因子，矢量组 称作活动坐标架（或

活动基），尺度因子与活动坐标架均随点而变 不难验证，活动

坐标架 是规范组，即有

设

其中

则由式（ ，得

（

上式即为在变换 即为从基（ ）下的基变换公式，
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到活动基

设

活动坐标架

则称坐标系

定理

交矩阵，即

证　　　　由下式即

的过渡矩阵

二、曲线坐标系的正交性

是由变换 ）所确定的曲线坐标系 如果它的

在任意点处总是正交组，即若

是正交的，亦称变换 ）是正交的

是正交曲线坐 是正标系等价于过渡矩阵

二维空间的情形与上述类似

例 平面极坐标变换为

所示，求其如图 尺度因子及活动坐标架，并证明此变换所确

是正交曲线定的坐标系 坐标系

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


