
前 言

不管一个人对于数学史方面的书籍如何熟悉，他往往还是乐于发

现一本新书，看看书中对某个论题是怎样处理的。在这一方面，斯科

特博士已毋须我们再进行介绍。他早年关于华莱士和笛卡儿的著作

已显示出他在这一方面的专心致志和博学，这两本书是基于他对原始

资料的系统研究而写成的。在写现在这本书的时候，他遵循了同样的

方针，并且涉及的范围更为广阔。他广泛地说明了一个数学家，特别

是当他首次作出闻名于世的伟大发现和发明时，实际上说了些什么，

以及是怎样说的。

于是我们就对从莱登纸草到现代计算方法的详细描述获得了栩

栩如生的印象。让人高兴的是斯科特博士对于埃及、巴比伦和中国最

早期的数学作出了如此充分的说明。通过以往 缘园年来学者们的工
作，关于这个古代的时期，尤其是关于这一时期中的算术知识以及实

际上的代数方法人们了解得已经很多。希腊人对数学出色的贡献久

已被人们所认识，而现在我们对他们在萌芽时期的发展又知道得更多

了。作进一步说明用的插图的选择是恰当的，每一幅都经过了细致的

审查，并给我们以更多的教益。这些插图反映了作者们的特色———例

如巴罗对欧几里得著作富有生气的译文，当学童们学习欧几里得几何

时，这个材料仍是一座“笨人难过的桥”①。例如后来成为牛顿的分析

方法的奠基石的欧几里得的著名引理，例如关于乌特勒的丰富多彩的

符号，这些符号是对他的许多学生（而且往往是有名的学生）的巨大启

发的源泉。

① 笨人难过的桥：原文为责燥灶泽葬泽蚤灶燥则怎皂，指欧几里得《几何原本》中命题“等腰三角形两
底角相等”。———译注



有些地方斯科特博士离开了编年史的次序，细致地按照论题来汇

集发展史实，一次只致力于一个分支。例如，一直到建立解析几何的

历史谈完以后才提出关于对数的历史，这里极为清楚地表现出了时间

顺序上的间断。事实证明，这样的处理方法是有好处的，特别是对那

些主要兴趣在于每次不停顿地探索一个分支的读者来说更是如此。

人们对将二项式定理联系到《原理》一书的一章产生了深刻的印象，在

一位大师手中这本书是说明物理概念和数学结构之间相互作用的有

益的提示。斯科特博士依靠他对数学史的驾驭自如的能力写出了一

本富有激励性的好书，我把它推荐给学生，也包括教师。

匀援宰援特恩布尔

圆 辕数 学 史



作 者 序

人类曾经花费了辛勤而艰巨的劳动以建立一个宏伟的结构，在这

个结构的基础上产生了近代数学。对这种结构的建立过程的考察不

能不引起人们的惊奇和赞叹，对专家来说是如此，对所有认识到数学史

和文化史之间的联系是多么密切的人们来说更是如此。令人感到鼓舞

的是：近年来人们对研究数学知识发展的兴趣已日益增长，这种兴趣的

反映即是在过去几十年中出现了这么多关于数学史的优秀论著。

循着我们前辈们在建成的数学这样一座巍峨大厦中所从事的事

业的历程前进，没有什么事比这个更令人高兴和具有诱惑力了。然

而，并不是每个人都有机会或者空闲能查看原始的著作和手稿。承蒙

英国皇家学会会长和委员会、剑桥大学高等学院和剑桥三一学院院长

和研究员们，以及大英博物馆管理委员们的好意，作者才能够不受限

制地利用他们所拥有的著作和文件。本书希望它的出现会对那些不

能有幸运地享受这些方便的人们有所帮助。

本书内容涉及到从上古时代到员怨世纪初的这段时期。在过去大
约员园园年中，数学已经变得极为高度地专门化，发现数学新成就的步
伐已经加快到这样一个程度，以致很少有人会贸然尝试涉猎近年来各

种成就的所有方面。但是，在本书附录中仍然指出了某些主要的发展

方向。虽然在人物小传中并未突出其细节，但我认为没有一些这样的

细节也将会留下严重的缺陷。所以，在附录一中就包括了本书提到的

某些比较重要的人物的简略生平。

这本书是为了跟踪过去 圆园园园年当中主要数学概念的发展。所
以，在这本书的篇幅中几乎找不到孤立的事实。按照这个目的，作者

认为，从过去的数学家们的著作中广泛地引用材料是合适的，因为只

有用这种方法才能对他们在劳动中所碰到的巨大困难作出公正的评此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



价。人们往往体会不到这些困难是多么巨大。我们有这样的倾向，就

是忘记了自从人类第一次学会使用像小数和对数这样强有力的辅助

计算工具以来，不过才经历了相当少的几个世纪，更不用说微积分和

近代的几何方法的出现，更只有短短两三百年了。说实在的，用不着

回溯多少世纪，就能找到这样的数学家，他还未能接近一种精密有效

的记数制。

作者认为，对于说明从上古时代到员怨世纪初期数学的发展史，这
项工作规模如此宏大，以致不可能要求写得很详尽。虽然如此，作者

还是希望能解释得足够清楚，以便认真学习的学生的需要至少可以部

分地得到满足。此外，作者还希望又一本数学史著作的问世将会刺激

出版其他的佳作以弥补本书的不足。关于数学的漫长历史的著作，书

后列了一个范围较广的书目，其中大部分都不难找到。这个书目不仅

对教师，而且对研究数学的学生也会有所帮助。

作者深深地感到，如果不是许多对数学史有着浓厚的兴趣和渊博

的知识的知名人士的真诚帮助，这本书的出现是不可能的。对特恩布

尔教授，作者深致谢意，不仅因为他为本书写了前言，而且因为他对原

稿作了严格的批评，并提出了许多很有价值的建议。阅读本书中的证

明步骤这一艰难而又吃力的任务，由威斯敏斯特学院科学学士

耘援耘援艾郎蒙哥欣然承担。他还对本书提出了仔细斟酌过的意见，作者
对此深表感谢。作者还要感谢科学学士 耘援阅援阅援斯科特，他帮助阅读
了书中的证明并协助绘图，感谢英国皇家学会会员 粤援里奇·斯科特博
士，他对本书的兴趣曾经是对作者的巨大鼓励。

对于皇家学会过去和现在的职员，作者表示最诚挚的感谢。前图

书管理员匀援宰援鲁宾逊先生无保留地向作者提供他渊博的古籍知识。
现任图书管理员 陨援凯伊先生和助理管理员 晕援鲁宾逊先生也都不辞劳
苦地使编写本书的工作能尽量得到方便。

以上提出致谢的名单是不完整的，除此我们还得提到 栽葬赠造燥则驭
云则葬灶糟蚤泽有限公司的各位职员先生，作者感谢他们真诚的礼貌和耐心，
以及他们对出版本书的关注。

允援云援斯科特
员怨缘苑年员圆月

源 辕数 学 史
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第一章

上古时代的数学

对于科学史家来说，上古时代最重要的要算是亚述人、巴比伦人、

埃及人和腓尼基人了。其中只有巴比伦人和埃及人对数学进展有某

些显著影响，他们单独提供了经得起科学分析的知识核心。随着我们

的这些古文化知识的增加，我们越来越清楚地看到，我们子孙后代应

当对这些好几千年前就居住在底格里斯—幼发拉底河以及尼罗河广

阔河岸上的民族给予多大的感激啊！

大约在公元前缘园园园年，中亚细亚有一个爱好和平的、有艺术修养
的并且有才干的民族离开了他们的家园，落户在底格里斯—幼发拉底

河谷（美索不达米亚）。他们和当地居民混合起来产生了一个新民族，

叫做苏美尔族。在他们手里，文化达到了比往日更高的水平。他们居

住在波斯湾尽头旅行商队路线的必经之地，所以养成了从事商业的兴

趣，这迟早是要导致数学方面的知识的。从他们发明的灌溉系统可以

明显看出，他们已经具有相当可观的工程技能。甚至在今天，仍可看

到巨大运河网的遗迹，有些运河的规模相当大，不仅可以灌溉土地，而

且还可以提供适当的排水系统。从他们留下的珍贵美术品来看，他们

已经有不小的艺术才能。在外来者当中，有些人定居在美索不达米

亚，另一些人则在尼罗河谷找到了新居，他们把苏美尔人的影响和知

识带到了埃及。这里的文化曾达到了很高的水平，数学和医学尤为突

出。

由于研究了这些原始人类遗留下来的工具和武器，考古学家已能

想像出他们的一些生活习惯。目前的证据还比较零碎，尽管如此，仍

有确凿的证据说明初等数学已在他们的生活中起了不小的作用。从

实物交易中产生了计数和加法以及度量衡方面的基本运算；在装饰品



的粗略制作中就会逐渐发展起对简单几何图形的了解，这些装饰品现

在还可以在他们的庙宇和岩洞的墙壁上看到；土地测量显然用到了一

些几何图形，这无疑要导致一定的几何知识的获得；此外，依靠农作物

生存的人需要有某种形式的历法来指示季节循环。尽管如此，数学的

进展还是缓慢的。原始人只是注意生存斗争，除了猎取食物和本身安

全以外，什么都考虑不到。

在上面提到的肥沃原野上，有两个强大的王国分外繁荣。每个王

国的人们都逐渐发展出了一套技巧，经过几千年，至今仍使人感到惊

奇和钦佩。但他们的成就都是经验知识的结果。无论是巴比伦人还

是埃及人，我们都没有证据说明他们对自然现象曾作过耐心的仔细考

察，有过那种概括推理的能力，而缺少它科学甚至不能开始。

埃 及

我们首先转向埃及。如前所述，在数学和医学领域里，埃及有着

显著成就。这里我们关心的是前者。商业上和政府中的日常事务导

致普通算术运算的知识，这些知识很早就成了普通常识，特别是对有

闲暇研究它们的祭司阶级来说。埃及的计数制度是十进制，其原理始

终是加法。一划表示员，两划表示圆，依此类推；数字员园是用一个形如
反写的大写字母哉的符号来表示，两个这样的符号表示圆园，如此直到
怨园；员园园是用新的记号来表示，像一根卷起来的绳子；还有一个记号像
一朵莲花，表示 员园园园；再一个记号像一根竖着的弯曲手指，表示
员园园园园，如此直到员园园园园园园。每个记号都可重复使用怨次。只要查查
俘获大量俘虏的数目（这些数目无疑是被大大夸大了的），就可以弄清

楚埃及人在表示大数方面是毫无困难的。①但是，在他们的符号缺乏位

置上的意义时，这种记法很麻烦，为了表示大数，必须用相应多个符

号。例如为了表示数字怨愿远，至少要用圆猿个符号。乘法和除法的运算
可以化为一系列需要每次倍乘的运算，例如苑员乘以员怨要用如下方法

① 根据目前保存在牛津 粤泽澡皂燥造藻葬灶博物馆的第一王朝时期（公元前猿源园园年以前）的正
式王室权标上的记载，当时曾俘获过员圆园园园园名俘虏，源园园园园园头牛，员源圆圆园园园只羊。（历史学
家把古埃及的历史划分为猿园个或猿员个王朝。———译注）———原注
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得到结果：

圆伊苑员越员源圆
圆伊员源圆越圆愿源越源伊苑员
圆伊圆愿源越缘远愿越愿伊苑员
圆伊缘远愿越员员猿远越员远伊苑员
圆伊苑员越员源圆越圆伊苑员
员伊苑员越苑员越员伊苑员

最后猿个数的和就给出所求的乘积。除法结果可通过把上述步
骤反过来而得到。如果乘以员园，只需把单位符号改写为员园倍的符号，
依此类推。在乘以圆，缘和员园的时候，用这种方法不失为一种捷径，这
对日常需要来说已经够用了。食物分配和土地分派都要使用分数，而

这些事是经常遇到的。但是，他们的做法要求有相当的才能。埃及人

表示分数的方法是把分母写出来，再在上面点一点或者画一个卵形

线。这种记法有一个明显缺点，就是只有形如
员
灶的分数（灶是整数）才

能这样表示。分数
圆
猿或（员原

员
猿）的写法是例外，这个分数有它自己的

特殊符号；除此以外，凡是分子不等于 员的分数都要分解成若干以 员

为分子的分数之和。例如
圆
员猿要写成

员
愿，
员
缘圆，
员
员园源。那时没有加法符号，

所以就用几个数并列的方法表示加法运算。由于有这些限制，当时不

得不编制出一些表来说明如何把分子不等于员的分数分解成分子等
于员的分数之和。分解的实际情形可在莱登纸草①上的一张表中看

出，在这张表上，所有形如
圆
圆责垣员的分数均被分解成以员为分子的分数

之和，此处 责表示员到源愿的任一整数。例如：
圆
缘越
员
猿垣
员
员缘

圆
苑越
员
源垣
员
圆愿

① 古埃及时代，有一种繁生于尼罗河泛滥后所形成的池塘和沼泽地里的草，可用来造

纸，把这种草从纵面劈成小条，把它紧挨着放在光滑的木板上，加以压榨、晒干，就成了黄色

纸页，粘成一个长卷，用来写字，叫做纸草。莱登纸草是在员愿缘愿年由英国收藏家莱登所发现
的纸草，长缘源源厘米。此外还有由俄国学者郭列尼舍夫在员愿怨猿年获得的目前保存在莫斯科
的莫斯科纸草，这些都是记录数学纸草。———译注

第一章 上古时代的数学 辕猿



圆
怨越
员
远垣
员
员愿

⋯

直到
圆
怨怨越
员
远远垣
员
员怨愿

如果分数的分子不是圆，则采取如下程序：假定这分数是 苑圆怨，先把

它分解成

员
圆怨，
圆
圆怨，
圆
圆怨，
圆
圆怨

这些分数都可通过查表化简。将结果整理后，最后的答案取下列形式：

苑
圆怨越
员
远，
员
圆源，
员
缘愿，
员
愿苑，
员
圆猿圆

这种处理分数的方法是很麻烦的。例如莱登纸草上说，如果将 怨

个面包平分给员园个人，则每人所得一份是 员缘，
圆
猿，
员
猿园。虽然如此，这种

方法似乎已能适当满足记录者的需要。现在还没有线索说明这些表

是怎样或是由谁编出来的。也许它们是几个书吏共同努力的结果，通

过试验而得到的。

莱登纸草的发现以及 员愿苑苑年艾森劳尔对它所作的解释，对我们
了解埃及的数学有相当大的帮助。这个文件上标有许多标题，例如：

《渗入事物的准确计算》、《生活知识》、《玄机释义》、《秘密大全》等，发

表日期大约是在公元前 员远缘园年，但它是许多世纪以前编写的一件作
品的手抄本，由一个叫做阿赫姆斯的高级祭司所完成。这个文件表明

埃及人已经发明了解决初等代数问题的方法。“有一堆①其
圆
猿，其
员
圆，

其
员
苑及其全部，共为猿猿，这个堆是多少”，用现代的记法写出来就是：

曾垣圆猿曾垣
曾
圆垣
曾
苑越猿猿

这个问题被正确解出了，答案是 曾越员源圆愿怨苑。但其分数部分被分成了几

个分子等于员的分数之和，写成：
员
源，
员
怨苑，
员
缘远，
员
远苑怨，
员
苑苑远，
员
员怨源，
员
猿愿愿

① 埃及人把未知数叫“堆”。———译注
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纸草中有一个问题说明当时已有算术级数的知识。用现代的话来说，

这个问题是：要把员园园个面包分给缘个人，各人所得的份数构成一个算

术级数，并且前猿人所得总数的员苑等于后圆人所得之和。这个问题的

解法早在中世纪就已成为很普通的方法，当时称为正伪法（则藻早怎造葬枣葬造鄄
泽蚤）。阿赫姆斯令第一项最大，这使得公差是负数。他把首项和公差分
别称为 葬和凿，写出了

葬垣（葬原凿）垣（葬原圆凿）
苑 越（葬原猿凿）垣（葬原源凿）

由此便得 凿越员员圆（葬原源凿）。因此公差是最后一项的缘
员
圆。现在，让我

们接着阿赫姆斯，令最后一项为员，于是此级数是

圆猿，员苑员圆，员圆，远
员
圆，员

但其和仅为远园，而它应当是员园园。所以每一项应当乘以员园园远园，因此我们

得到下列结果：

猿愿员猿，圆怨
员
远，圆园，员园

缘
远，员
圆
猿

另一个问题是：员园袋大麦分配给 员园个人，要从第一个人起，每人所得

份数依次增加
员
愿。问第一个人所得份数是多少？依照上述推理可以

证明，答案是
苑
员远，即
员
源，
员
愿，
员
员远。

在希克索斯纸草① 中，有一个问题涉及到几何级数的知识。一位

妇人的家里有苑间贮藏室，每间贮藏室里有苑只猫，每只猫捉了苑只老
鼠，每只老鼠吃了苑棵麦穗，每棵麦穗可以长出 苑升麦粒。在表示贮
藏室、猫等的图画旁边，写有数字苑，源怨，猿源猿，圆源园员，员远愿园苑。贮藏室、猫、
老鼠等的总数是给出了，即 员怨远园苑，但没有指出是用什么方法得到这
个数的。毫无疑问，这个问题的作者是用逐项相加这一简单方法得到

解答的。没有证据说明作者使用了求和公式，抑或确实是用到几何级

数的什么性质。其他问题都是纯实用方面的，例如根据给定的谷物数

量确定面包的数量，家畜头数的计算等。

这些纸草表明，埃及人在几何方面也能解决某些有实用价值的问

① 参看云造蚤灶凿藻则泽责藻贼则蚤藻，栽澡藻宰蚤泽凿燥皂燥枣贼澡藻耘早赠责贼蚤葬灶泽，愿怨页。
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题。他们提出了计算土地面积、仓库容积、粮食堆的体积、石料和其他

建筑材料多寡等的法则。他们没有给出理论结果，也没有给出计算程

序的一般法则。埃及人从未发现过一个实用公式，也没有证据说明他

们对日常生活以外的问题感到过什么兴趣。埃及人只要自己的数学

知识能应付日常生活中的问题，就已感到满足了。建筑师和测量员的

需要，要求有初步的几何知识，但没有证据说明，埃及人曾对几何图形

的性质有过什么兴趣，更不用说有什么东西能促使他们去证明自己作

图方法的正确与否了。虽然如此，他们在建筑活动中达到的精确度还

是非常高。在基奥普斯王朝（公元前 圆怨园园年左右）时代建筑起来的金
字塔，是由许多巨大的石灰石块组成。雕刻这些石块的精密度是惊人

的。金字塔本身建筑在一个非常接近于正方形的基座上，基座每边的

平均长度是苑缘缘郾苑怨英尺，任何一边与此数值相差不超过源员圆英寸，正

方程度和水平程度的平均误差微乎其微。塔基各边的取向是一个明

显的证据，说明埃及占星家曾作过非常仔细的观测，其中有两边差不

多是指向正北和正南，另两边的设计与垂直线的偏差至多为 猿厘米，
这应当说是非常惊人的成就。塔高 源愿员郾源英尺，塔基周长猿园圆猿郾员远英
尺，后者与高度之比非常近似于圆的周长与其半径之比。和上古时代

的许多其他民族一样，埃及人似乎也已熟悉这样的事实：如果三角形

三边的边长与 猿，源，缘三个数成正比，则此三角形是直角三角形。但
是，没有可靠的证据说明他们在建筑活动中曾用过这个事实。德谟克

利特（公元前源远园年 ～公元前猿苑园年）曾经骄傲地自夸说：“在不加证明
的平面图形作图方面，还没有谁能胜过我，甚至连埃及的测量员也不

能。”但这并不意味着能胜任测定神殿方位的测量员曾经用过上述定

理，也没有迹象说明他们在工作中曾用过力学原理，甚至建立这样一

个伟大建筑物所用的工具也是极为简单的。杠杆和斜面是用到了，但

是其他简单机械，甚至轮轴和滑轮，也可能他们都不知道。当时没有

使用这些机械的任何实际需要。奴隶劳动力已经够多了，对于担负这

些工程的监工者说来，时间和劳动力的浪费是无足轻重的。①

在连小小一块良田国民都不能忽视其耕种的国家里，在一个土地

所有权的观念大大关系到所有者切身利益的国家里，测量技术会显得

① 另一方面，驾驭和供养这一大群人的问题会产生一些极为复杂的问题，这些问题迄

今尚未得到令人满意的答案。

远 辕数 学 史

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



越来越重要。基于这一事实，埃及人在这个数学分支中必然会得到某

些显著结果。尼罗河周期性泛滥之后为了重划地界，需要有高度发达

的土地测量技术。希罗多德叙述道，为了使征收赋税公平合理，萨斯

特雷斯（拉美西斯二世，公元前 员源园园年左右）曾将埃及的土地划分为
相等的矩形（或正方形）小块。然而，尼罗河涨水引起的每年一度的洪

水，扫除了这些小块的界限，因此不得不派测量员去重新校对征税额。

莱登纸草上载有员怨个关于土地面积和谷仓容积的问题，这些问题都
以惊人的准确性被算了出来。纸草的第三片讲到如何去确定正方形

和矩形、三角形和梯形以及能分割成这些形状的土地面积。前二者的

面积计算结果是正确的，至于三角形和梯形，则有一些疑点。有一个

图形画的是一个底边长度为源的三角形。另外两边之一量出来是员园，
而面积注明是圆园。这就发生一个问题：这三角形是否是等腰的。如果
是的话，上述答案就是不正确的，抑或是直角三角形？在此情形下答

案就是正确的了。虽然一般认为这个三角形是要画成等腰的，但无法

理解的是，已经具有相当丰富数学知识的埃及人竟会产生这样的错

误。很可能是因为这个图画得太拙劣，只是一个粗略的草图，所以看

起来像一个等腰的三角形而实际上是直角三角形。同样，有一个显然

为等腰的梯形面积注明是 员园园，而预期应为 怨怨郾愿苑缘。但这也许同样可
以归咎于作图方法拙劣的缘故，在两条看来是相等的边当中，有一条

也许是垂直于两条平行边的。

关于圆面积的计算，埃及人的结果比上古时代任何其他民族的结

果都更准确，这从莱登纸草中的一个例子可以看出。例子是要求算出

一块圆形土地的面积。“有一块怨凯特①（即直径为怨）的圆形土地，其

面积多大？今取去直径的
员
怨，亦即 员”，作者直接写道，“则余 愿。作乘

法愿乘以愿，得远源。这个大小就是面积。”②纸草在同样方针的指导下
确定了一个直径为怨，高度为员园的圆柱形谷仓的容积。“首先给定谷

仓的周围是怨，高度是员园。今从怨中除去 员怨，剩下愿；将此数乘以愿，得

远源；再将此数乘以员园，便得远源园。”③ 由此可见，他们认为圆的面积等于

①

②

③ 云造蚤灶凿藻则泽孕藻贼则蚤藻，栽澡藻砸澡蚤灶凿孕葬责赠则怎泽，猿缘页。
悦澡葬糟藻，栽澡藻砸澡蚤灶凿孕葬责赠则怎泽援
古埃及的长度单位，员凯特（噪澡藻贼）相当于圆员米。———译注
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一个边长为此圆直径的
愿
怨的正方形面积，这个结果导致圆周长与其直

径之比是猿郾员远。
上一结果可能是用如下方法得到的。埃及人已经知道直棱柱的

体积等于底面积乘以高，并且知道这一结果在圆柱形仍然成立。所以

他们就取一个底面直径为 凿的圆筒，注水于其中，直到一定的高度，譬
如说 澡。再将水倒进另一立方体容器内，此立方体的边长也是 凿，并调
整水量直至其高度也达到 澡。现在比较两个容器里的水量，也许是用
称重量的方法，显然，它们与容器的底面积成正比，即成比（噪凿）圆颐凿圆，

此处（噪凿）圆是圆的底面积。这个比值被求出为远员愿源，据此便可得出上述

结果。

在另一问题中，一个直径为 愿的半球形碗的体积被求出是
员猿远郾缘猿。这导致圆周与其直径之比的一个不太准确的数值猿郾圆。
我们说过，埃及人已经知道如何计算圆柱体和直棱柱的体积。许

多问题中计算了这些形状的仓库的容积。但是，他们最惊人的成就却

在于两端是正方形的截棱柱体体积的计算。莫斯科纸草上清楚地说

过这个问题：“你这样说：一个截棱锥体远腕尺① 高，底面每边源腕尺，
顶面每边圆腕尺。你这样做：将 源自乘，得 员远（底边的平方越员远）。再
将源乘以圆，得愿，它就是底边乘以顶边。再将圆自乘，得源（顶边圆的平
方越源）。将 员远加 愿再加 源（底面、中截面与顶面的面积之和），得 圆愿。

再取远的员猿（高的
员
猿）得圆。再取圆愿的两倍，得缘远（三个面积之和乘以

高的
员
猿）。看，这个缘远正好就是你要求的体积。”

② 这个惊人的结果表

明，埃及人早在公元前 员愿缘园年就已熟悉确定两端为正方形的截棱锥

体体积的方法了。它也就是我们今天用公式 灾越澡猿（粤
圆垣粤月垣月圆）所

表示的方法。

土地面积的问题明白地指出这样一个事实：埃及人已经熟悉二次

方程。有一个这样的问题说明怎样把一个面积为 员园园的正方形分成

两个较小的正方形，使得其中一个正方形的边长是另一个的
猿
源。用现

①

② 云造蚤灶凿藻则泽孕藻贼则蚤藻：栽澡藻砸澡蚤灶凿孕葬责赠则怎泽，猿怨页。
古长度单位，由肘至中指尖的长度，约员愿～圆圆英寸。———译注。
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在的记号表示起来，就是要解方程组 曾圆垣赠圆越员园园，曾颐赠越员颐猿源。解这

个问题的人是这样进行的。作一个边长为员的矩形（正方形），并取其
猿
源为另一正方形的边。将这个数自乘得

怨
员远。因此总面积为 员垣

怨
员远或

圆缘
员远。再取这个数的平方根得 越

缘
源。取 员园园的平方根，得 员园。将 员园除

以
缘
源，这便得出愿。这就是一个正方形的边长，另一正方形的边长是其

猿
源。在别的纸草中也可以找到其他这类例子。

在谈埃及人的数学知识时，参考一下埃及的天文学是恰当的。和

所有上古时代的民族一样，埃及人很早就感到有必要建立度量时间的

方法了。巴比伦人和亚述人奠定了现代时间度量制度的基础。虽然

埃及天文学几乎毫无疑问是以巴比伦的天文学为基础，但是建立在天

体运动基础上的实用历法的引用，则应看成是埃及人的杰出成就之

一。太阳年的长短取决于人们对狼星（即现在的天狼星）和太阳同升

（即在日出之前最先看到狼星的升起）现象的观测，这个现象正好与尼

罗河的周期性涨落有着密切的对应关系，所以早在公元前 源圆源员年，祭
司们就建立了每年员圆个月，每月猿园天，另外再加缘天节日的制度。后

来的观测说明一年共有猿远缘员源天。由于那时没有每四年中闰一天，所

以月份逐渐同季节脱节，因此，如果某年狼星与太阳同升正逢第一个

月的第一天，则相隔苑猿园年之后，这个现象就会发生在一年的正当中。
再经过苑猿员年会重新一致起来，因此每隔员源远员年，首先看到狼星出现
的时刻会回到它原来的时刻。这段时间称之为狼星周期。

看来，埃及人对数学的主要贡献是：

员郾他们完成了基本的算术四则运算，并且把它们推广到分数上；
他们已经有了求近似平方根的方法。

圆郾他们已经有了算术级数和几何级数的知识。
猿郾他们已能处理包括一次方程和某些类型的二次方程的问题。
源郾他们几何知识的主要内容是关于平面图形和立体图形的求积

法。

缘郾他们在求圆面积以及把圆分为若干相等部分的问题上，已经有
了正确的知识。
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远郾他们已经熟悉比例的基本原理，某些人还从其中看到了我们今
天应称之为三角函数的那种观念的萌芽。

巴 比 伦

巴比伦人的贡献的重要性并不亚于埃及人，但和埃及人一样，他

们也没能建成一门系统的科学。关于巴比伦人的记载不如埃及人的

多。埃及人会用笔和纸（纸草），巴比伦人则用针在粘土泥版上刻写。

这些泥版经常是靠太阳烘干的。但是，保存这些记录的原样显然是困

难的，而且这种书写方式也会阻碍长篇论著的编写，因此在巴比伦人

的文献中没有像莱登纸草那样的东西，甚至像莫斯科纸草的东西也没

有。现在留下的一些记载包括公元前圆园园园年左右的一段时期，这些
记载清楚地指出了巴比伦人在数学和天文学方面的某些显著成就。

巴比伦人曾和埃及人长期保持着商业上的密切接触，他们和埃及

人一样，也很熟悉十进制。然而他们还补充了一种以 远园为基数的进
位制。关于这一点的证据来源是地质学家 宰援运援劳夫特斯 员愿缘源年于
森开莱（现在的拉山或拉莎）发掘出来的两块泥版。这两块泥版表明

巴比伦人已是高度熟练的计算者。其中有一块大概是汉谟拉比①（约

公元前 圆园园园年）时代的，上面载有一串数字，前 苑个是 员，源，怨，员远，圆缘，
猿远，源怨。由此显然可知，巴比伦人已经知道自然数平方的数列。但在
源怨或苑圆之后，发现这个数列中断了。在我们预期要发现 远源的地方，
看到的却是员郾源，其后跟着员郾圆员，再后是圆郾圆源，直到最后是缘愿郾员。这个
数列是无法理解的，除非假定有一个基数远园，亦即

员郾源越远园垣源越远源越愿圆

员郾圆员越远园垣圆员越愿员越怨圆

直到 缘愿郾员越缘愿伊远园垣员越猿源愿员越缘怨圆

因此，巴比伦人显然已经有了记数的位置观念，这使我们想起埃

及人对这点还是完全不知道的。然而，这个重要原则不久就被遗忘

了，没有证据说明它曾在希腊或罗马使用过。但是，要把圆园园园年以前
预见到现代的记数制度这一点归功于巴比伦人，那会是过分的。他们

① 巴比伦第一王朝国王。———译注
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的记数制模糊而不明确，容许有多种多样甚至矛盾的解释。他们用来

表示单位的符号也同样用来表示 远园圆，远园猿，⋯⋯甚至用来表示 员远园，
员
远园圆

等。同样，代表苑的符号同时可以表示苑，源圆园（苑伊远园），圆缘圆园园（苑伊远园圆）

或苑伊员远园，更不用说可以表示一大堆其他的数。那时没有表示零的符

号。根据与上述泥版不同的来源可以看出，巴比伦人是用留空隙的方

法表示数字中间的零，遇到不明确的时候，数字的真正数值就要从上下

文的语气来确定。的确，在这么多的可能性里进行选择是很困难的，因

此文句往往要能使读者不致把数字混淆起来，譬如把缘和猿园园（缘伊远园）或

缘伊员远园混淆起来。

因此，巴比伦人虽然在书写数字方面发展了重要的位置原则，但

数字的真正数值仍要靠智力来推测。森开莱泥版不能帮助我们解决

零究竟是如何表示的问题。即使这些泥版是照原样保存下来的，也不

能解决这个问题，因为在一个一直写到缘怨猿或圆园缘猿苑怨的立方数列中，
没有发现一个例子其中第二位是空着的，所发现的全是三位数。所以

问题仍然存在，在没有解决这个问题之前，把这个在西方直到中世纪

尚未出现的发现归功于巴比伦人会是过早的。

巴比伦人似乎已是数学表的积极编纂者。在他们的泥版中，刻有

乘法表、平方根表、倒数表等。他们表现出对几何级数是熟悉的。分

数经常用到，不过埃及人是令分子为常数并等于员，而巴比伦人则是令
分母为常数并等于远园。人们提出了许多理由来解释这种选择。毫无
疑问，有一个能被许多因子整除的分母是很方便的。然而，康托尔曾

提出一个意见说，这样做的根源可能是由于以下事实：早期的巴比伦

人认为一年共有猿远园天，在这段时间里太阳围绕地球转了一整圈。这
便导致圆之分割为猿远园度，每一度代表一天中太阳所走过的距离。巴
比伦人似乎已经知道这样的事实：等于圆半径的弦能够绕圆周截 远
次，因此圆可分成远个扇形，每个扇形的中心角为远园毅。
像埃及人一样，巴比伦人已经具有相当高的解题技巧。有证据说

明，他们已能解决一些在系数为整数的极简单情形下导致的三次以下

的方程的问题。他们的几何学已经发展到大致和埃及人相同的水平。

在阿拉伯的泰陆发掘出来的、目前保存在君士坦丁堡奥陶曼博物馆里

的一块泥版表明，巴比伦人已经有了确定许多平面图形面积的正确法

第一章 上古时代的数学 辕员员



则。这块泥版可以回溯到公元前 圆圆园园年左右。其中载有一幅被分成
员缘部分的大片土地的平面图，有 苑个部分为直角三角形，源个非常近
似于矩形，还有源个是梯形，其一边垂直于两平行边。每个图形的面
积都被正确地算出了，计算法则很可能是靠经验发现的。巴比伦人早

在公元前圆园园园年就有了毕达哥拉斯定理的知识，因为在那个时期，曾
有一个问题解出了一个边长为 源园和 员园的矩形门的对角线是 源员郾员缘，

即源员员缘远园，这个数值接近于准确值 源员郾圆猿员。他们把圆的面积取为圆周

平方的
员
员圆，由此似乎可以看出，他们认为圆周是直径的 猿倍。他们也

知道怎样计算许多立体图形的体积，包括圆柱体和平行六面体的体

积。

可以认为，巴比伦人已经知道如何去解含两个未知数的二次方

程。这个知识的产生是由于他们企图解决如下的问题：给定矩形的周

长和面积，试求边长，即解方程组 曾垣赠越葬，曾赠越遭。这个问题在上古
时代是很普通的，它也许是由于想反驳这样一种普遍流行的看法引起

的，即认为平面图形的面积唯一依赖于它的边长，因而具有同样边长

的图形就有相同的面积，就像圆和正方形的情形那样。只要这种看法

继续存在，它就会给投机商人提供无限的活动范围。这个问题曾遭到

希腊人的系统驳斥。巴比伦人的办法是靠经验，他们曾定出，边长保

持为常数的图形可以有不同的面积值。例如对一个周长为 源园的矩
形，所得的结果可列表如下：

葬垣遭越圆园
葬 遭 面积 葬遭
员园 员园 员园园
愿 员圆 怨远
远 员源 愿源
源 员远 远源

等等。

巴比伦人的天文知识是渊博的。它附属于占星学。虽然如此，他

们对星体运动的耐心观测却为我们以后在喜帕恰斯和托勒密的工作

中所遇到的问题的科学解决办法提供了必要的轮廓。巴比伦人的记

录是精确而连续的，他们根据对天体运动的观测非常准确地定出了天
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