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第一章　　数概念的发展与数性的因袭

从自然数到八元数

数，人类文明的伟大创造。人类在漫长而艰难的

争取生存、进行生产生活的具体实践中，终于超越了

原始的史前的动物数觉阶段，而创造了数，拥有了代

表人类文明的计数技能。人类对数的认识，经历了一

个由表及里、由浅入深的过程。今天，我们所拥有的

数系，已经构造得如此完备和缜密，以至于在科学技

术和社会活动的一切领域中，它都已成为一种基本的

语言和必不可少的工具。远古的计数技能也已经演变

到当今的数字化技术。我们今天在得心应手地享用这

份经过长期历史沿革的现成财富时，往往未曾想到前

人在形成和发展数的道路上所历经的曲折和艰辛。本

章的任务就是要对这一伟大的历程作一简要的描述。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第 4 页

一、数觉：人类数学的起源

“人类在进化的蒙昧时期，就已经具有一种才能，这种才能，

因为没有更恰当的名字，我姑且叫它为数觉。”美国数学家丹齐克

）在《数，科学的语言》一开头就说出的这句话，道出

了数学起源的真谛。数之道，起始于数觉。

从数觉到基数

数觉与计数完全不是一回事。计数是人们很晚以后才有的一种

能力，是人类特有的智力活动。数觉则不是人类特有的，一些动物

就具有很好的数觉。如某些鸟类就具有数觉 鸟还是动物中数觉

较差的一类。有人做过实验，鸟巢里若有 个鸟蛋，那么你可以安

然地拿走一个；但是你若拿走两个或三个，这鸟就要逃走了。鸟具

有区分二三的一种数觉能力。人类的数觉就是这样一种源于动物的

简单数觉。动物数觉是人类计数的史前史。据丹齐克认为，人的数

觉很少能超过 ，大体与动物数觉相当。如果人类停留在数觉这个

水平上，那么在计算方面，就不会比鸟类有多少进步。可喜的是，

人类终究学会了一种技巧，这技巧就是计数，并且正是因为有了计

数，才使得人类未来的生活发生了空前巨大的变化，使我们赢得了

用数表达我们的宇宙的惊人成就。如今的信息数字化技术与观念，

是否可以追溯到远古时期的原始计数技巧呢？

具体的东西总在抽象的东西之前。这是没有疑问的，但是，抽

象的东西是怎样产生于具体的东西，却是有着不同的看法。关于自

然数产生的最原始的根源，人们普遍接受的是一种“抽象说”和

“ 与发现说”。认为自然数是产生于发现了 条鱼的 头牛的
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（以及 或者说是从这些具体的 中抽棵树的 等等）是同一个

象出了数学的 。然而数学的 是如何 中抽象出的或发从具体的

现的，却没有一个令人满意的回答。我们认为，这种抽象说或发现

说纯粹是近现代人强加于远古人的。远古人的思维水平和认知能力

是远远没有达到具有“数学抽象”和“数学发现”这个层次的。他

们不可能直接从 条鱼、 头牛、 棵树中抽象出一个数学 或发

现一个数学

从具体 （ ”这个概念，而只能说“ 头严格讲，是不能说“

棵树”等概念）牛”或 到抽象 的认识，有一个漫长而艰难的

认知历程。根据有关资料，我们推测性地认为，整个过程至少包括

五个阶段。第一阶段是史前阶段，这时人们还没有明确的数字概

念，有的只是“多少”这个十分模糊的概念。“多少”只是用“一

群，“一堆”“一帮”这样的概念来表示。这是一种具体的直观的

（主要是视觉直观）概念。这有来自原始语言研究方面的证据。

第二个阶段是具体数觉阶段。这时人们开始从“多少”过渡到

对四五个具体事物能够分清的阶段，但这时还没有任何计数法。处

于数觉的高级阶段。

第三个阶段是具体计数阶段。这时人们大体认识到一二十（或

更多一些）个具体事物的多少，并有了最初的记数法。如石子记

数、结绳记数、刻骨记数等。但这时的记数并不是我们现在意义上

的记数。而只是这 条个大石头记 头牛，那 个小石头记那这

鱼。尚不懂得这 头牛， 条也可以代个大石子既可以代表 表

鱼。特定的一组记数，记特定的一组事物。

第四阶段是一般记数阶段。由于社会的发展，需要记数的具体

事物越来越多，越来越复杂。不仅具体的事物需要记数，而且看不

见的“抽象的”时间、活动等也要记数，人们不仅用 个石子代表

棵树等具体实物，而且开始用它代表 天、 次狩猎。当头牛、

这种经验十分丰富之后，人们便开始懂得并用同一堆（如 个）石
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个实 头牛不仅可以用子分别代表不同的 物。同时还会认识到，

条痕迹记数（刻骨）。这里需要特别表个石子记数，而且可以用

个明的是，这时人们认识 ）到同一堆（如 石子既可以记数 头

牛， 条鱼，甚至还可以记数 天等等，并不是因为人也可以记数

们事先发现这堆石子具有一般地记数各种事物的功能，然后才去这

样运用这堆石子记数，而是在于以往不断使用石子记数的过程中给

头牛、 条鱼这堆石子不断地赋予各种各样的意义（ 、 天等

等），也就是说 个石子，它的一般性，作为用来一般记数的

既可以记数这种事物，也可以记数那种实物 不是被抽象出来的

和发现的，而是被远古人的生活、生产实践所不断赋予的，是无意

识地强加上去的。即一般性不是抽象出来的，而是被赋予的。认识

到 个石子具有一般地记数的功能，便离抽象计数 自然数的产

生不远了。

第五个阶段是抽象记数阶段。这主要是从实物记数（石子、绳

结、刻迹）向文字（符号）记数的过渡，这个过渡的完成标志着抽

象记数的开始，也即自然数的产生。这时人们认识到 这个文字符

号（当然，不同民族有不同的记号）可以记数一切“ 个”个体的

事物。至此，记数达到了它成熟的阶段。

序数的产生与计数方法的成熟

以上所叙述的数还只是一种叫做基数的数，基数所根据的是一

一对应原则，根本上讲，它还不包含计数，记数与计数并不是一回

个石子（刻迹、符号事，即使认识到 ）可以记数任何 个事物，

要是它们总是乱七八糟的排列着，还是不能够创造出一种计数术。

人们必须发明一种数制，就是说，我们那些记数的标准集合（如

个石头）必须排成有前后次序的序列，即从小到大的序列，也就是

传统的自然序列： ⋯数制一旦有了，计数某一类事物，

就等于将该类中每个成员分别和有顺序的次序的自然序列中的一项
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相对应，一直到全部事物对应完了为止。对应于该类中最后一个成

员的自然序列的项，就称为该类事物的序数。

只要按照有顺序的次第记住前几个数字，再制定一个语言系

统，使得能从任何一个较大的数读出它的后一个数（后继数），那

么序数制就出来了。 因人们就是这样很自然地从基数转到了序数，

此，两者好像是一件东西。现在如果要决定某一集合的事物的多少

（即它的基数），我们不用再找一个标准集合麻烦地来做一一对应

了，我们只要将它加以计算就行了。数系的发展实在应当归功于人

类知道了数的这两方面的统一。在实用上，虽然基数很有用，但它

不能创造出算术来，算术的运用就是依据我们总是可以由一个数数

到它的后继数这一默认的假定出发的，而这个假定就是序数概念的

本质。对应与序列，这两大原理已经深深渗透进全部数学之中，交

错地编织在我们的数系的锦绣天衣之上。

不能忘却的是，在人类获得计数技能的过程中，屈指计数起到

过决定性的作用。人们大都认为，人类在计算方面之所以成功，应

当归功于十指分明。就是这十个手指，才使人类学会计数，从而把

数的范围无限地扩大开来。广泛流传下来的十进制计数就是最深刻

的证明。正如丹齐克所言：“人类采用十进制乃是一种生理上的凑

巧。”在数字语言中，人的十个手指留下了不可磨灭的印迹“。人是

万物的尺度”，十进制作为这一哲学名言的活的见证将永存下去。

早期还有一些五进制、二十进制等数进制，这些被认为是根源于一

些民族习惯于用一只手计数，或手指脚趾并用计数。不过这些只是

些未占主导地位的数进制。十进制在生理上的便利是无与伦比的。

有了计数法，如果没有有效的书写或表示方式，那么计算依然

是十分困难的事。古代有代表性的希腊序数制和罗马基数制都是一

些十分落后的记数制。希腊古代用 个希腊字母加上 个外来字

母来表示数字，计算十分繁琐、困难。古罗马使用罗马数字符号进

行计算，也是很不方便，十分繁杂。与此同时，中国则采用的是一

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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种十分先进的位置制，形式如下：

纵式（用于个位、百位、万位等）：

横式（用于十位、千位、十万位等）：

，
表示为 表示为例如 。 世纪在

以后“，零”用空位表示。

位置制的实质在于，一个数字的值不但依赖于它所表示的自然

序列中的那个元素，同时也依赖于它在数组中相对其他符号所处的

三个数中的意位置。同一个 ，在 义是各不相同的。

另外，在 的表示方法发明之前，计算依然还是很难进行的，十分

困难的。因为总会遇到这样的障碍：“ ”这样一个记号可以代

表下列任何一个数字： 等等。要避免这种含

糊之处，必须找出某种办法，以便正确地表示出 的意义。没有

的正确表示，任何进步都是难以取得的。中国在八世纪用空位表示

的方法的发现，无疑是人类文化史上一项最伟大的发现之一。遗

憾的是，西方各国对古代中国在十进位置制和零的表示法方面的贡

献几乎没有注意，他们大都认为这些成就最早是由印度人发现的。

我们发现，有大量的史料表明，十进位置制的采用中国要比印度早

数个世纪，零的表示法可能是在中国、印度各自独立几乎同时发现

的。欧洲几乎到 至了 世纪才掌握了科学的十进位置制。

十进位置制在数学发展史上的伟大作用，得到了后来者的普遍

称誉。 世纪著名数学家 ）曾经说过这么一段拉普拉斯（

话：“用十个记号来表示一切的数，每个记号不但有绝对的值，而

且有位置的值，这种巧妙的方法出自印度。这是一个深远而又重要

的思想，它今天看来如此简单，以致我们忽视了它的真正伟绩。但
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恰恰是它的简单性以及对一切计算都提供了极大的方便，才使我们

的算术在一切有用的发明中列在首位；而当我们想到它竟逃过了古

代最 ）和阿波罗尼（伟大的两位人物阿基米得（

）的天才思想的关注时，我们更感到这成就的伟大了。”马克思

）也曾称赞：十进位置制记数法是人类“最美妙的发明之

十进位置制的发现是在数系发展过程中的第一块里程碑，是人

类走向文明的推动器。从此，人类拥有了区别于动物数觉的计数技

能，并因此而创造了灿烂的人类文化。
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二、从自然数到复数

数之道起始于数觉，数觉是一个起点，而这条道路的开通则是

由于自然数的产生。自然数作为数之道的第一道，无疑有着极其重

大的意义。如今按现代数理逻辑的观点，所有的数学命题最终必须

转化为有关自然数的命题，几乎已成为一个指导原则。“上帝创造

了自然数，其余一切都是由人创造的。”克罗内克（

的这句名言道出了数学大厦赖以建立的可靠基础就是自然数。

对自然数与有理数的认识

自然数的数学理论称为算术。按现代的观点讲，自然数的算术

理论是以自然数的加法和乘法的有关规律为逻辑基础的。一是交换

，律 ；二是结合律，：

；三是分配律：

，在两个自然数加法的基础上，可以定义不等的关系：

可以通过加或 这是指数 上适当选取的第三个数 而得到，

，于是定义这时可记作即 了减法运算。对于自

然数， 只 时才有意义。当 时，有当 便成为

，，
负整数 ，⋯，表示负整数。当。人们引入新记号

时，引入记号 ，并约定 自然数第一次进行了扩张，

得到了关于整数的概念及算术理论。注意，这时原有的运算规律保

持不变。但在处理负整数乘法运算时，又引入了一条新的乘法规

律： （ 。应该指出，数学家是在花了很长时间（

后，才认识到这条规则是不能证明的，即无法从前面三条算术运算

的基本规律中推出，它是人们为了保持算术基本规律而创造的。
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据现有资料表明，分数最先出现于公元前 世纪的古埃及。

中国《九章算术》中也有分数运算的内容。分数的使用导源于除法

运算的需要。正如负整数和零的引入，为没有限制的减法开拓了道

路，同样，分数的引入，为除法扫清了类似的算术障碍。两个整数

和 的商 定 是义，仅当 的因子，由方程 时，

才存在整数解 ，否则，便需要引入新的记号 ，称为分数。分

数的引入，使得整个有理数 整数和分数 组成的数系得以构

成。在此扩张中，不仅原有的结合律、交换律和分配律依然成立，

而且在有理数范围内，四则运算可以无条件的进行，且其运算结果

始终不越出这个范围。数的这种封闭性的范围在代数学中称为域。

新的数引入，扩充了原有数系的范围，但却能使在原有范围内

用的规律在扩大后的范围内依然成立，这便是数学中扩充原理的重

要特征。应该指出的是，尽管有理数的运算在理论上和实践上完全

满足自然数运算的规律，但今天的人们很难相信，迟至 世纪，

有理数并没有被普遍承认，没有获得与自然数同样的合法地位，许

多人在运用了有理数以后，还怀着若干疑虑和惊异的态度。这正如

数学家柯朗 所言：“人类先天倾向于抱住‘具体’不

放，例如对待自然数那样，这说明为什么迈出不可避免的一步是如

此缓慢。事实证明只有在抽象的范畴内才能创造出合理的算术系

统。”

无理数与复数的发现

大约在公元前 年左右，著名的毕达哥拉斯（

学派在研究两条线段之比时发现，等腰直角三角形斜边与一直角边

之比、正方形对角线与其一边之比不能用整数之比来表示（即不可

通约）。这一发现使他们震惊万分与不安。因为毕达哥拉斯学派的

信条是：宇宙间的一切现象都能归结为整数或整数之比。这一标志

着无理数诞生的重大发现，在数学史上被称之为数学的第一次危

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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）发现的，为此机。有人说，不可通约性是希帕索斯（ 他

的同伴把他抛进了大海。但更多的人认为，毕达哥拉斯早已知道了

这个事实，希帕索斯是因泄密而被处死。可见，这个发现对古希腊

的数学观有着多么大的冲击。这一事实表明，几何量不能完全由整

数及整数之比来表示，反之数却可以由几何量表示出来。自然数的

尊崇地位受到挑战，于是几何学开始在希腊数学中占据特殊地位。

同时这也反映出直觉和经验不一定靠得住，推理证明才是可靠的。

从此，希腊人开始由“自明的”公理出发，经过演绎推理，并由此

建立了欧几里得几何学体系。这也是第一次数学危机的自然产物。

尽管古希腊数学为了回避无理数而带来的困难走上了几何学研

究的道路，但无理数的存在却是不可回避的事实，尤其是为了求解

二次方程等代数运算的需要，更是不可回避无理数。这时人们意识

到有理数系需要作进一步的扩充。从有理数扩充到实数，经历了较

长的时间。虽然在 世纪前后，数学家已较多地使用无理数了，

但对于无理数是否确实是数仍深有疑虑。有些人就认为无理数仅仅

是一种记号。严格的无理数的定义，是到 世纪以后，才由数学

家戴德 、康托（金（ 、外尔斯特拉斯（

）分别给出，那时实数理论才算真正地建立起来。扩充

后的实数系依然符合先前的各种运算规律。

在世人还没有完全克服无理数和负数带来的困惑时，人们又晕

头晕脑地陷入了如今称之为复数的问题。首先需要运用复数的地方

是解二次方 ，就没有实数解。为程。一个简单的方程，如

了保证二次方程理论的完备，必须扩充实数域。否则就只能满足于

此简单方程不可解的说法。事实上，人们选择了扩充数的概念的通

常途径，引 ，即引入新入新数使此方程有解。这就是定义

符号 。 添入实数系就得到了复数系。在对形如 的复虚 数

数定义了加、减、乘、除之后，人们发现，复数运算也符合交换

律、结合律和分配律。尽管如此，人们在心理上还是颇为疑虑。要
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知道，虚数的引进与数系的前几次扩张在性质上是有所不同的，它

首先不是出于 纯粹是一个受基本法则 支配代数的需要（

的符号），而是为了解决数学本身所提出的问题。由于这种数不能

直接参与计数或直接解释为测量的结果，因此被人们称为“虚数”，

意即“虚幻的数”，而非“现实的数”。甚至有些数学家拒绝使用虚

世纪后半数。直到 叶，基于数学家高斯（ ）等人找

到了复数的几何表示，并在实际问题中得到广泛的应用之后，复数

才被人们真正接受。如今复数已成为完整地理解数系必不可少的一

个概念，成为解决繁难问题的有力手段，成为对相离甚远的一些数

学分支寻找其密切联系的一个关键点，尽管它的开端只是一个近乎

幻想的符号。这正是：假想是一种寻求解释的形式。

对代数数与超越数的认识

在 世纪末，我们所熟悉的数系的所有成员 整数、分数、

无理数、负数和复数，都已被人们发现。 世纪在弄清楚无理数

概念方面没有什么成就，但是对一些具体的无理数还是做出了某些

进展，尤其是在这个过程中又认识 年欧了代数数和超越数。

和 是无理数，兰伯特拉基本上证明了 （ ）证明了 是

无理数。勒让德（ ）猜测说 可能不是有理数方程的根，

他的猜测导致了无理数的分类。任何有理系数代数（多项式）方程

的任何一个根（不管是实的还是复的）叫做一个代数数。即方程

⋯

的根叫做代数数，其中 是有理数。所有的有理数和一部分无理

数是代数数；一切用根式表示的数（多项式的根）都是代数数；但

是因为代数方程的根并不都能用根式来表示，所以代数数还包含许

多不能用根式表示的数，即并不是所有的代数无理数都可以通过对

有理数进行代数运算而得到。

不是代数数的数叫做超越数。因为“它们超越了代数方法的能
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世纪还不知道有哪一个数是超越数。直力（”欧拉语）。不过，

到 年前，是否存在超越数的问题还没有解决，在这一年，法

）证明了下述形式的任何一国数学家刘维尔（ 个数都是超

越数：

的是从其中 任意整数到 。之后， 年法国数学家厄尔米

特 （ 为超越数。 年德国数学家林德曼）证明了

是超越数。在此之前）证明了 ， 年德国数学家

康托发表了题为《关于所有实代数数所成集合的一个性质》的论

文，证明了所有代数数组成一个可数集。同时又证明了全体实数是

一个不可能与可数集对等的无限集。由此便立即推导出在实数中一

定存在着超越数。因为数轴上的任何可数集合的测度 ，因此都为

全体实代数数在数轴上是太微不足道了。它只不过是一个不占任何

长度的零测度集，从而说明了几乎所有的实数都是超越数。

年人们进一步认识到，下列诸数均为超越数：

， ；（

⋯其中 为非零

代数数；

⋯等。 ”中所列函数的反函数，其中

和 的代数为不等于 数。

到 世纪 年代，人们又认识到，若 为代数数，

为一超越数。人不为实有理数，则 类对超越数的认识有了进

）常步，但总的来说，还是比较贫乏的。如对于熟知的欧拉（

数 不仅至今尚无法证明其是否为超越数，

连它是无理数还是有理数也不清楚。在代数数和超越数理论中，还

有许多问题有待于人们去探索。
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三、复数之后还能走多远？

至此，我们已历经了从自然数到有理数、实数和复数的扩充过

程。这一系列的数系扩充在本质上讲都是代数扩充。所谓代数扩

充，就是在数域中引进某个多项式方程（其系数均为此数域中的

数）的根（这个根不属于此数系）而扩张成一个新数域。也许可能

可以进行代数扩充吗？高斯的“有人会问，对复数 代数基本定

理”回答了这个问题。代数基本定理告诉我们：

次代复数域上的每个 数方程

⋯

在复数域中至少有一个根。

由此，很容易知道，每个 次代数方程在复数域中有 个根，

且只有 个根（包含重根）。这就是说，复数域中代数方程根还是

复数。既然根本身就是复数，因此不能通过“引进”它而使数系扩

充。由此可以看到，复数域不能再沿着代数扩充这条道进行扩充

了。数系的发展和扩充，在代数扩充的意义下至复数域即告结束。

数之道走到了尽头吗？

哈密顿四元数的创立

原有的扩张途径刚刚宣告结束，新的扩张途径便应运而生。数

之道并未走到尽头！由于力学和几何理论发展的需要，人类再一次

扩充了数 年由哈密顿（系。 ）首创的四元数便

是这次复数域得以扩充的实例。在高斯提供了复数的表示之后，数

学家们并认识到复数能用来表示平面上的向量和研究向量。可以

说，复数对于平面向量所做的事情，就是提供了表示向量及其运算
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的一个代数。人们不一定要几何地做出这些运算，而是能够代数地

研究它们。就像曲线的方程能用来表示曲线和研究曲线。然而复数

的利用是受限制的。如在力学中，设有几个力作用于一物体，这些

力不一定在一个平面上。代数上为了处理这些力需要复数的一个三

维类似物，以便能用点的通常的笛卡儿坐标（ 来代表从

原点到该点的向量。但现实不存在这种用来表示向量运算的三元数

组的运算。这种运算应该和复数的情况一样，表面上要包括四则运

算，并且服从通常的运算规律，使代数的运算能自由而有效地运

用。为此，数学家们开始寻找所谓的三维复数以及它的代数。哈密

顿为此付出了巨大的努力，前后持续了大约 年之久。

当时数学家们所知道的全部数都具有乘法交换性，因而对于哈

密顿来说也自然地相信他要寻找的三维或三分量的数应同样具有交

换性，同时具有实数和复数的其他性质。然而经过一些年的钻研之

后，哈密顿发现自己不得不作两个让步：其一是他的新数必须包含

四个分量，而不是开始设想的三个分离；其二是他必须放弃乘法交

换律，即新的数不具有交换性。这两个特点对代数学都是革命性

的。他称这个新的数为四元数。哈密顿后来回顾四元数的发现时作

了这样一番描 年述 月： 日，当我和妻子步行去都柏林

途中来到勃洛翰桥的时候，它们就来到了人世间，或者说出生了，

发育成熟了。这就是说，此时此地我感到思想的电路接通了，而从

之间的基本方程式；恰恰就是我此中落下的火花就是 后

使用它们的那个样子。我当场抽出笔记本，它还在，就将这些做了

记录，同一时刻，我感到 年，也许也许值得花上未来的至少

年的劳动。但当时已完全可以说，这是因我感觉到一个问题就在那

一刻已经解决了，该缓口气了，它已经纠缠我至少 年了。”

年哈密顿在爱尔兰皇家科学院会议上宣告了四元数的发明。由此，

复数之后的第一个新数 四元数代数 诞生了。

哈密顿四元数代数的基础数域是实数域 作为 上的线
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空间是四维的，以元 为一组基，任意一个四元数可唯

一地表示为

， ，

基元的乘法定义为

不难看出， 是结合代四元数之间的乘法符合结合律，因而

不满足交换律，如 ，所以 是非交换代数数，但 还是。

可除代数， 可表示为：

当 的子集复数域 。由时，得到 于四元数的发现，许

多重要的代数因而得以发展。而且它直接促进了量子力学等自然科

学的发展，可以说，如果没有四元数的发现，就不会有现代量子物

理学。现在许多人都知道所谓的“测不准原理”，而且写出了大量

文章来讲述其哲学意义，但是似乎很少有人知道在数学上刻画测不

准性质时用的正是表征某些物理量的算子（或算符）的“乘法之不

可交换性”。

从纯粹代数的观点看，四元数是令人兴奋的，因为它提供了一

个除了乘法的交换性而外具有实数和复数性质的代数的例子。从

此，为了看到沿着这条路能创造出些什么样的数系，大量超复数系

统被探索出来了。

凯莱八元数的提出

凯 莱（ ） ，一个任意的八元提出了一个八元数系

⋯

，
数 其 为数中
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