
 
 
补
充
习
题
提
示

·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·

]     

数学类专业学习辅导丛书

实变函数与泛函分析
学习指导

魏国强  胡善文  编



 
 
补
充
习
题
提
示

·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·

]     

内容提要

本书是与高等教育出版社出版的程其襄等编写的《实变函数与泛函分析

基础》(2003 年第二版 )配套的学习指导书。按照教材体例 ,逐章对应编写。

每章包括内容小结、学习要点、例题选讲、习题解答和补充习题五部分。书末

给出补充习题的详细提示。

本书可作为师范院校数学系各专业学生、自学读者、函授学员以及其他
高等院校有关读者学习实变函数与泛函分析的辅导书 ,也可以作为教师授课

的参考书。
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前   言

  本书是与高等教育出版社出版的程其襄等编写的《实变函数

与泛函分析基础》(2003 年第二版 )配套的学习指导书。本指导书

是对应教材各章编写的。每章分为五部分 :

1. 内容小结———小结该章中的基本概念、基本定理及基本证

题方法 ;

2. 学习要点———提出该章中的重点或难点 ,以引起读者注

意 ,并对难点作较详尽的说明 ;

3. 例题选讲———选择例题 ,通过解题示范介绍解题的基本方

法和一定的证题技巧 ;

4. 习题解答———请读者正确使用本书给出的教材中各章习

题详细解答 ,一定不要先看本书的解答再做习题 ;

5. 补充习题———请读者在学完每章后 ,利用补充习题检查自

己对基本概念和基本理论的掌握情况 ,衡量自己的解题能力。

本书由魏国强组织编写 ,并且编写了实变函数部分 ,泛函分析

部分由胡善文编写。在编写与出版过程中 ,得到华东师范大学数

学系和高等教育出版社的大力支持 ,在此表示衷心的感谢。

编   者

2004 年 3 月于华东师范大学
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第一章  集   合

集合的概念是 19 世纪 70 年代由康托尔首先导入的 ,而后集

合的观点和方法立即迅速渗透到数学的各个分支 ,从而改变了数

学的面貌 ,它对现代数学的发展起了巨大的推动作用 .实变函数及

泛函分析也是在集合论的观点和方法渗透入数学分析的基础上产

生的 .

本章介绍了一些集合理论 ,主要是为了本课程的需要 ,但也为

读者学习其他近代数学理论作一些准备 .

一、内容小结

1. 这一章复习了集合的概念、表示方法、集合的运算 (并、交、

差、补 ) ;引入了集合列的上极限与下极限和极限的运算 ;对集合运

算规则作了仔细的讨论 ,特别是德摩根公式 .

2. 引入了集合对等的概念 ,证明了判别两个集合对等的有力

工具———伯恩斯坦定理 .

3. 引入了集合基数的概念 ,深入地研究了可数基数和连续

基数 .   

二、学习要点

1. 必须准确熟练地掌握集合的运算法则 ,特别要注意集合运

算既有和代数运算在形式上有许多类似的公式 ,但也有许多本质
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不同的公式 .读者千万不要不加证明地把代数恒等式搬到集合运

算中来 .例如 ,在代数运算中有等式 ( a + b) - a = b,但对集合 A 及

B ,等式 ( A∪ B) - A = B却不一定成立 ,这个等式成立的充要条件

为 A与 B 不相交 .

2. 可数集是所有无限集中基数最小的无限集 ,这一点必须引

起注意 .所以从一无限集中去掉一个可数子集后 ,若剩下的仍为无

限集 ,则剩下无限集的基数与原无限集的基数相等 .类似地 ,无限

集并上一可数集后 ,其基数也不变 .

3. 存在不可数无限集 .事实上 ,没有最大的基数 .

以下介绍学习本章时读者应掌握的论证方法 .

4. 学习本书中的概念既要从肯定方面又要从否定方面加以

考虑 ,这样不但能对概念加深理解 ,并能在此基础上总结出论证某

些问题的基本思路与方法 .例如 ,设 A、B是两个集合 ,若已知对每

个 A中的元素 x ,必有 x∈ B,则由集合的包含定义 ,有 A� B .但

若已知任何不属于 B的元素 x 必不属于 A ,同样也可得到 A� B .

于是 ,要证 A� B ,既可以证明对任何 x∈ A,必有 x∈ B;也可以证

明对任何 xú B,必有 xú A得到 .同样的例子还有很多 ,希望读者

在学习基本概念时加以注意和总结 .

5. 一列集合的上限集、下限集及极限是用集合运算来解决分

析中许多问题的基础 ,应该很好地掌握 .对上限集与下限集有两种

不同的描述方法 .一种是用语言描述 ,例如 ,集列 { An }的上限集是

由属于{ An }中无限多个集的那种元素的全体所组成的集 ; lim
n→∞

An

也可用集合运算描述 : lim
n→∞

An =∩
∞

n = 1
∪
∞

m = n

A m .前者便于分析问题 ,后

者便于用集合运算解决问题 .类似地 ,对下限集也有两种不同的描

述方法 .读者应学会把一些分析问题转化为用上限集和下限集表

述的能力 ,这在第四章中是特别重要的 .

6. 对集合基数部分的学习 ,应注意论证集合对等的基本技能

的训练 .证明集合 A与 B 对等的基本方法可分为三种 :一是根据

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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对等的定义 ,直接构造两集合间的 1—1 对应 ;二是利用对等的传

递性 ,即欲证 A～C,此时已知 A～ B,于是只需证明 B～C即可 ;三

是利用伯恩斯坦定理 ,即欲证 A～ B,只要证 A与 B 各与对方一子

集对等即可 .

7. 要学会证明一个集合是可数集 .其方法一是将集合 A中元

素排成一个无穷序列 ;二是设法使 A 与一已知可数集 , 例如与有

理数集或有理端点区间所成集等等对等 ;三是利用有限或可数个

可数集的并仍为可数集等可数集运算性质 ;四是利用§4 中定理

6 .

8. 证明一集合 A的基数为 c时常常用到区间、Rn
、E∞的基数

为 c,也常常设法把 A与 p 进位无穷小数对等 .

三、例题选讲

例 1  证明 A∪ (∩
α∈ I

Bα) =∩
α∈ I

( A∪ Bα) .

  证法一  先证明左式�右式 .设 x∈ A∪ (∩
α∈ I

Bα) ,则 x∈ A 或

x∈∩
α∈ I

Bα ,若 x∈ A ,则对一切α∈ I ,有 x∈ A∪ Bα ,所以 x∈∩
α∈ I

( A

∪ Bα) ;若 xú A,则由 x∈∩
α∈ I

Bα ,可得对任何α∈ I,有 x∈ Bα,所以

x∈ A∪ Bα ,因此 x∈∩
α∈ I

( A∪ Bα) ,因而左式�右式 .

再证右式�左式 .设 x∈∩
α∈ I

( A∪ Bα) ,则对任何α∈ I,都有 x

∈ A∪ Bα ,因此 x∈ A或 x∈ Bα .若 x∈ A ,则 x∈ A∪ (∩
α∈ I

Bα) ;若 x

ú A,则 x∈ Bα 对任何α∈ I 成立 ,所以 x∈∩
α∈ I

Bα� A∪ (∩
α∈ I

Bα) ,

即右式�左式 .

综上得结论成立 .
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证法二  先证左式�右式 .设 xú ∩
α∈ I

( A∪ Bα) ,则存在α0 ∈

I,使 xú A∪ Bα
0

, 由于 A∪ (∩
α∈ I

Bα )� A∪ Bα
0

, 故 xú A∪ (∩
α∈ I

Bα) ,所以左式�右式 .

再证右式�左式 .若 xú A∪(∩
α∈ I

Bα) ,则 xú A且 xú ∩
α∈ I

Bα ,因此

存在α0∈ I,使 xú Bα
0

.所以 xú A∪Bα
0

,因而 xú ∩
α∈ I

( A∪ Bα) ,所以右

式�左式 .由此得结论成立 .

证法三  显然 ,对任何α∈ I,恒有 A∪ (∩
α∈ I

Bα)� A∪ Bα,因此

由交的定义 ,有 A∪ (∩
α∈ I

Bα)�∩
α∈ I

( A∪ Bα) ;反之 ,若存在 x∈∩
α∈ I

( A∪ Bα) ,但 xú A∪ (∩
α∈ I

Bα) ,则由证法二 ,知 xú ∩
α∈ I

( A∪ Bα) .这

与假设矛盾 .

  证法四  由德摩根公式及§1 的定理 1 (3 ) ,

篿(∩
α∈ I

( A∪ Bα) ) =∪
α∈ I

篿( A∪ Bα) =∪
α∈ I

(篿A∩ 篿Bα)

=篿A∩ (∪
α∈ I

篿 Bα) = 篿A∩ 篿(∩
α∈ I

Bα)

=篿( A∪ (∩
α∈ I

Bα) ) .

所以∩
α∈ I

( A∪ Bα) = A∪ (∩
α∈ I

Bα) .

例 2  设 { f j ( x ) }是定义在 Rn 上的函数列 .试用点集

x f j ( x)≥
1
k

, k = 1 , 2 ,⋯表示点集 { x | lim
j→∞

f j ( x ) > 0 } .

解  { x | lim
j→∞

f j ( x) > 0} =∪
∞

k = 1
∩
∞

N = 1
∪
∞

j = N
x f j ( x)≥

1
k

=∪
∞

k = 1
lim
j→∞

x f j ( x)≥
1
k

.
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  事实上 ,设 x0 ∈ { x | lim
j→∞

f j ( x) > 0} .则存在 k0 ,使 lim
j→∞

f j ( x0 ) >

1
k0

.再由数列上极限定义 , 对任何正整数 N, 存在 nN > N, 使

f n
N

( x0 )≥
1
k0

,因此 x0 属于集列 x f j ( x )≥
1
k0

j = 1 , 2 ,⋯中无限

多 个 集 , 从 而 x0 ∈ lim
j→∞

x f j ( x)≥
1
k0

, 所 以 x0 ∈

∪
∞

k = 1
lim
j→∞

x f j ( x )≥
1
k

.

反之 ,若 x0 ∈∪
∞

k = 1
∩
∞

N = 1
∪
∞

j = N
x f j ( x )≥

1
k

, 则存在 k0 ∈N , 使

x0∈∩
∞

N = 1
∪
∞

j = N
x f j ( x )≥

1
k0

.因此对任何正整数 N, 都有 x0 ∈

∪
∞

j = N
x f j ( x)≥

1
k0

.所以存在 nj≥ N,使 x0 ∈ x f n
j
( x)≥

1
k0

,因

而 fn
j
( x0 )≥

1
k0

,所以 lim
j→∞

f j ( x0 )≥
1
k0

> 0 ,即 x0∈{ x | lim
j→∞

f j ( x) > 0} .

综上即得

{ x | lim
j→∞

f j ( x ) > 0} =∪
∞

k = 1

lim
j→∞

x f j ( x ) ≥ 1
k

.

  例 3  设有集合 A、B和 C,试证明 :

( 1) 若 ( A\ B)～ ( B \ A) ,则 A～ B;

( 2) 若 A� B且 A～ ( A∪C) ,则 B～ ( B∪C) .

证明  ( 1) 因 ( A\ B)∩ ( A∩ B) =�?, ( B \ A)∩ ( A∩ B) =�?,

A∩ B～ A∩ B,所以

A = ( A\ B) ∪ ( A∩ B) ～ ( B \ A) ∪ ( A∩ B) = B

  ( 2) 因 A� B,所以 B = A∪ ( B \ A) .另一方面 , B∪C = [ A∪

( C\ B) ]∪ ( B\ A) ,并且 A∩ ( B \ A) =�?, [ A∪ ( C \ B) ]∩ ( B \ A) =

�?,再由 A� A∪ ( C\ B)� A∪C及条件 A～ A∪ C,有 A～ A∪ ( C\

B) ,又因 B\ A～B\ A,所以 B～( B∪C) .证毕 .
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例 4  作出实数全体与无理数全体间的 1—1 映射 .

解  在 R中取出可数子集 A = { e, e2 , e3 ,⋯ , en ,⋯} ,则 A∪Q也

是可数集 ,其中 Q表示有理数全体 .所以 A∪Q～ A,因而存在 A到

A∪Q上的 1—1 映射 ,例如 ,设 Q= { r1 , r2 ,⋯ , rn ,⋯} ,则可取

φ( e
2 k - 1

) = e
k
,φ( e

2 k
) = rk , k = 1 ,2 ,⋯

则φ是 A 到 A∪Q上的 1—1 映射 .令

f ( x) =
x , x∈ R\ ( A∪ Q)

φ( x ) , x∈ A

则 f 是 R \Q到 R上的 1—1 映射 .

例 5  设 E�R是不可数的无限集 .令

D = { x | x∈ E且 "δ> 0 ,

( x - δ, x +δ) ∩ E是不可数无限集} ,

试证 D是不可数无限集 .

证明  先证 E\ D为至多可数集 .事实上 ,对任意 x∈ E \ D,由

D的定义 ,存在δ> 0 ,使 ( x -δ, x +δ)∩ E至多是可数集 ,由于 x∈

E,所以存在有理数 r′x 与 r″x ,使 x -δ< r′x < x < r″x < x +δ,于是

( r′x , r″x )∩ E也至多可数 .但{ ( r′x , r″x ) | x∈ E \ D}至多为可数集 ,设

{ ( r′x , r″x ) | x∈ E\ D} = { ( r′x
1

, r″x
1

) , ( r′x
2

, r″x
2

) ,⋯ , ( r′x
n

, r″x
n
) ,⋯} ,

则

E\ D�∪
x∈ E \ D

[ ( r′x , r″x ) ∩ E] =∪
∞

n = 1

[ ( r′x
n

, r″x
n

) ∩ E] .

由于∪
∞

n = 1
[ ( r′x

n
, r″x

n
)∩ E]为有限个或可数个至多可数集的并 ,所以

仍为至多可数集 .因此 E \ D是至多可数集 .于是 D = E \ ( E\ D)为

无限不可数集 .证毕 .

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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四、习题解答

1. 证明 : A∪ ( B∩C) = ( A∪ B)∩ ( A∪C) .

证明  设 x∈ A∪( B∩C) .若 x∈A,则 x∈ A∪B, x∈ A∪C,从而

x∈( A∪B)∩ ( A∪C) .

若 x∈ B∩ C, 则同样有 x∈ A∪ B 且 x∈ A∪ C, 得 x∈

( A∪ B)∩ ( A∪C) ,因此

A∪ ( B∩ C) � ( A∪ B) ∩ ( A∪ C) .

  设 x∈ ( A∪ B)∩ ( A∪C) .若 x∈ A,当然有 x∈ ( A∪ B)∩ ( A

∪C) .若 xú A,由 x∈ A∪ B且 x∈ A∪C,可知 x∈ B且 x∈C,所

以 x∈ B∩ C, 同样有 x∈ A ∪ ( B∩ C ) , 因此 ( A∪ B ) ∩

( A∪C)� A∪ ( B∩C) .所以 A∪ ( B∩ C) = ( A∪ B)∩ ( A∪ C) .

证毕 .   

2 . 证明 :

( 1) A - B = A - ( A∩ B) = ( A∪ B) - B;

( 2) A∩ ( B - C) = ( A∩ B) - ( A∩C) ;

( 3) ( A - B) - C = A - ( B∪C) ;

( 4) A - ( B - C) = ( A - B)∪ ( A∩C) ;

( 5) ( A - B)∩ ( C - D) = ( A∩C) - ( B∪D) ;

( 6) A - ( A - B) = A∩ B .

证明  ( 1) A - ( A∩ B) = A∩篿S ( A∩ B)

= A∩ (篿S A∪篿S B)

= ( A∩篿S A)∪ ( A∩篿S B )

= A - B .

     ( A∪ B) - B = ( A∪ B)∩篿S B

= ( A∩篿S B)∪ ( B∩篿S B )

= A - B;

( 2)      ( A∩ B) - ( A∩C)
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= ( A∩ B)∩篿S ( A∩C)

= ( A∩ B)∩ (篿S A∪篿S C)

= ( A∩ B∩篿S A )∪ ( A∩ B∩篿S C)

= A∩ ( B∩篿S C) = A∩ ( B - C) ;

( 3) ( A - B) - C = ( A∩篿S B)∩篿S C

= A∩篿S ( B∪C)

= A - ( B∪C) ;

( 4) A - ( B - C) = A - ( B∩篿S C)

= A∩篿S ( B∩篿S C)

= A∩ (篿S B∪C)

= ( A∩篿S B)∪ ( A∩C)

= ( A - B)∪ ( A∩C) ;

( 5) ( A - B)∩ ( C - D) = ( A∩篿S B )∩ ( C∩篿S D)

= ( A∩C)∩篿S ( B∪D)

= ( A∩C) - ( B∪D) ;

( 6) A - ( A - B) = A∩篿S ( A∩篿S B )

= A∩ (篿S A∪ B) = A∩ B .证毕 .

3. 证明 : ( A∪ B) - C = ( A - C)∪ ( B - C) ;

A - ( B∪C) = ( A - B)∩ ( A - C) .

证明  ( A∪ B) - C = ( A∪ B)∩篿S C

= ( A∩篿S C)∪ ( B∩篿S C )

= ( A - C)∪ ( B - C) ;

   ( A - B)∩ ( A - C) = ( A∩篿S B )∩ ( A∩篿S C)

= A∩篿S B∩篿S C

= A∩篿S ( B∪C)

= A - ( B∪C) .证毕 .

4 . 证明 : 篿S ∪
∞

i = 1

A i =∩
∞

i = 1
篿S A i .
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证明  设 x∈篿S ∪
∞

i = 1

Ai ,则 x∈ S,但 xú ∪
∞

i = 1
Ai ,因此对任意

i, xú A i ,所以 x∈篿 S A i ,因而 x∈∩
∞

i = 1
篿 S A i .

设 x∈∩
∞

i = 1
篿S A i ,则对任意 i, x∈篿S A i ,即 x∈ S , xú Ai ,因此

x∈ S,但 xú ∪
∞

i = 1
A i ,得

x∈ 篿S ∪
∞

i= 1

A i .

所以篿S ∪
∞

i = 1

Ai =∩
∞

i = 1
篿S A i .证毕 .

5. 证明 :

( 1) ∪
α∈Λ

Aα - B =∪
α∈Λ

( Aα - B) ;

( 2) ∩
α∈Λ

Aα - B =∩
α∈Λ

( Aα - B) .

证明  ( 1) ∪
α∈Λ

Aα - B = ∪
α∈Λ

Aα ∩篿S B =∪
α∈Λ

( Aα∩篿S B)

=∪
α∈Λ

( Aα - B) ;

( 2) ∩
α∈Λ

Aα - B = ∩
α∈Λ

Aα ∩篿S B =∩
α∈Λ

( Aα∩篿S B)

=∩
α∈Λ

( Aα - B) .

证毕 .

6. 设{ An }是一列集合 ,作 B1 = A1 , Bn = An - ∪
n - 1

ν= 1

Aν , n > 1 .

证明 { Bn }是一列互不相交的集 .而且 ∪
n

ν= 1

Aν =∪
n

ν= 1

Bν, 1≤

n≤∞ .    
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证明  若 i≠ j ,不妨设 i < j .显然 Bi� Ai  (1≤ i≤ n) .

 Bi ∩ B j � Ai ∩ A j -∪
j - 1

n = 1

An

= A i ∩ A j ∩篿S A1 ∩篿S A2 ∩ ⋯

 ∩ 篿S A i ∩ ⋯ ∩篿S A j - 1 = �?.

由 Bi� A i ( 1≤ i≤ n)得∪
n

i = 1

B i �∪
n

i = 1

Ai .

设 x∈∪
n

i = 1

Ai ,若 x∈ A1 ,则 x∈ B1 �∪
n

i = 1

Bi .若 x ú A1 ,令 in

是最小自然数使 x∈ Ai
n
,即 xú ∪

i
n

- 1

i= 1

Ai而 x∈ Ai
n

.这样 x∈ Ai
n

-∪
i
n

- 1

i= 1

Ai = Bi
n
�∪

n

i = 1

Bi .所以∪
n

i = 1

A i =∪
n

i = 1

Bi .证毕 .

7 . 设 A2 n - 1 = 0 ,
1
n

, A2 n = ( 0 , n) , n = 1 , 2 , ⋯ , 求出集列

{ An }的上限集和下限集 .

解  lim
n→∞

An = ( 0 ,∞ ) ;

设 x∈ (0 ,∞ ) ,则存在 N,使 x < N ,因此 n > N 时 , 0 < x < n,

即 x∈ A2 n ,所以 x 属于下标比 N 大的一切偶指标集 ,从而 x 属于

无限多 An ,得 x∈lim
n→∞

An .又显然lim
n→∞

An� ( 0 ,∞ ) ,所以 lim
n→∞

An = ( 0 ,

∞ ) .

lim
n→∞

An =�?;

若有 x∈ lim
n→∞

An ,则存在 N ,使任意 n > N,有 x∈ An .因此若

2 n - 1 > N 时 , x∈ A2 n - 1 ,即 0 < x <
1
n

.令 n→∞得 0 < x≤0 ,此不

可能 ,所以 lim
n→∞

An =�?.

8 . 证明 lim
n→∞

An =∪
∞

n = 1
∩
∞

m = n

Am .
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证明  设 x∈lim
n→∞

An ,则存在 N,使一切 n > N, x∈ An ,所以 x

∈∩
∞

m = n + 1

Am �∪
∞

n = 1
∩
∞

m = n

Am , 所以 lim
n→∞

An �∪
∞

n = 1
∩
∞

m = n

A m . 设 x ∈

∪
∞

n = 1
∩
∞

m = n

A m , 则有 n,使 x∈∩
∞

m = n

A m , 即对任意 m≥ n,有 x∈ An ,所

以 x∈lim
n→∞

An .

因此 lim
n→∞

An =∪
∞

n = 1
∩
∞

m = n

Am .证毕 .

9. 作出一个 ( - 1 , 1 )和 ( - ∞ , +∞ )的 1—1 对应 ,并写出这

一对应的解析表达式 .

解  φ: ( - 1 , 1 )→ ( - ∞ ,∞ ) .对任意 x∈ ( - 1 ,1 ) ,φ( x ) = tan

π
2

x .φ显然是 ( - 1 , 1)和 ( - ∞ ,∞ )的 1—1 对应 .

10. 证明 : 将球面去掉一点以后 ,余下的点所成的集合和整

个平面上的点所成的集合是对等的 .

证明  只要证明球面 S: x
2

+ y
2

+ z -
1
2

2

=
1
2

2

去掉 ( 0 ,

0 , 1 )点后与 x Oy平面 M 对等即可 .此可由球极投影来做到 :对任

意 ( x, y, z)∈ S \ (0 , 0 , 1 ) ,

φ( x, y, z) =
x

1 - z
,

y
1 - z
∈ M,

易验证φ是 1—1 的 ,映上的 ,因此 S与 M 是对等的 .证毕 .

11. 证明 : 由直线上某些互不相交的开区间作为集 A 的元

素 ,则 A至多为可数集 .

证明  设 G = {Δz |Δz 是直线上互不相交的开区间} ,在每一

Δz 中任取一点有理数 r z ,使Δz 与 r z 对应 .因为Δz 是互相不交

的 ,因此这个对应关系是一对一的 ,由于有理数是可数的 ,而 G与

有理数的子集建立了 1—1 的对应关系 , 所以 G至多是可数的 .

证毕 .   

12. 证明 : 所有系数为有理数的多项式组成一可数集 .
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证明  设 An 是 n 次有理系数多项式的全体 , n= 1 , 2 ,⋯ ,则 A

=∪
∞

n = 0

An .An 由 n + 1 个独立的记号所决定 ,即 n次多项式的 n +

1 个有理数系数 ,其中首项系数可取除 0 以外的一切有理数 ,其他

系数可取一切有理数 ,因此每个记号独立地跑遍一个可数集 ,因此

由§4 定理 6 , An = a,又由§4 定理 4 , A = a .证毕 .

13. 设 A是平面上以有理点 (即坐标都是有理数 )为中心 ,有

理数为半径的圆的全体 ,则 A是可数集 .

证明  任意 A 中的圆 ,由三个独立记号所决定 : ( x, y, r) .其

中 ( x, y)是圆心的坐标 , r是圆半径 , x , y各自跑遍有理数 ,而 r跑

遍大于 0 的有理数 ,因而都是可数集 .所以 A = a .证毕 .

14. 证明 : 增函数的不连续点最多只有可数多个 .

证明  设 f 是 ( - ∞ ,∞ )上的增函数 .记不连续点全体为 E,

由数学分析可知 :

( 1) 任意 x∈ ( - ∞ , ∞ ) , lim
Δx→0

f ( x + Δx ) = f ( x + 0 ) 及

lim
Δx→0

f ( x -Δx) = f ( x - 0)都存在 .

( 2) x∈ E的充分必要条件为 f ( x + 0) > f ( x - 0 ) .

(3 ) 任意 x1 , x2∈ E,若 x1 < x2 ,则 f ( x1 - 0 ) < f ( x1 + 0)≤ f

( x2 - 0 ) < f ( x2 + 0 ) ,因此每一 x∈ E,对应于直线上的开区间 ( f

( x - 0) , f ( x + 0 ) ) ,且由 ( 3)可知 E中点 x 对应的这样的开区间是

互相不交的 .因此由第 11 题可知至多是可数的 .证毕 .

15. 试找出使 (0 , 1 )和[ 0 , 1]之间 1—1 对应的一种方法 .

解  记 ( 0 , 1)中有理数全体 R = { r1 , r2 ,⋯}

令

φ(0 ) = r1

φ(1 ) = r2

φ( rn ) = rn + 2 , n = 1 ,2 ,⋯

φ( x ) = x ,  x为[0 ,1 ] 中无理数 ,

显然φ是[0 ,1 ]到 ( 0 , 1)上的 1—1 映射 .

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


