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月叨 舌

    1989年初，我们共同拟订了一个写作计划，该计划的意义、目

的和内容已详述于《数理逻辑引论》与《集合论导引》(即参考文献

C}」与〔9])二书的前言中，请读者自行查阅，这里不再重述.但有

一点不妨指出，这就是本书的撰写和出版，可谓标志着所说的那个

写作计划的全部完成，其间历时七年之久，时间之所以拖得如此之

长，其根本原因还是长年累月地陷于繁忙不堪的困境中，然而本

书的出版，又为何在教学上能以拖这么长时间呢?原因在于}.98}

年出版了《几何基础与数学基础》(即参考文献〔5]，以下该书简

称为〔5])一书，所以多年来就一直以C}〕顶着使用，然而近年来已

经到了再也拖不下去的境况，其中之真正原并不是C}〕的库存已将

耗尽，而是由于多年来关于模糊数学的奠基问题的深入研究和迅

速发展，致使〔J〕的素材日益显得落后，直至难以真正概观‘数学基

础’的研究现状.所以不能不重新写作‘数学基础’方面的论著了。

当然，既成历史的素材是不能更动的，也正是这个原因，对于本书

的写作，仍可谓是在CJ〕的基础上进行改写而成的，但也不是一般
意义下的改写，而是一种作了相当大的更动和补充意义下的改写，

其基情况如下:

    }}}本书的书名是《数学基础概论》，因而对于几何基础的内

容而言，一方面由于‘基础问题’与 ‘公理化方法’均始于几仁基

础，从而一本关于数学基础的著作，不能不论及几何基础;另一兮

面，又由于本书的主题是数学基础，从而在论及几何基础时，无论

从深度和广度上，都不能与几何基础方面的专著同等看待，也不能

像「5〕那样，给几何基础的内容一个对等的地位。基于这样一个认

识和前提，在本书中，我们将〔}}〕中关于几何基础的1---4章浓缩

. I .



到仅占一章的篇幅，浓缩的原则是:立足于把几何基础之基本思

想的来龙去脉和公理化方法的基本内容阐述清楚为止，尤其是对

于那些欧氏或罗氏几何定理的证明与研究，则一概略去。

    }})在〔5〕中，关于数学基础的论述，计有5 章和外加两

个附录的篇幅.但在本书中，小只取其中关于精确性经典数学奠基

问题的核心内容，大致包括5,6,7三章，·其余一概删去.如此，着

眼于CJ〕的总体篇幅而言，本书大约从〔5〕中取材三分之一左右，

又基于多年来使用〔5〕于教学的经验，我们又对取材于〔5〕的素材，

在内容结构与陈述方式上作了种种调整、补充和修改，使之有所改

善。

    (3)在本书中，除了增补诸如无穷值逻辑悖论等内容外，特别

增写了“关于模糊数学的理论基础问题”的第5章，内容涉及关于

模糊数学的各种奠基方案，其中包括ZB公理集合论系统和中介

数学系统。又因为模糊数学的奠基问题事实上成为建立与发展中

介系统的重要背景之一，所以我们又把中介形式系统写在本书的

几个附录之中，其中包括中介逻辑演算系统MI.和中介公理集合

沦系统MS，如所知，有关N} S的全部结果，曾于1988年以中、英

两种文字发表在《中国科学))(详见文献〔100」和〔10 }}. }上，另外还

有一部由南京大学、南京航空航天大学和广州大学·联合出资印刷

的论文集，显然，事过},}年之后再来整理这些成果时，不发现其中

的一些技术性疏忽是不可能的，我们在此均作了相应的改进，特别

是其中有一个重要的不足之处，这就是当年对于MS与ZFC之间

的关系的论述，在技术上颇不完善，后经博士生张东摩与肖奚安教

授共同作了深入研究而得到改进，又经硕士生姜林根加以形式化，

,,该说，这是他们的研究成果.

    就本书的内容和性质而言，既可谓是教材，又可谓是专著、因

为.}.,}̀‘面由于本书的写作是按教材的体例撰写，因而可以用于教
学，其中较浅部分1--4章可作为本科生教材，其中较深部分第5

章和全部附录可作为研究生的教材。另一方面，本书内容包括了

. },
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我们研究有关数学基础与中介系统的一系列成果，参考文献中也

包括了我们较大数量的研究论文，因而本书也是我们沿着数学

基础这一方向多年来的研究成果的一个总结 ，在这一意义下，本

书实际上是二本专著.然而又切不可将本书误认为是一部关于中

介系统方面的专著，因为就中介系统的发展现状而言，形式系统

11}ILc}1V}S虽为中介系统之核心，但却只是其中之一小块内容，详见
附录一。

    尽管本书的写作拖了数年之久，然而就其真实的写作过程而

言，仍然是仓促成稿，其中疏忽与缺点在所难免，敬请读者和同行

专家批评指正，以求改进和完善。

    本书的写作，受到南京航空航天大学理学院名誉院长徐利治

教授，南京航空航天大学校长朱剑英教授的大力支持和热情鼓励。

又南京大学出版社社长时惠荣编审和编务室主任朱丹红为本书的

出版给予了热情的帮助，还有蒋顺余副编审为编辑 《数理逻辑引

论》、《集合论导引》和《数学基础概论》等三本著作付出了辛勤的

劳动，让我们在此一并致以诚挚的谢意。

    最后还应指出，本书中属于我们的、相当多的研究成果，以及

本书的写作，多年来，先后受到国家基础研究攀登计划《思维与智

能模拟》项目、国家高技术研究发展计划863项目和南京大学计算

机软件新技术国家重点实验室开放课题基金的资助，为此，我们也

要对上述资助和支持我们的各个专家组致以深切的谢意。

朱梧授 肖奚安

1995年 11月于南京
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第一章 几 何 基 础

' 1  Euclid几何原本与第五公设问题

    在公元前7世纪以前的所谓几何学，只限于一些具体问题的、

解答，并且是十分粗糙和单凭经验的，直到公元前7世纪以后，才

进入希腊几何学家致力于几何的高峰时期.Euclid(约公元前

330-}.}}7})是古代最大的几何学家之一。由于他所编著的《几何原

本》不仅集了前人之大成，而且用严格的逻辑演绎来系统地陈述这

一学科的内容，从而在Euclid几何原本问世以后，就几乎湮没了

在此以前的任何其他有关几何学的著作。

    Euclid的几何原本，原说有15卷，后传说最后两卷是公元2

世纪T}ypsisles所著，直到近代才有人正式考证出来，第14卷是

}ypsisles所续，第15卷又在公元3世纪时为其他几何学家所续。

因而今己公认Euclid几何原本只有}. 3卷。

    15世纪以后，印刷几何原本的版本甚多，现在一般公认

}ci}cxg与1Vleng。于}.5}3一  1889的版本是经过科学的整理而翻

印的，认为是标准版本，据此版本。第1卷开头是}3个定义;诸如

“点没有部分”、“线有长度没有宽度”、“线的界限是点”。··⋯等等.在

这些定义以后是引进公设和公理〔注〕，例如，其中第五个公设被陈

述为:“若两直线与第三条直线相交，其一侧的两个内角之和小于

    〔注1 历史上，人们曾提出区分公设与公理的原则，有一种原则认为:公理是算

术与几何学所公用的，公设则仅为几何学所用.又一种原则认为:公理本身十分自明，

公设则不如公理那样自明，但也是不加证明就承认的.现代公理论者则已概用公理一
词来取代公设、·公理而不加区分了。



两直角时，则把这两条直线向着该侧充分地延长后一定相交”。〔注了

如此，所列出的一系列定义、公设和公理，都成为往后严格地陈述

和论证每一条定理，直至形成一个演绎系统中所必不可少的根据。

}:uclid算是第一个提出几何根据问题的人，并由此而使得他的事

业受到人们的崇高评价。虽然，用现代数学的严谨观点来看几何

原本的叙述，其中显然还有许多不严格的地方。但却不能忘记，几
何原本曾经是两千多年间一直被公认为用严格的逻辑结构来叙述

学科的典范.

    对于几何原本中的不足之处，大致上可以概括为如下几点:

}(1)有些定义的写法运用了一些它本身就应该定义的概念.C})

有些定义是多余的。(3)在有些定理的证明过程中，依靠了图形

的直观，而这种直观自明性并未列入公理或公设中。

    实际上，几何原本的某些不足之处，也早为古代学者所觉察。

例如，Archimedes为了严格陈述关于长度、面积和体积的测量

理论，就曾对Euclid的公设表作过必要的扩充.人所共知的

Arch.imedes公设(任给a>0和b>0，并且alb，则总有正整数

，，使有、a>b)便是其中一例，这也是测量几何的不可缺少的几何

根据.从某种意义上也可以说，自从Archimedes以后，人们一直

在努力完善几何原本的陈述.然而一直到19世纪末期，人们才第

一次给出完备的公理系统，在这个系统中，可以不依靠任何其它空

间直观的习惯性而推出所有的Euclid儿何定理。这是德国大数

学家Hilbert的贡献，他的著作《几何基础》一书把公理化方法推

向了完善化阶段，因而该书被誉为划时代的巨著。

    古代学者对几何原本中所列之诸定义、公设、公理的内容与文

字表述略加比较以后，就觉察到其中(如上文所陈述之)第五公设

的文字与内容显得最为复杂和累赘，远不如其它公设、公理那样自

      【注] 在几何原本中对于公设或公理的基本地位的区分并没有说明，而且有些公

  理的归属问题的处理也不明确.例如，有些版本也把第五公设列为第十一公理，又
}Clavin。版本中列为十三公理等等.
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明.因而古代学者们就怀疑地指出，第五公设是不是多余的?它

能不能从其它公设、公理中逻辑地推导出来?这就是所谓的Euclid
第五公设问题.不仅如此，古代学者们还进一步认为，Fuclid之所
以把它当作公设，只是因为他没有能给出这一命题的证明，以致大

家认为把第五公设所述的这一命题当作不证自明之公设列出，乃

是几何原本中的那些逻辑缺点中的一个主要缺点.致使多代学者
们付出了巨大的精力去证明第五公设.几乎可以说在Euclid以
后的两千多年时间里，难以发现一个没有试证过第五公设的大数

学家.连Euclid本人在儿何原本中也是直到第29个命题才开始

应用第五公设，因而很可怀疑他也曾试证过它，至少他是尽可能地

延迟，直到推车上壁时才应用了第五公设。历史上，所有试证第五

公设的努力都失败了，在所有这些失败的“证明”中，或是最终发现

证明有误，或是发现在证明过程中暗自使用了与第五公设相等价

的命题。在这些失败的“证明”中，唯一引出的正面结果便是一批

等价命题的发现。两千多年来，在试证第五公设过程中被发现的

与之等价的命题甚多，我们不能也不必一一列出，只能举其一、二，

陈述如下:

    C1}三角形内角和为二直角.即}}0> =}c}.此处用}(Q)

表示任意三角形之三个内角之和，又d-要.厂、护，”一~、’一‘”“ ’一一 ” ，/}a ""_”n7/、一 2’

    (幻 普雷菲尔公理:过平面上已知直线外的一点，至多只能引

一条直线平行于该已知直线.
    “普雷菲尔(John Flayfair, 1748--1891，苏格兰人)在他校

订的《几何原本》(1795年在爱丁堡出版)中采用了一条很好的公

理:‘过线外一点，只能作一直线与已知直线平行.’(或‘相交二直
线不能同时平行第三线’。)这一公理，比第五公设简单明了，所以

受到普遍欢迎，被采用在现今的教科书中，称为普雷菲尔公理_.}. t} }

    (3)锐角命题:存在一锐角，在其某一边上任一点引它的垂

线，必与该锐角的另一边有交点。



    在这里，我们要提到Sacch eri和Lambent的工作。因为“萨

凯里(Giro}amo Sacchexi , 16 6 7一  17 3 3，米兰的神父)对平行公理

作了有价值的贡献，可说是非欧几何的先驱”。}l}ccf 兰伯特(J}ohan.n
                                    户

:l}einrich. I}amber-}, x.728---1777 )在1766年发表的《平行线论》也

有和萨凯里类似的研究”c}}

    如图(l. l)所示，Saccheri从讨论四角形A}.AB}}出发，在这

个四角形中，假定AA'二.}.}3'，又夹着}1.B边的两个内角都是直

角，即乙A二}B-晋，人们称该四角形A}ABB‘为Sacchcr‘四角
形，记为S}，易证S0中的另外两个内角是相等的，即乙}"二}}}

并称之谓Sacchori角，记为兴。可以证明下述结论:

                        图}(1.1)

(4) Sa二d，当且仅当第五公设成立。

又如图(1.2)所示，Lamber-}从讨论四角形A}}}.}出发，在这

                  。 个四角形中，有三个内角被假定为
一 ， 一一一卿一弓 -

                  i 直角，即乙A.二乙.B二乙C=答，我                            一‘’“护，-一一 ~- 一一 2’..}

，抓一一Oal        _习
                                                        产

          冈 (}}，2)

们把这种四角形叫做Lamber0}四角
形，记为L0，又把},a中那个没有假

定为直角的内角叫做T}ambert角，
并记为.La.可以证明下述结论:

    }5) L合w}，当且仅当第五公

设成立。



    如所知，对于}C})，有且仅有}t0;Zc}, }}L})二2浮，艺(△)

}2d三种可能情形，对于必 和L}也是一样，即要么rSa }C} ,  .Zra

}}，要么戳二}' }a}二j，要么戳}} }合Cc}.人们不仅证得如

上C}-}, C4}} }aa所示，}(t1)二2d, Sa'=c}, La}=d三者均与第五

公设等价，而且易见艺(0 } }}} } Sa }C}, .La} }fl三者均不得成立，

因而只要不以第五公设为基础得以否定}(0)C2d, }'}0Cc}, .L合C
d三者之一，则就算是完全解决了第五公设问题，即就算是从几何

原本中之其它公设、公理中逻辑地导出了第五公设.历史上，人们

都曾想用反证法来达到这个目的.如所知，LE}en.dre, Sacc}.err,
ZEambert分别依次想从} C 0 > <2}, Sh <} ,-}a C}的假设下引出

矛盾来.然而，他们虽然在各自所设的前提下深入地进行推导和

演绎，直到引出了相当复杂的几何系统，但除了在各自的系统中获

得许多矛盾于直观感觉的古怪命题外，始终没有引出两个在逻辑

上互相排斥的命题.应当指出，Lambeant在当时来说，他的几何观

点是最先进的，工作也推进得最远。他不仅从来没有在他的著作

里声称过他已经证明了第五公设，而且“他认识到任何一组假设如

果不导致矛盾的话，一定提供一种可能的儿何.这种儿何是一种

真的逻辑结构，虽然它或许对真实的图形作用很少，后者或可提

示一种特别的几何，但不能限制逻辑上可能发展的千差万别的几

何”.}2，由此可见，Sacc}.eri和camber's不愧为非欧几何的先驱

者了。

' 2  JIo6a=}eBCxH}的信念和品质

    虽说Euclid儿何原本在其逻辑结构上的那些真正缺点和上

节所提到的第五公设这个“缺点”，早为古代学者所觉察，而且在两

千多年的漫长岁月里，学者们是如此不遗余力地去修正这些缺点

和“缺点”，借以完善几何原本的陈述，但在另一方面，却又毫不影

响人们始终坚信E}}cZ}d几何是现实空间的企确抽象。



    “很多人确实说出了绝对信任Euclid儿何为真理的话.例如

Tsaac Barrow把他的数学包括微积分在内都建立在几何基础之

上，对几何的肯定性列举了八项理由:概念清晰，定义明确，公理直

观可靠而且普遍成立，公设清楚可信且易于想象，公理数目少，引

出量的方式易于接受，证明顺序自然，避免未知事物.

    Barrow确曾提出问题:何以确知儿何原理可应用于自然界?

其回答是，这些原理来自内在理性.感觉到的事物只是起了唤醒

它们的作用.再者几何原理早为长期经验所不断证实。并将继续如

此，因为上帝创造的世界是万古不易的。于是几何是完备的与肯

定无疑的科学”。C27

    直到1i世纪末叶和整个18世纪时期，除了个别学者(也只限

于作为怀疑论者的哲学观点而认为，几何的定律也和宇宙间一切

事物不会有它一定的法则那样，未必是物理的真理)以外，几乎所

有的哲学家和数学家都认为Euclid几何定律是绝对真理，甚至

i3egcl也指出:初等几何就Euclid.所遗留给我们的内容而言，已

经可以视为相当完备了，不可能再有更多的进展.应当指出，最有
代表性的是K.ant，他把Euclid.几何看成是关于空间的绝对真

理，即所谓先验的综合判断.作为}an.t的同时代的学者们，也几

乎全都同意Kan.t的观点.这就是说，不仅整个18世纪时期，直

到19世纪初叶，Euclid儿何是绝对真理的观点一直笼罩着整个学

术界。

    但是正反的历史经验总会在一些先进人物的头脑中首先引起

反响，迫使他们起来反抗传统观念的束缚，寻找新的出路。基于两

千多年来，在求证第五公设的征途上屡遭失败的教训，19世纪俄国

的年轻数学家JIoS},}eB}KH}产生了与前人完全不同的信念.他首

先认为第五公设不能从其余的几何公理、公设中逻辑地推导出来，

就是说第五公设与其它几何公设、公理是相互独立而不是逻辑相

  关的.其次，除掉第五公设成立的Euclid几何之外，还可以有第

  五公设不成立的其它几何系统存在。就是说Euclid.几何并不是唯
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