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第 11 章  反 常 积 分

  在§7.7 中 , 我们介绍过两种反常积分———无穷积分和瑕积分 , 但对如何

判断这两种积分的敛散 , 没有作进一步的讨论 . 学过无穷级数之后 , 再来学习

反常积分的收敛判别法 , 就会发现两者在许多方面基本上是一样的 . 本章的目

的是让读者学会判断反常积分敛散的方法 , 为讨论含参变量的反常积分作好准

备 .

§11.1  非负函数无穷积分的收敛判别法

  在§7.7 中定义过 , 无穷积分∫
+∞

a
f x ) d x 收敛 , 是指 f 在任意有限区间

a , A]

lim
A→ + ∞∫

A

a
f x) d x

有有限的极限 . 如果记

F A) =∫
A

a
f x )d x,

那么∫
+∞

a
f x ) d x 收敛 , 就是指 lim

A→ + ∞
F A) F A)

于无穷级数中的部分和 .

  在下面的讨论中 , 我们总假定 f 在任意有限区间 a , A] A > a)

不再一一说明 .

  设 f≥0 , 则积分∫
A

a
f x) d x是上限 A的增函数

分和 ) lim
A→ + ∞∫

A

a
f x) d x存在的充分必要条件是∫

A

a
f x) d x对 A而言有界 .

这样我们就得到

  定理11.1  若 f是 a , +∞ )

∫
+∞

a
f x) d x

收敛的充分必要条件是∫
A

a
f x ) d x在 a , + ∞ )



  根据这个定理 , 就能得到类似于正项级数中的比较判别法 .

  定理11.2  设对充分大的 x, 函数 f和 g满足不等式

0≤ f x )≤ g x)

那么

  1° 若∫
+∞

a
g x) d x 收敛 , 则∫

+∞

a
f x ) d x收敛 ;

  2° 若∫
+∞

a
f x ) d x发散 , 则∫

+∞

a
g( x) d x 发散 .

  证明和级数中的比较判别法一样 .  □

  设 a > 0 , 则当 p > 1 时 , 积分∫
+∞

a

d x
xp 收敛 ; p≤1 时 , 积分∫

+∞

a

d x
xp 发散 ,

所以经常拿 f和函数
1
xp作比较 , 正像在正项级数中经常拿 an 和

1
nα
作比较一样 .

  例1  设 a > 0 , 积分∫
+∞

a

d x
3

x
2

+ x
4
是收敛的 . 这是因为

1
3

x
2

+ x
4
≤

1
x

4/ 3 ,

而积分∫
+∞

a

d x
x

4/ 3收敛 , 故由比较判别法知道原积分收敛 .  □

  定理 11.2 的极限形式更便于应用 .

  定理11.3  设 f和 g 都是 a , +∞ )

lim
x→ + ∞

f x )
g x)

= l ,

那么

  1° 当 0 < l < +∞时 , 积分∫
+∞

a
f x )d x和∫

+∞

a
g x) d x同时敛散 ;

  2° 当 l = 0 时 , 如果∫
+∞

a
g x) d x收敛 , 那么∫

+∞

a
f x) d x也收敛 ;

  3° 当 l = +∞时 , 如果∫
+∞

a
g x)d x发散 , 那么∫

+∞

a
f x )d x也发散 .

  证明和级数中相应的定理一样 .  □

  例2  积分∫
+∞

1

x
2

x
4

- x
2

- 1
d x是收敛的 , 因为当 x→ +∞时 ,

x2

x
4

- x
2

- 1
～

1
x

2 ,

而∫
+∞

1

d x
x

2 是收敛的 , 由定理 11.3 , 原积分收敛 .  □

  例3  研究积分∫
+∞

1

arctan x
( 1 + x

2
)

3/ 2 d x的敛散性 .
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  解  由于当 x→ +∞时 ,

arctan x
(1 + x

2
)

3/ 2～
π
2

1
x

3 ,

所以原积分收敛 .  □

  设∫
+∞

a
f x ) d x 是一收敛的无穷积分 , 这里 f不一定是非负的 , An } A1 =

a) +∞的数列 , 那么

∫
A

N+1

a
f x ) d x = ∑

N

n = 1
∫

A
n+1

A
n

f x ) d x .

让 N→∞ , 即得

∫
+∞

a
f x ) d x = ∑

∞

n = 1
∫

A
n+1

A
n

f x ) d x . (1)

这就是说 , 一个收敛的无穷积分总可以写成上式右端那样的级数 . 反过来 , 如

果存在某个递增趋于 + ∞的数列 { An } 1 )

∫
+∞

a
f x ) d x 收敛呢 ? 答案是否定的 . 例如积分∫

+∞

0
cos xd x是发散的 , 这是因

为

lim
A→ + ∞∫

A

0
cos xd x = lim

A→ + ∞
sin A

不存在 . 但若取 An = nπ, 它是一个趋于 +∞的递增数列 , 这时级数

∑
∞

n = 0
∫

A
n+ 1

A
n

cos xd x =∑
∞

n = 0
∫

( n+ 1 )π

nπ
cos xd x = 0

却是收敛的 .

  但若 f是非负的 , 那么答案是肯定的 .

  定理 11.4  设 f是 a , + ∞ ) + ∞

的数列{ An} A1 = a)

∑
∞

n = 1
∫

A
n+1

A
n

f x) d x (2)

收敛 , 那么积分∫
+∞

a
f x ) d x 收敛 , 并且

∫
+∞

a
f x ) d x = ∑

∞

n = 1
∫

A
n+ 1

A
n

f x ) d x . (3)

  证明  因为{ An } +∞的递增数列 , 对于任意给定的 A > 0 , 总能找

到正整数 N, 使得 AN≤ A < AN + 1 . 由于 f x )≥0 , 所以

∑
N - 1

n = 1
∫

A
n+1

A
n

f x) d x≤∫
A

a
f x ) d x≤∑

N

n = 1
∫

A
n+ 1

A
n

f x ) d x .
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从 2) ∫
+∞

a
f x ) d x收敛 , 而且 3)  □

  下面是应用这个定理的一个例子 .

  例4  证明积分∫
+∞

0

xd x
1 + x

6
sin

2
x
收敛 .

  证明  因为被积函数是非负的 , 只要证明级数

∑
∞

n = 0
∫

( n + 1)π

nπ

xd x
1 + x

6
sin

2
x

(4)

收敛即可 . 因为 sin
2

x是周期π的偶函数 , 故有

∫
( n+ 1 )π

nπ

xd x
1 + x6 sin2 x

�≤ n + 1)π∫
( n + 1)π

nπ

d x
1 + n6sin2 x

= 2 ( n + 1)π∫
π
2

0

d x
1 + n6 sin2 x

= 2 ( n + 1)π∫
π
2

0

d x
cos

2
x + 1 + n

6
) sin

2
x

≤
2 ( n + 1 )π

n
3 ∫

π
2

0

d ( n
3
tan x)

1 + n
3
tan x)

2

=
2 ( n + 1 )π

n
3 ∫

+∞

0

d t
1 + t

2 ≤
2π

2

n
2 .

由此即知级数 4)  □

  从无穷级数收敛的定义立刻可以得到 ,∑
∞

n = 1

an 收敛的必要条件是 lim
n→∞

an = 0 .

自然联想到 ,∫
+∞

a
f x) d x 收敛的必要条件是不是 lim

x→ + ∞
f x ) = 0 ? 这是不对的 .

例 4 就是这样一个例子 . 这里

f x) =
x

1 + x6 sin2 x

是 0 , +∞ ) ∫
+∞

0
f x) d x 收敛 , 但当 x→ +∞时 , 不

仅 f x ) 0 , 而且是无界的 , 因为当 x = nπ时 , f nπ) = nπ .

练习题  11.1  

1. �判断下列无穷积分的敛散性 :

(1)∫
+∞

1

x
1 + x

2 d x;       �( 2)∫
+∞

0

3 x
3

- 2
x

5
- x

3
+ 1

d x;

(3)∫
+∞

1

d x

x x
2

+ 1
; 4 )∫

+∞

e

d x
x log x)

p ;
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(5)∫
+∞

1
x

s - 1
е

- x
d x; 6 )∫

+∞

1

( log x)
p

1 + x
2 d x , p > 0.

2. �设∫
+∞

a
f x ) d x收敛 , 如果 lim

x→ + ∞
f x) = b 存在 , 那么必有 b = 0 .

3.证明积分∫
+∞

0

xd x
1 + x

α
cos

2
x
α > 4 )

4. �证明积分∫
+∞

a
f x ) d x收敛于 I的充分必要条件是 ,对任一递增趋于 + ∞的数

列 An } A1 = a) , ∑
∞

n = 1
∫

A
n+ 1

A
n

f x ) d x都收敛于 I .

5. �设 a , b > 0 , 证明

∫
+∞

0
f ax -

b
x

2

d x =
1
a∫

+∞

0
f x2 ) d x .

利用这公式计算积分∫
+∞

0
e

- a x -
b
x

2

d x ,其中 a , b > 0 .

已知∫
+∞

0
e

- x
2

d x =
π
2

.
 

§11.2  �无穷积分的Dirichlet 和

Abel 收敛判别法

  和无穷级数一样 , 无穷积分也有相应的 Cauchy 收敛原理 . 回忆一下 , 在

练习题 2.5 的第 9题中 , 我们已经证明过 : lim
x→ + ∞

F x)

对任意ε> 0 , 存在一个正数 A, 只要 A′, A″> A, 便有

F A′) - F A″) <ε .

  利用这个事实 , 立刻可得

  定理11.5 ( Cauchy收敛原理 )  积分∫
+∞

a
f x ) d x收敛的充分必要条件是 ,

对任意ε> 0 , 存在 A0 > a , 只要 A′, A″> A0 , 便有

∫
A″

A′
f x ) d x <ε .

  这个定理说明 , 要想使反常积分∫
+∞

a
f x ) d x收敛 , 必须而且只需在充分

远的、不管多长的区间上 , 积分值可以任意小 .

  根据定理 11.5 , 容易证明
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  定理11.6  如果积分∫
+∞

a
| f x ) | d x收敛 ,那么积分∫

+∞

a
f x) d x也收敛 .

  证明  由于∫
+∞

a
| f x) | d x收敛 ,故对ε> 0 ,存在 A0 ,当 A′、A″> A0 时 ,

就有∫
A″

A′
| f x ) | d x < ε,所以

∫
A″

A′
f x ) d x ≤∫

A″

A′
| f x ) | d x < ε . □

  仿照无穷级数中的说法 , 如果积分∫
+∞

a
| f x ) | d x 收敛 , 就说积分

∫
+∞

a
f x) d x 绝对收敛 .

  定理 11.6 断言 , 绝对收敛的积分一定收敛 . 和无穷级数的情形一样 , 定

理 11.6 的逆定理是不成立的 (见下面的例 1)

  如果积分∫
+∞

a
f x ) d x收敛 ,而∫

+∞

a
| f x ) | d x发散 ,就称积分∫

+∞

a
f x) d x

条件收敛 .

  利用 Cauchy收敛原理 , 可以得到类似于无穷级数中的 Dirichlet 和 Abel 判

别法 , 但还需要一个类似于 Abel引理的结果 . 这就是下面的

  定理11.7 (第二积分平均值定理 )  若函数 f在 a , b] g 在 a , b]

ξ∈[ a , b]

∫
b

a
f x) g x) d x = g a)∫

ξ

a
f x ) d x .

  证明  因为 f在 a , b] g 是 a, b]

数 , 因而 fg在 a , b]

π: a = x0 < x1 <⋯ < xn = b

细分区间 a , b] fg 在 a , b]

  ∫
b

a
f x) g x) d x �= ∑

n

i = 1
∫

x
i

x
i - 1

f x ) g x) d x

= ∑
n

i = 1

g xi - 1 )∫
x

i

x
i - 1

f x ) d x

 +∑
n

i = 1
∫

x
i

x
i - 1

f x ) g x) - g xi - 1 ) d x . (1)

如果用 K 表示 | f |在[ a , b] ωi 表示 g 在小区间 xi - 1 , xi ]

幅 , 那么 1)

∑
n

i = 1
∫

x
i

x
i - 1

| f x) | | g x) - g xi - 1 ) | d x≤ K∑
n

i = 1

ωiΔxi .
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因为 g在 a , b]

lim
‖π‖→0
∑

n

i = 1

ωiΔxi = 0 .

于是 1)

∫
b

a
f x ) g x) d x = lim

‖π‖→0∑
n

i = 1

g xi - 1 )∫
x

i

x
i - 1

f x) d x . (2)

若记 bi = g xi - 1 ) i = 1 , ⋯ , n , 则因 g 是非负递减的 , 故有

b1≥ b2≥⋯≥ bn≥0 , (3)

再记 ai =∫
x

i

x
i - 1

f x ) d x,那么 Sk =∑
k

i = 1

ai =∫
x

k

a
f x) d x.由于 F x) =∫

x

a
f t) d t

是 a , b] a , b] M和 m,那么

m≤ Sk =∫
x

k

a
f t) d t = F xk ) ≤ M, k = 1 ,⋯ , n , (4)

应用 Abel的分部求和公式 9.2) 2)

∑
n

i = 1

g xi - 1 )∫
x

i

x
i - 1

f x ) d x = ∑
n

i = 1

ai bi =∑
n - 1

i = 1

Si ( bi - bi+ 1 ) + Sn bn .

利用 3) 4)

mg a) = mb1 ≤∑
n

i = 1

g xi - 1 )∫
x

i

x
i - 1

f x ) d x≤ Mb1 = Mg a) .

在上式中命‖π‖→0 , 由 2)

mg a) ≤∫
b

a
f x) g x) d x≤ Mg a)

由 F 的连续性 , 根据连续函数的介值定理 , 存在ξ∈[ a , b]

∫
b

a
f x) g x) d x = g a)∫

ξ

a
f x ) d x .  □

  如果 g在 a , b] η∈[ a , b]

使得

∫
b

a
f x ) g x) d x = g b)∫

b

η
f x ) d x .

  如果 g在 a , b]

  定理11.8 (推广的第二积分平均值定理 )  设 f 在 a, b] g 在 a , b]

中单调 , 则必存在ξ∈[ a , b]

∫
b

a
f x ) g x) d x = g a)∫

ξ

a
f x ) d x + g b)∫

b

ξ
f x) d x . (5)

  证明  不妨设 g在 a , b] x∈[ a , b] g x)≥ g b)
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命     

φ x) = g x) - g b)

那么φ在 a , b] 11.7 知道 , 存在ξ∈ [ a , b]

∫
b

a
f x) φ x) d x = φ a)∫

ξ

a
f x ) d x,

即

∫
b

a
f x ) g x) - g b) ) d x = g a) - g b)∫

ξ

a
f x) d x .

由此即得 5)

  如果 g在 a , b] ψ x) = g b) - g x) 11.7 可

得 5)  □

  第二积分平均值定理的好处是把两个函数乘积的积分化为一个函数的积分

来处理 . 下面的 Dirichlet和 Abel判别法正是利用了这样一个好处 .

  定理11.9 (Dirichlet判别法 )  如果 f和 g 满足下面两个条件 :

  1° F A) =∫
A

a
f x ) d x在 a , + ∞ )

  2° g在 a , +∞ ) lim
x→ + ∞

g x) = 0 ,

那么积分

∫
+∞

a
f x) g x) d x

收敛 .

  证明  应用推广的第二积分平均中值定理 , 有

∫
A″

A′
f x) g x) d x = g A′)∫

ξ

A′
f x ) d x + g A″)∫

A″

ξ
f x) d x ,

其中ξ∈[ A′, A″]

∫
A″

A′
f x ) g x) d x ≤ | g A′) |∫

ξ

A′
f x ) d x        

 + | g A″) |∫
A″

ξ
f x ) d x . (6)

由条件 1°, 存在常数 M, 使得

| F A) | =∫
A

a
f x ) d x ≤ M, A∈ a , + ∞ )

因而

∫
ξ

A′
f x ) d x =∫

ξ

a
f x ) d x -∫

A′

a
f x ) d x ≤ 2 M,

∫
A″

ξ
f x ) d x =∫

A″

a
f x ) d x -∫

ξ

a
f x ) d x ≤ 2 M .
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  由条件 2°, 对任意ε> 0 , 存在 A0 > 0 , 当 A′, A″> A0 时 , 有

| g A′) | <ε, | g A″) | <ε .

所以只要 A′, A″> A0 , 由 6)

∫
A″

A′
f x) g x) d x < 4 Mε,

因而由 Cauchy收敛原理 , 积分∫
+∞

a
f x ) g x)d x收敛 .  □

  例1  证明积分∫
+∞

1

sin x
x

d x收敛 ,积分∫
+∞

1

| sin x |
x

d x 发散 .

  证明  因为对任意 A≥1 ,

∫
A

1
sin xd x = | cos A - cos 1 |≤ 2 .

且
1
x
当 x→ +∞时递减趋于 0 , 故由 Dirichlet判别法 ,∫

+∞

1

sin x
x

d x 收敛 . 因为

| sin x |
x
≥

sin
2

x
x

=
1

2 x
-

cos 2 x
2 x

,

用和上面一样的方法知道∫
+∞

1

cos x
x

dx 收敛,但∫
+∞

1

1
x

d x 发散,所以∫
+∞

1

| sin x |
x

d x

发散 . □

  积分∫
+∞

1

sin x
x

d x是一个条件收敛的例子 .

  定理11.10 ( Abel 判别法 )  如果 f和 g 满足下面两个条件 :

  1° 积分∫
+∞

a
f x ) d x收敛 ;

  2° g在 a , +∞ )

那么积分

∫
+∞

a
f x) g x) d x

收敛 .

  证明  因为∫
+∞

a
f x) d x收敛 ,所以对任意ε> 0,存在 A0 ,只要 A′, A″> A0 ,

便有∫
A″

A′
f x) d x < ε.由于 g在 a , + ∞ ) | g x) |≤ M, x∈

[ a , + ∞ )

∫
A″

A′
f x) g x) d x

#
≤ | g A′) |∫

ξ

A′
f x ) d x

 + | g A″) |∫
A″

ξ
f x) d x

≤ 2 Mε .
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  由 Cauchy收敛原理即知∫
+∞

A
f x ) g x) d x 收敛 . □

练习题  11.2  

1. �研究下列积分的敛散性 :

(1)∫
+∞

0

xcos x
1 + x

d x;

(2)∫
+∞

0

sin ( a + 2) x
1 + x

α d x,α > 0;

(3)∫
+∞

1

cos2 x
x

d x;

(4)∫
+∞

0
sin ( x

α
) d x,α> 1 .

2. �研究下列积分的绝对收敛性和条件收敛性 :

(1)∫
+∞

0

xsin x
1 + x

d x;

(2)∫
+∞

1

cos (1 - 2 x)

x
3

3

x
2

+ 1
d x;

(3)∫
+∞

0

sin x
3

x
2

+ x + 1
d x;

(4)∫
+∞

2

sin x
xlog x

d x .

3. �设 f为非负减函数 , 且∫
+∞

a
f x ) d x收敛 .证明当 x→ +∞时 ,

f x ) = o
1
x

.

4. �设 f在 a , +∞ ) 0. 试用 Dirichlet判别法证明 , 积分

∫
+∞

a
f x ) d x和∫

+∞

a
f x ) sin

2
xd x

同时敛散 .

问题  11.2

1. �设 0 <α≤
1
2

, 证明积分

∫
+∞

1

sin x
x
α

+ sin x
d x
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