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第九章  级   数

§9.1  数 值 级 数

一、基本内容

  本节有五段 .

  第一段借助于级数部分和数列的收敛和发散的概念相应地给

出了级数的收敛和发散的定义 . 这是本节讨论级数的基础 .

  第二段给出了与收敛数列平行的收敛级数的两个性质 : 柯西

收敛准则

∑
∞

n = 1

( aun + bvn ) = a∑
∞

n = 1

un + b∑
∞

n = 1

vn ,  a 与 b 是常数 .

  第三段给出了同号级数

项级数收敛的必要充分条件是它的部分和数列有界

此出发得到了比较判别法

基础上给出了柯西判别法

  第四段给出了级数绝对收敛与条件收敛的定义 . 判别级数绝

对收敛只需应用第三段正项级数的判别法 . 判别级数条件收敛给

出了狄利克雷判别法

特殊的变号级数———交错级数的收敛性有莱布尼茨判别法

9)

  一般来说 , 级数不像有限和那样满足结合律、交换律和分配

律 . 第五段给出了 , 若级数收敛 , 则它满足结合律 ; 若级数绝对



收敛 , 则它满足交换律和分配律

二、学习要求

  研究级数及其和数只不过是研究数列及其极限的一种新形

式 . 这种新形式丰富和发展了研究数列的内容和方法 , 并为进一

步研究函数级数和其它数学理论提供了有利的工具 . 要求 :

  1. 掌握级数收敛和发散的定义 , 理解其意义 , 并熟练地掌

握判别级数敛散性的判别法 . 记住几何级数∑
∞

n = 1

q
n
和广义调和级

数∑
∞

n = 1

1
n

p 的敛散性 .

  2. 掌握收敛级数和绝对收敛级数的性质及其证明方法 .

  3. 具有应用级数的敛散定义和收敛级数的性质证明级数中

一些理论问题的能力 .

三、答疑辅导

  问1. 为什么要学习级数 ?

  答  这个问题在本章的引言中已作了简要的说明 . 再详述如下:

  我们在本书的前八章

虽然初等函数能够描述许多自然现象和工程技术中的客观规律 ,

但是 , 只有初等函数还远远不能满足描述客观规律的需要 . 为了

使数学分析所讨论的函数能广泛地服务于科学技术和数学理论本

身 , 人们借助于极限、函数方程、微分和积分等工具表述了更多

的非初等函数 . 函数级数就是表述非初等函数的一个重要工具 .

例如 , 二阶线性常微分方程

xy″+ y′+ xy = 0

的解就不是初等函数 , 而这个解却可用函数级数

y x) = a0 1 +∑
∞

k = 1

( - 1) k x
2 k

( k !) 2·22 k
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表示 §9.3 问 5)

  因为函数级数∑
∞

n = 1

un ( x ) x = x0 ,就是一个数

值级数∑
∞

n = 1

un ( x0 )

就是本节要讨论的问题 .

  讨论数值级数∑
∞

n = 1

un ,核心问题是何谓级数∑
∞

n = 1

un 的“和”?至

今我们还不知道什么是无限多个数的“和”,因此需要予以定义 .从

有限和

义是很自然的 , 即无限和∑
∞

n = 1

un 应该 是有限和 Sn 的极限

lim
n→∞

Sn Sn =∑
n

k = 1

uk .于是 ,级数与数列就等同起来 ,即

∑
∞

n = 1

un � { Sn }  其中 Sn = ∑
n

k = 1

uk ,

{ Sn } � ∑
∞

n = 1

un ,  其中 un = Sn - Sn - 1 ( S0 = 0)

因此 , 研究级数及其和数只不过是研究数列及其极限的一种新形

式 .

  数值级数除了服务于函数级数外 , 它可表示无理数 , 从而能

近似地计算无理数 , 等等 .

  问2. 正项 (同号 )

是什么 ? 判别法之间有什么关系 ?

  答  正项级数收敛的必要充分条件是它的部分和数列有界 .

这就是正项级数敛散性判别法的理论基础 . 在此基础上得到一些

敛散性判别法 , 而每种判别法都有两种形式 : 不等式形式与极限

形式 . 下面为了书写简单 , 约定 :

正项级数∑
∞

n = 1

un 用 u)

·3·§9.1  数 值 级 数



正项级数∑
∞

n = 1

vn 用 v)

  比较判别法

v N∈N + , " n≥ N, v c > 0 ,

有

un≤ cvn .

1) 若 v) u)

2) 若 u) v)

  lim
n→∞

un

vn
= k 0≤ k≤ +∞ )

1) 若 v ) k≠ + ∞ ,

则 u)

2) 若 v) k≠ 0 , 则

u)

  以比较判别法为基础将 ( v ) ∑
∞

n = 1

q
n
, 即将

u)

柯西判别法

1) 若v N∈N + , " n≥ N, 有

  un≤ q
n
或

n

un≤ q,

且 q < 1 , 则 ( u) 收敛 .

2) 若 " n∈N + , v m > n, 有
m

um≥1 ,

则 ( u) 发散 .

lim
n→∞

n

un = l ,

1) 若 l < 1 , 则 u )收敛 .

2)若 l > 1 ,则 ( u )

达朗贝尔判别法

1) N∈N + , " n≥ N, 有

un + 1

un
≤ q或 un + 1≤ qun ,

且 q < 1 , 则 u)

2) 若v N∈N + , " n≥ N, 有

un + 1

un
≥1 ,

则 u)

lim
n→∞

un + 1

un
= l ,

1) 若 l < 1 , 则 u )

2) 若 l > 1 , 则 u )

  虽然柯西判别法与达朗贝尔判别法都是与几何级数比较得到

·4· 第九章  级   数



的 , 但是两者也略有区别 . 由练习题§2.2 第 24 题的 ( 1 )

lim
n→∞

un + 1

un
= l ,则 lim

n→∞

n

un = l , 即判别级数∑
∞

n = 1

un 的敛散性 ,若能够

用达朗贝尔判别法 , 也一定能够用柯西判别法 .反之 ,能够用柯西

判别法 ,但不一定能用达朗贝尔判别法 .例如 ,判别正项级数

1
2

+
1
3

2 +
1
2

3 +
1
3

4 +⋯ +
1

2
2 n - 1 +

1
3

2 n +⋯

的敛散性 . 若用柯西判别法 , 有

n

un =

1
2

,  当 n是奇数 ,

1
3

,  当 n是偶数 .

即 " n∈N + ,
n

un≤
1
2

, 则该级数收敛 .

  用达朗贝尔判别法 , 有

un + 1

un
=

1
3

2
3

n

< 1 ,  当 n是奇数 ,

1
2

3
2

n

> 1 ,  当 n是偶数 .

即用达朗贝尔判别法判别这个级数的敛散性失效 .

  当 lim
n→∞

n

un = 1 或 lim
n→∞

un + 1

un
= 1 时 , 柯西判别法

判别法 ) lim
n→∞

n

un = 1 > q 0 < q < 1)

即v N∈N + , " n > N, 有
n

un > q 或 un > q
n
; 另一方面 , 当 lim

n→∞

n

un = 1 < r r > 1 ) N∈N + , " n > N, 有
n

un < r 或 un <

rn , 所以此时 , 将级数 ∑
∞

n = 1

un 与几何级数比较不能判别级数

∑
∞

n = 1

un 的敛散性 .这说明应用几何级数这把“尺子”不能“测量”所

有正项级数的敛散性 ,即几何级数这把“尺子”的“精度”不够 .人

·5·§9.1  数 值 级 数



们发现广义调和级数∑
∞

n = 1

1
n

p 是比几何级数“精度”更高的一把“尺

子”.于是 ,将正项级数与广义调和级数比较 ,得到新的更进一步的

判别法 ——— 拉阿伯 ( Raabe) 判别法 ,即判别某些正项级数敛散性

应用柯西判别法失效 ,但是应用拉阿伯判别法却能判别其敛散性 .

(见本节补充例题的例 7)

几何级数这把“尺子”的“精度”更高 , 但是它仍然不能“测

量”所有正项级数的敛散性 . 人们又发现级数∑
∞

n = 2

1
n ln n)

p 是

比广义调和级数∑
∞

n = 1

1
n

p“精度”更高的一把“尺子”. 于是 , 将

正项级数与级数∑
∞

n = 2

1
n ln n)

p 比较 ,又得到新的更进一步的判别

法 ,同样 ,这个判别法也不能“测量”所有正项级数的敛散性 .人们

又发现级数∑
∞

n = 3

1
nln n ln ln n)

p 是比级数∑
∞

n = 2

1
n ln n)

p“精度”更

高的一把“尺子”,等等 .因为“尺子”的“精度”愈来愈高 ,相应的判

别法的形式也愈来愈复杂 ,一般说来 ,这些判别法也就失去了判别

级数敛散性的实用价值 .在理论上 , 这种“精确化”的过程是没有

尽头的 ,即不存在判别所有正项级数敛散性的万能判别法 .下面的

问 3 和问 4 是从另一个方面回答了这个问题 .

  问 3. 何谓一个收敛正项级数∑
∞

n = 1

an 比另一个收敛正项级数

∑
∞

n = 1

bn 收敛得较慢 ?是否存在收敛最慢的正项级数 ?

  答  在级数∑
∞

n = 1

un 中去掉前 m项 ,即

Rm = um + 1 + um + 2 +⋯

称为级数∑
∞

n = 1

un 的m项余式或m项余和 .

·6· 第九章  级   数
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  我们知道 , 若级数∑
∞

n = 1

un 收敛 ,则 lim
m→∞

Rm = 0 .

  设收敛正项级数∑
∞

n = 1

an与∑
∞

n = 1

bn的 m项余式分别是 Am 与 Bm .

若 Am 比 Bm 是高阶无穷小 m→∞ )

lim
m→∞

Am

Bm
= 0 ,

称级数∑
∞

n = 1

bn 比级数∑
∞

n = 1

an 收敛得较慢 (即 Bm 趋向于 0 的速度比

Am 趋向于 0的速度较慢 ) ∑
∞

n = 1

an 比级数∑
∞

n = 1

bn 收敛得较快 .

  例如 , 有两个收敛的正项级数∑
∞

n = 1

1
3 n 与∑

∞

n = 1

1
2 n .因为 ,有

Am

Bm
=
∑
∞

k = 1

1
3 m+ k

∑
∞

k = 1

1
2

m+ k

=
3
4

2
3

m + 1

→ 0 ( m→ ∞ )

所以级数∑
∞

n = 1

1
2

n 比级数∑
∞

n = 1

1
3

n 收敛得较慢 .

  重要的是 , 对任意正项收敛级数∑
∞

n = 1

an , 总能构造一个比级

数∑
∞

n = 1

an 收敛得慢的级数 .事实上 ,设 Am是收敛级数∑
∞

n = 1

an的 m项

余式 .级数

∑
∞

n = 1

bn = ∑
∞

n = 0

( An - An +1 )  ( A0 = 0)

也是收敛级数 . 设它的 m项余式是 Bm , 即

Bm = ( Am - Am + 1 ) + ( Am + 1 - Am + 2 ) +⋯ = Am .

有
Am

Bm
=

Am

Am

= Am→0 ( m→∞ )

·7·§9.1  数 值 级 数



即收敛级数∑
∞

n = 1

bn = ∑
∞

n = 0

( An - An + 1 ) ∑
∞

n = 1

an 收敛

得较慢 .

  这个事实说明 , 正项收敛级数中没有收敛最慢的级数 .

  问 4. 何谓一个发散的正项级数∑
∞

n = 1

an 比另一个发散的正项

级数∑
∞

n = 1

bn 发散得较慢 ?是否存在发散最慢的正项级数 ?

  答  设发散正项级数∑
∞

n = 1

an 与∑
∞

n = 1

bn 的部分和分别是 Sn 与

Pn .若部分和 Sn 是比部分和 Pn 高阶的无穷大 n→ ∞ )

lim
n→∞

Pn

Sn
= 0 ,

称级数∑
∞

n = 1

bn 比级数∑
∞

n = 1

an 发散得较慢 (即 Pn 趋向于无穷大的速

度比 Sn 趋向于无穷大的速度较慢 ) ∑
∞

n = 1

an 比级数∑
∞

n = 1

bn 发

散得较快 .

  例如 , 有两个发散的正项级数∑
∞

n = 0

q
n
1与∑

∞

n = 0

q
n
2 ,其中 1 < q2 < q1 ,

有

        
Pn

Sn �=
∑

n - 1

k = 0

q
k
2

∑
n - 1

k = 0

q
k
1

=

1 - q
n
2

1 - q2

1 - q
n
1

1 - q1

=
q1 - 1
q2 - 1

q2

q1

n
1 -

1
q

n

2

1 -
1

q
n
1

→0  ( n→∞ )

即发散级数∑
∞

n = 0

q
n
2 比发散级数∑

∞

n = 0

q
n
1 发散得较慢 .

·8· 第九章  级   数



  重要的是 , 对任意正项发散级数∑
∞

n = 1

an , 总能构造一个比级

数∑
∞

n = 1

an 发散得较慢的级数 .事实上 , 设 Sn 是正项的发散级数

∑
∞

n = 1

an 的 n项部分和 .级数

∑
∞

n = 1

bn = ∑
∞

n = 1

( Sn - Sn - 1 )  ( S0 = 0)

也是发散级数 . 设它的 n项部分和是 Pn , 即

Pn = S1 + ( S2 - S1 ) +⋯ + ( Sn - Sn - 1 ) = Sn ,

有
Pn

Sn
=

Sn

Sn
=

1

Sn

→0  ( n→∞ )

即发散级数∑
∞

n = 1

bn = ∑
∞

n = 1

( Sn - Sn - 1 ) S0 = 0)

∑
∞

n = 1

an 发散得较慢 .

  这个事实说明 , 发散正项级数中没有发散最慢的级数 .

  问5. 可用哪些方法证明调和级数∑
∞

n = 1

1
n
的发散性 ?

  答  有下列 6 种方法 :

  1) 证明调和级数∑
∞

n = 1

1
n
的部分和数列 Sn }

S2
m } 发散

  S2 = 1 +
1
2

>
1
2
·2 = 1 ,

  S4 = 1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

> 1 +
1
2

+
1
4
·2 = 1 +

1
2
×2

  ⋯⋯

  S2
m = 攐1 +

1
2

+
1
3

+
1
4

+⋯ +
1

2
m - 1 +

1
2

m - 1
+ 1

+⋯ +
1

2
m
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> 1 +
1
2

+⋯ +
1
2

+
1

2 m·2 m - 1 = 1 +
1
2

+⋯ +
1
2

m个

= 1 +
m
2

.

lim
m→∞

S2
m = lim

m→∞
1 +

m
2

= +∞ .

  于是 , 调和级数∑
∞

n = 1

1
n
发散 .

  2) 用柯西收敛判别法 , 证明部分和数列

Sn = 1 +
1
2

+⋯ +
1
n

,

是发散的 . 见 §2.2 , 例 11 .

  3) 证明数列 an }

an = 1 +
1
2

+⋯ +
1
n

- ln n

存在极限 c §2.2 第 19 题 )

1 +
1
2

+⋯ +
1
n

- ln n = c +α n)

其中α n)→0 (当 n→∞时 )

Sn = 1 +
1
2

+⋯ +
1
n

= ln n + c +α n)

显然 , lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

[ ln n + c +α n) ] = +∞ ,

即调和级数发散 .

  4) 应用练习题§9.1

  已知 1 >
1
2

>
1
3

>⋯ >
1
n

>⋯ > 0 , 级数

∑
∞

n = 1

2 n a2
n = ∑

∞

n = 1

2 n 1
2 n = ∑

∞

n = 1

1 = +∞

发散 , 则调和级数∑
∞

n = 1

1
n
也发散 .

  5) 用
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Sn = 1 +
1
2

+
1
3

+⋯ +
1
n

.

由定积分的几何意义 , 有

∫
n + 1

1

1
x

d x≤ Sn = 1 +
1
2

+
1
3

+ ⋯ +
1
n

.

又 ∫
n+ 1

1

1
x

d x = ln n + 1) lim
n→∞

ln n + 1) = +∞ ,

所以 lim
n→∞

Sn = +∞ ,

则调和级数∑
∞

n = 1

1
n
发散 .

  6) 由练习题 9.1 (一 ) 11题的逆否命题 :

  若 a1≥ a2≥⋯≥ an≥⋯≥ 0 , 且 lim
n→∞

nan = a≠0 , 则级数

∑
∞

n = 1

an 发散 .

  对调和级数∑
∞

n = 1

1
n

,有 an =
1
n

.

lim
n→∞

nan = lim
n→∞

n·
1
n

= 1≠0 .

于是 , 调和级数∑
∞

n = 1

1
n
发散 .

  值得注意的是 , 调和级数∑
∞

n = 1

1
n
发散 +∞ )

尤拉曾计算过 ,

S1 000 = 7.48⋯ ,  S1 000 000 = 14.39⋯ , 等等 .

  问6. 阿贝尔变换 §9.1 引理 )

  答  阿贝尔变换是下面证明狄利克雷判别法与阿贝尔判别法

的重要工具 . 阿贝尔变换的一般形式是 :

  有两个 n项有限数列 :

a1 , a2 , ⋯ , an  与  b1 , b2 , ⋯ , bn .

设 Pk = b1 + b2 +⋯ + bk ( k = 1 , 2 ,⋯ , n) bk = Pk - Pk - 1 ( P0 =
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0)

∑
n

k = 1

akbk = 攙∑
n

k = 1

ak ( Pk - Pk - 1 )

= a1 ( P1 - P0 ) + a2 ( P2 - P1 ) + ⋯ + an ( Pn - Pn - 1 )

= �P1 ( a1 - a2 ) + P2 ( a2 - a3 ) + ⋯ +

Pn - 1 ( an - 1 - an ) + Pn an

=∑
n - 1

k = 1

Pk ( ak - ak + 1 ) + Pn an .

或 ∑
n

k = 1

ak bk = an Pn - ∑
n - 1

k = 1

Pk ( ak + 1 - ak ) ( * )

( * )

∑
n

k = 2

ak bk = an Pn - a1 P1 - ∑
n - 1

k = 1

Pk ( ak + 1 - ak )

图  9.1

或 ∑
n - 1

k = 1

ak+ 1 bk+ 1 = an Pn - a1 P1 - ∑
n - 1

k = 1

Pk ( ak+ 1 - ak )

或∑
n - 1

k = 1

ak+ 1 ( Pk + 1 - Pk ) = an Pn - a1 P1 - ∑
n - 1

k = 1

Pk ( ak+ 1 - ak )

( * * )

  若 a1 > a2 >⋯ > an , 且 bk > 0 ( k = 1 ,2 ,⋯ , n)

换 * ) n = 4 时 , 有

  a1 b1 + a2 b2 + a3 b3 + a4 b4

 = P1 ( a1 - a2 ) + P2 ( a2 -  

  a3 ) + P3 ( a3 - a4 ) + P4 a4 .

上面等式左端是图 9.1 四个横条

面积之和 , 等式右端是图 9.1 四

个竖条面积之和 , 显然二者相

等 . 由此可见 , 阿贝尔变换实

质是按着横竖不同顺序作和

般是代数和 )
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